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Logique binaire 9
1. Logique binaire

Assertion

D
Une assertion est une affirmation élémentaire.
Ezemple a. (1.1) *“un et un font deux''.
b. (1.2) *"Le carré d'un nombre réel est strictement positif.
c. (1.3) * *Cette proposition est vraie''.
d. (1.4) * *Cette proposition est fausse''.
Proposition logique
D

Une proposition logique est une affirmation élémentaire a laquelle peut étre attribuée
soit la valeur vraie, soit la valeur fausse.

Remarque: s'il est impossible d'attribuer soit la valeur vraie, soit la valeur fausse a une
assertion, on dit qu'elle est indécidable.

Exemple a. L'assertion (1.1) est une proposition logique vraie.
b. L'assertion (1.2) est une proposition logique fausse, le carré de 0 n'étant pas strictement positif.
c. L'assertion (1.3) n'est pas une proposition logique. Elle est indécidable car elle est a la fois vraie
et fausse.
d. L'assertion (1.4) n'est pas une proposition logique. Elle est indécidable car elle n'est ni vraie, ni
fausse.

Remarque: On s'intéressera uniquement aux propositions logiques car les assertions indécid-
ables sont certainement surprenantes et amusantes mais elles n'ont quasiment aucune utilité
pratique.

1.1. Opérateurs logiques

Opérateur logique ' ‘non'' (de négation)

Nier une proposition logique P, c'est affirmer son contraire.

Remarque: la négation d'une proposition logique P se prononce "“non P' et se note P ou
““non P'".

Exemple a. La négation de (1.1) est la proposition " “un et un ne font pas deux''.
b. La négation de (1.2) est la proposition " *Le carré d'un nombre réel n'est pas strictement positif".

i )
La table de vérité de 1'opérateur logique non est le tableau
P Vrai Faux
P Faux Vrai
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( P
On ne change pas une proposition en lui appliquant deux fois 1'opérateur de négation

non (non P) =P

Opérateur logique " ‘et'’

p (fP et Q propositions logiques} @

A . ) vraie si les deux propositions sont vraies
La proposition " P et Q' est dite . ) o
fausse si I'une au moins des propositions est fausse

| J/

Exemples. La proposition (1 4+ 1 = 2 et 2+ 2 = 4) est vraie alors que (1 > 2 et 2 > 0) est une proposition

fausse.
f ©
La table de vérité de 1'opérateur logique " “et'' est le tableau
P et & Q Vrai Q Faux
P Vrai Vrai Faux
P Faux Faux Faux

Opérateur logique '

‘ou'' (ou inclusif)

|

(iP et Q propositions logiques)

. L . vraie si l'une au moins des propositions est vraie
La proposition *"P ou Q" est dite . .
fausse si les deux propositions sont fausses

©)

J/

Ezxemple. La proposition 141 = 2 ou 2+ 2 = 5 est vraie alors que (1 > 1 ou 0 > 2) est une proposition fausse.

i )
La table de vérité de 1'opérateur logique " “ou'' est le tableau
P ou? Q Vrai Q Faux
P Vrai Vrai Vrai
P Faux Vrai Faux
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(fP et Q deux propositions logiques}
Pet Q=P ouQ
PouQ="Pet Q

Exemple. Si les solutions réelles x d'une équation E vérifient £ > 5 ou & < —2, alors un nombre réel x qui
n'est pas solution de F vérifie z < 5 et > 2. autrement dit, il appartient & l'intervalle [—2, 5].

Opérateur logique ' ‘zor'' (ou exclusif)

p (fP et Q propositions logiques}

)

L . _ vraie si l'une exactement des propositions est vraie
La proposition “ P xor Q" est dite

1%

fausse si les propositions ont la méme valeur logiqu

\. J

Exemple. La proposition 1+1 =2 ou 2+ 2 = 5 est vraie alors que (1 > 1 ou 0 > 2) est une proposition fausse.

i )
La table de vérité de 1'opérateur logique " “xor'' est le tableau
P xot 2 Q Vrai Q Faux
P Vrai Faux Vrai
P Faux Vrai Faux

Remarque: En mathématiques, 1'opérateur xor est rarement utilisé, contrairement a 1'opérateur
ou.

Opérateur logique ' '<—"' (d'équivalence)

p (TP et Q propositions logiques} @

U . vraie si les propositions P et Q ont méme valeur
La proposition " "P <= Q" est dite

fausse si les deux propositions ont une valeur difféfente

| J/

FExemples. La proposition 1 +1 = 2 <= 2 X 2 = 4 est vraie alors que 1 > 1 <= 0 = 0 est une proposition
fausse.
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La table de vérité de l'opérateur logique " <=""' est le tableau

A g Q Vrai Q Faux
P Vrai Vrai Faux

P Faux Faux Vrai

\. J

Remarque: si P <= Q est vrai, on dit que les propositions P et Q sont équivalentes.

Soient P et Q deux propositions logiques. Alors, on a

la proposition P <= Q a la méme valeur que la proposition (non P) <= (non Q).

|

Remarque: Pour établir 1'équivalence de gauche, on peut utiliser la propriété précédente et
établir 1'équivalence de droite (ce qui dans certains cas est plus facile) et réciproquement.

Opérateur logique ' '="' (d'implication)

- kiP et Q propositions logiques ] @

A N ) vraie si P est fausse ou si P et Q sont vraies
La proposition " P = Q"' est dite . ) .
fausse si P est vraie et si Q est fausse

(retenir que le vrai implique le vrai et que le faux implique tout).

| J/

Ezemple. Les propositions (1 =2) = (2 =4) et (1 =2) => (2 # 4) sont vraies de méme que la proposition
(1=1) = (2 #4). Par contre, la proposition (1 =1) = (0 = 1) est fausse.

’ D)

La table de vérité de l'opérateur logique " ~=="' est le tableau

P == 9 Q Vrai Q Faux
P Vrai Vrai Faux
P Faux Vrai Vrai

| J/

Remarque: si P = Q est vrai, on dit que la proposition P implique la proposition Q.

Remarque: la valeur logique de l'implication P = Q, ne dépend que des valeurs logiques
de P et Q et non pas d'une éventuelle relation entre P et Q. En particulier, les implications
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suivantes sont toutes vraies

In(1+2) =In(1) + In(2) == Mon prof de maths est un extraterrestre
Morbid Angel, c'est quand méme mieux que Britney Spears — 666 > 69

n\" . )
n! ~ (—) 2mn — Rome a vaincu Carthage au cours de la seconde guerre punique
e

p (iP et Q propositions logiques) @

La proposition logique P = Q a la méme valeur que la proposition Q = P.

L'implication de droite est la contraposée de celle de gauche (et réciproquement).

| J/

- LiP et Q propositions logiques ] ®

La proposition logique P <= Q a la méme valeur que la proposition (P = Q) et (Q = [P).

1.2. Ratsonnements

Raisonnement par double implications

(iP et Q propositions logiques) P
Pour établir 1'équivalence P <= Q, il suffit de démontrer P = Q et Q = P. ?

Raisonnement par contraposée

(TP et Q propositions logiques) P

Pour établir l'implication P = Q, il suffit d'établir sa contraposée non(Q) <=
non(P) (ce qui dans certains cas est plus facile). Pour cela, on suppose que la proposi-
tion Q est fausse puis on en déduit que la proposition P est fausse.

Raisonnement par l'absurde

p (iP et Q propositions logiques} @

Pour établir une proposition logique P, en raisonnant par l'absurde, il suffit de
supposer son contraire (i.e. on suppose que la proposition *“non P'" est vraie) puis de
proceder par implications pour aboutir & une proposition fausse (une absurdité, une

contradiction).

i Vrai W Vrai D
~—~ ~—~

Supposé Faux

Vrai Q Vrai R Vrai o

| J/

Remarque: Si les implications pré-citées sont justes et si la proposition Z est fausse, il résulte
de la table de vérité de 1'implication que les propositions W, ---R, Q, non (P) sont fausses
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et donc que la proposition P est vraie. Par ailleurs, d'apres le principe de contraposition, la
chaine d'implication précédente est équivalente a la chaine d'implication

:]) ral Q ral R ral . W Z, 7
N~~~ N~~~
Vrai Vrai

qui prouve la proposition P de maniere directe.

Moralité : il est toujours possible de trouver une démonstration directe d'une propriété
établie par l'absurde (cela constitue souvent un bon exercice, trés formateur, mais pas toujours
évident).

1.3. Définitions élémentaires

Ensemble des parties

Tout ensemble B inclus dans un ensemble A est appelé une partie de A (ou un sous-ensemble
de A).
L'ensemble de tous les sous-ensembles de A est appelé simplement ensemble des parties de A
et on le note
P(A):={B: B C A}.

Intersection simple

Soient B et C' deux parties de A. Alors, l'intersection de B et C' est 1'ensemble
BNnC:={ze€A:xz€BetzeC}.

Intersection multiple

Soient I, A deux ensembles. Alors, l'intersection des parties B; C A (i € I) de A est
'ensemble
NierBi :={x € A:Viel: :z € B;}.

Réunion stmple

Soient B et C' deux parties de A. Alors, la réunion de B et C est 1'ensemble
BuC:={xreA:x€BouxeC}

Réunion multiple

Soient I, A deux ensembles. Alors, la réunion des parties B; C A (i € I) de A est l'ensemble
UierBi :={x € A:3Jiel:z € B;}.

Principe du ° dressing-undressing'’

Soient F un ensemble non vide et u et v deux bijections de E dans E. Alors, on a
(wov) ' =vtout

Lot interne

Soit E' un ensemble. Une loi (de composition) interne ® de 'ensemble E est une application
¢ : E x F — E. Pour simplifier les expressions, on note

Ve € F, Yy € FE, TRy := ¢z, y).

Loi externe
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2. Nombres complexes

2.1. Introduction

Historiquement, la constatation que les nombres réels ne suffisent pas pour résoudre
certaines équations polynomiales du second degré telle que

(2.1) r? =1

a motivé l'invention des nombres complexes : les nombres a + ib pour lesquels a et b sont des
nombres réels et pour lesquels i désigne une solution de 1'équation (2.1).

L'ensemble C des nombres complexes permet de résoudre toutes les équations polynomiales
du second degré et possede la propriété fondamentale suivante :

Toute équation polyndémiale de degré supérieur ou égal a 1 admet au moins une
solution dans C.

(Théoreme de d'Alembert-Gauss }

L'ensemble C des nombres complexes présente des avantages par rapport a l'ensemble R
des nombres réels, qui ne résident pas uniquement dans ces propriétés liées aux polyndémes.
D'ailleurs, une méthode classique trés employée pour résoudre un probleme réel consiste a
faire le détour dans 1'ensemble C suivant :

a) transformer le probléme réel en probleme complexe, en général plus facile.

b) résoudre le probléme complexe.

c¢) En déduire les solutions du probléme réel, souvent par projection.

Les nombres complexes sont employés quotidiennement par la plupart des mathématiciens
et constituent un des pilliers sur lesquels reposent les mathématiques. C'est pourquoi, il
est impératif en pratique de maitriser les nombres complexes, c'est a dire en ce qui vous
concerne d'apprendre a calculer ou a transformer n'importe quelle expression complexe ou
trigonométrique sans faire d'erreur. Et raisonnablement vite si c'est possible...

Les nombres complexes se présentent sous deux formes fondamentales : la forme algebrique
2z = x + iy et la forme multiplicative z = re*”. La premiére forme s'emploie plutét dans un
contexte additif et la seconde forme s'emploie plutét dans un contexte multiplicatif.

2.2. Forme algébrique des nombres complexes

2.2.1. Construction de C et lien géométrique

De méme que R est muni d'une addition et d'une multiplication, il est possible de munir
de deux opérations 1'ensemble C := R? des couples de nombres réels (z,y), en posant :

(a,b) + (¢,d) == (a+ ¢, b+ d) Addition
(a,b) x (¢,d) := (ac — bd, ad + bc) Multiplication

Muni de ces opérations + et x, l'ensemble C = R? forme un corps commutatif (une
structure algébrique que nous détaillons plus loin) de nouveaux nombres du type (z,y),



16 Nombres complexes
appelés nombres complexes. Manier ces nombres sous leur forme (z,y) est peu pratique.
C'est pourquoi la notation simplifiée suivante est presque toujours utilisée :

e Un nombre du type (z,0), ou & désigne un nombre réel, sera simplement noté " “z'' et sera
appelé nombre réel (un abus bien pratique).

e Le nombre (0, 1) sera noté **i'". On remarque qu'il vérifie i = —1.

e Un nombre du type (0,y), ou y désigne un nombre réel, sera simplement noté " “iy'' et sera
appelé nombre imaginaire pur.

e Plus généralement, un nombre complexe (x,y), ou x et y sont deux nombres réels, sera noté
x4y

Exercice : vérifier que i x i = —1 puis que x + i X y est bien le nombre (z,y).

Structurellement, 1'ensemble des nombres complexes est étroitement lié au plan affine :

(

LiP plan affine muni d'un repeére orthonormal (O, 1, j)} D

e L'affixe d'un point M de coordonnées (x,y) est le nombre complexe z = x + yi.
e L'affixe d'un vecteur 7 = zi + yj est le nombre complexe z = x + yi.
e L'image d'un nombre complexe z = = + iy est le point M(z) de coordonnées (z,y).

4 ' M(2)
2 2 !
yJ /ﬂX o |
et |
N 0 :
= |
’ S — "
Of 3 i

Remarque: Ne pas confondre le nombre complexe i avec le vecteur i

Géométriquement, l'addition de deux nombres complexes s = a+ib et z = c+id s'interpretre
par la regle du parallelogramme : en effet, les points O, M, P et @), d'affixes respectives 0, s,
z et s + z, forment un parallélogramme.

b+d
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2.3. Définition algébrique de C

En utilisant la notation x + iy, la définition de 1'ensemble C des nombres complexes et de
ses opérations + et x est légeérement plus simple et plus intuitive :

i )
L'ensemble C des nombres complexes est 1'ensemble des nombres de la forme z =
x + iy, ol = et y sont des nombres réels et ol 1> = —1, muni des opérations
2.1) (a+1ib) + (c+id):=(a+c)+i(b+d) Addition
' (a +ib) x (¢ +1id) := (ac — bd) + i(ad + be) Multiplication

Exercice : Calculer (1 — )2 ainsi que (1 + )%, en essayant de limiter les opérations.

Ces régles de calcul des nombres complexes sont assez semblables aux regles de calcul des
nombres réels (développement, factorisation par i) auxquelles on ajouterait la relation

(2.2) i2 = —1.

Ceci est du au fait que 1'ensemble C des nombres complexes et 1'ensemble R des nombres
réels sont régis par la méme structure algebrique : ce sont des corps commutatifs.

T
L'ensemble C des nombres complexes muni des opérations + et x définies par (2.1)

forme un corps commutatif, que 1'on note (C, +, x).

Avant de rappeler succintement les structures de corps et de corps commutatifs, prenons le
temps d'introduire quelques abbréviations mathématiques standards :
e Le symbole " €' signifie * “élément de", " “dans" ou " "appartient a'' ,
e Le symbole " V' se lit * "pour chaque' ou” "pour tout",
e Le symbole " " 3" se traduit par " il existe' ou par °on peut trouver'',
e Le signe de ponctuation " ":'' signifie tres souvent " “tel que' ou " pour lequel'.

En particulier, on peut traduire la phrase ~on peut trouver un nombre x dans R tel que
la quantité 22 + 3 soit égale & 4'' par la proposition mathématique

dxreR: 2 +3=4.
Réciproquement, il est possible de prendre une assertion symbolique et de la mettre sous
une forme plus intélligible, utilisant la langue francaise. En pratique, cela en facilite la

compréhension et c'est ce que nous vous engageons a faire pour la définition suivante :

Définition d'un Corps

Un ensemble E muni de deux opérations + et x forme un corps (E, +,---) si, et seulement
si, les onze propriétés suivantes sont satisfaites : i) L'ensemble E n'est pas vide :

da € E.
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ii) L'opération + est interne a E :
Y(a,b) € E?, a+best défini et a+becE

iii) L'opération + admet un élément neutre, noté 0, dans E :

0 e E: Va € F, O+a=a+0=a
iv) Chaque élément de 1'ensemble F admet un inverse pour la loi + :

Va € E, dbe E: a+b=0=b+a
v) L'opération + est associative dans E :

V(a,b,c) € E3, (a+b)+c=a+(b+¢)
vi) L'opération + est commutative dans E :

V(a,b) € E?, at+b=b+a
vii) L'opération x est distributive sur 1'opération + dans E :
Y(a,b,c) € E3, ax(b+c)=axb+axc et (b+c)xa=bxa+cXxa.
viii) L'opération x est interne a F :
Y(a,b) € E?, axbestdéfini et axbeFE
ix) L'opération x admet un élément neutre non nul dans E, noté 1 :
Jle E, différent de O : Va € E, ax1l=1xa=a.
x) Chaque élément non nul de E est inversible pour X :
Va € E, différent de 0, dbeFk: axb=bxa=1.

xi) L'opération X est associative dans F

V(a,b,c) € E?, (axb)xc=ax(bxc)

Un corps (E,+, X) est commutatif si, et seulement si,

xii) L'opération x est commutative dans E :

V(a,b) € E?, axb=bxa

J/

Ces douze propriétés constituent les regles de calculs a appliquer dans chaque corps com-
mutatif et en particulier dans R et C. Pour résumer sommairement, on peut retenir que

On calcule dans C comme dans R en utilisant la relation (2.2).

Exercice. En admettant que (R, +, x) est un corps commutatif, vérifier que (C. +. x) en est
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L'identité suivante est tres importante et sert en particulier a calculer la somme d'une suite
géometrique.

- (neNet (a,b) GCQ) ®)
n—1
a —b" = (a—0) Z a®b" 17k = (4 —b) Z avt.
k=0 kl=n—1
En particulier, 1'identité remarquable a®> — > = (a — b)(a + b) est une conséquence
immédiate de la relation précédente pour l'entier n = 2.
i )

Pour des entiers n > k > 0, on pose

()=

| J/

Le symbole (Z) se lit ““n et k' et le nombre qu'il représente se note parfois c* et satisfait
la propriété suivante :

’ ®

Pour 0 < k£ < n, le nombre (Z) est un entier. De plus, si 0 < k <n, on a

)+ (o) =Gr)

| J/

L'identité suivante est fondamentale. On 1'emploie par exemple pour linéariser des expres-
sions trigonométriques.

(nGNet (a,b) E(Cz) P
erir =2 (o= 52 (e
k=0 k4+L=n

(Binome de Newton)

Les identités remarquables (a + b)? = a? + 2ab + b2 et (a — b)? = a? — 2ab + b? sont des
conséquences immédiates du bindme de Newton pour l'entier n = 2.

2.3.1. Parties réelles et imaginaires

La définition du corps C implique que chaque nombre complexe z peut se mettre sous la
forme z = x + iy, ou = et y sont des nombres réels, et que cette écriture est unique, ce qui
nous permet de définir les parties réelles et imaginaires du nombre z.
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( D
La partie réelle Re (z) et la partie imaginaire Sm (z) du nombre z sont définis par

Re (z) ==z et Sm (2) :=y.

|

Remarque: malgré son nom, la partie imaginaire est un nombre réel.
Une égalité entre nombres complexes se traduit par un systeme de deux égalités entre nombres
réels.

, ®)

Deux nombres complexes s et z sont égaux si et seulement s'ils ont méme parties
réelles et méme parties imaginaires.

’ B

La partie réelle et la partie imaginaire sont des applications R-linéaires. Autrement
dit, elles vérifient

Re (As + pz) = ARe (s) + pRe (z),

V(s,z) € C%, V(A p) € R2
(s,2) (A ) {%m (As + pz) = ASm (s) + uSm (2).

| J/

Exercice : Prouver la propriété précédente.

2.3.2. Conjugué d'un nombre complexe

Le corps C est naturellement muni d'une application remarquable : la conjugaison z > Z.

( D
Le conjugé du nombre z est le nombre complexe Z défini par

Z =T —1y.

Géometriquement, la conjugaison est une symétrie par rapport a la droite réelle. Les points

M et P d'affixes respectives z et Z sont symétriques par rapport a l'axe (O, 1)
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M(z)
Y f-mmmmmmm e e e
J i
'\ e
O\7 Z T >
‘Z‘Z-\)\ > —yJ
. Y7
e
P(z)

Il est possible d'exprimer un nombre z et son conjugué Z en fonction des parties réelles et
imaginaires Re (z) et Im (2)

vz € C, z=%Re (2) +i1Qm (z) et Z=Re (z) —i Im (2)
et vice versa e B
Vz e C, Re (2)2222 et %m(z):Z%Z

La conjugaison et les parties réelles et imaginaires permettent de caractériser simplement les
nombres complexes qui sont des nombres réels et ceux qui sont imaginaires purs.

p

Un nombre complexe z est un nombre réel si, et seulement si, sa partie imagnaire est
nulle.
zestréel <= Z=2z <= z=RNe(z) <<= SQJm(z)=0

( P
Un nombre complexe z est imaginaire pur si, et seulement si, sa partie réelle est nulle.

z est imaginaire pur <= Z=-2 <= z=iQ9m(z) <= Re(z)=0.

On ne change pas un nombre complexe en le conjuguant successivement deux fois.

e Le nombre Z est le conjugué de z et le nombre z est le conjugué de z. Autrement dit, les
nombres z et Z sont conjugués.
Vz € C, z =z

Le conjugué d'une somme est la somme des conjugués ; le conjugué d'une différence est la
différence des conjugués et le conjugué d'un nombre multiplié par une constante réelle est le
produit de son conjugué par la constante réelle.

e La conjuguaison z — Z est une application R-linéaire. Autrement dit
V(s,z2) € C?, V(A p) € R?, As + pz = N5 + puz.
e Le conjugué d'un produit est le produit des conjugués.

V(s, z) € C?, $Xz=3XZ.
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e Le conjugué d'un quotient est le quotient des conjugués.

V(s,z) € C x C*, @z%

z

Une conséquence immédiate de ces propriétés est que le conjugué d'une puissance est la

puissance du conjugué :
Vz e C¥, Vn € Z, 2" =7zZ"

2.4. Module d'un nombre complexe

f ®)
Pour chaque nombre complexe z = x + 1y, avec x et y nombres réels, le module du
nombre z est le nombre réel positif |z| défini par

|2| :=V2Z = /22 + y2.

X
Y

Dans un plan affine muni d'un repeére orthonormé (O, i, 7), la distance de 1'origine O a
un point M d'affixe z = x + iy est le module |z| = \/22 4 y? de 1'affixe du point M.

|

. AM(Z”)
Y
o }
N\ yJ
?A ON‘ )
J )
P pl
o| 7

Le module et la conjugaison étant liés par la relation
Vz € C, |2|* = 2Z.

Une méthode classique pour mettre le quotient s/z sous sa forme algébrique est :
Pour mettre l'inverse 1/z d'un nombre complexe z = z + iy non nul sous la forme a + ib

On multiplie numérateur et dénominateur par le conjugué de z.
1 z z T — 1y x ) Y

VZE(C, _= — = —— = — — 1 .
P 7z |Z|2 £E2 _|_y2 (E2 _|_y2 m2+y2

Exercice : Mettre sous la forme algebrique x + 7y les nombres complexes suivants :

2 +1iv/3 NG CE)
V3 — 2i 240

Le module possede les propriétés suivantes
e L'application z — |z| est bien définie et & valeurs réelles positives :

Vz € C, |z| = 0.
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e L'application z — |z| est dite * " définie'"" :
vz € C, 2| =0 <= z=0.

Remarque: Ne pas confondre cette propriété ™~ définie'' avec la propriété standard * * défini=existe".

e Inégalités triangulaires :

(2.1) V(s,2) €C% Il Jal| < s+ 2| < sl + J2]

-,

Dans un plan affine muni d'un repeére orthonormé (O, {"’ J), la distance d'un point M d'affixe
z = x1 +1y1 a un point ) d'affixe a = x9 + iyy est

QM = /(z1 — 22)> + (y1 — 12)*> = |z — al.

p (a nombre complexe et r > 0 nombre réel) @
e Le disque ouvert de centre a et de rayon r est l'ensemble
D(a,r) :={2€C:|z—a| <r}.
e Le disque fermé de centre a et de rayon r est 1'ensemble
D(a,r):={2€C:|z—a| <r}
e Le cercle de centre a et de rayon r est 1'ensemble
Cla,r) :={2z€C:|z—a|l =71}
z
La relation (2.1) étant également satisfaite par le nombre 2’ = —z, elle est équivalente &
I'inégalité triangulaire
V(s,2) € C? ls| = |2]] < [s — 2 < |s] + |z],

qui s'interprete géométriquement de la facon suivante : le coté d'un triangle est plus petit
que la somme des deux autres cotés et plus grand que leur différence.
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Le module d'un produit est le produit des modules.
V(s,2) € C?, |s x z| = |s| x |z].
Un nombre complexe a méme module que son conjugué.
Vz € C, lz| = |Z|.

Le module d'un quotient est le quotient des modules.

V(s,z) € C x C*,

N | »

En particulier, le module d'une puissance est la puissance du module.
Vz e C¥, Vn € Z, |2 = |2|".
Les parties réelles et imaginaires d'un nombre sont majorées par son module :
vz € C, [Re (2)| < |z| et [Sm (2)| < [zl.
Le module d'un nombre réel est égal a sa valeur absolue.
Vo € R, x| = |z|
~— ~—
module  valeur absolue

2.5. Forme trigonométrique des nombres complexes

2.5.1. Groupe U des nombres complexes de module 1

Commencons par introduire une nouvelle structure algebrique : la structure de groupe.

Un ensemble F muni d'une opération ® est un groupe si, et seulement, si les cing
propriétés suivantes sont satisfaites :
i) L'ensemble E n'est pas vide :
da € E.

i) L'opération ® est interne a E :

Y(a,b) € E?, a®best défini et a®beFE
i) L'opération ® admet un élément neutre, noté e, dans E :
Jdee E: Va € E, eRa=aRQe=a
v) Chaque élément de 1'ensemble E admet un inverse pour la loi ® :
Va € E, dbe E: a®b=e=bRa
v) L'opération ® est associative dans F :

Y(a,b,c) € E3, (a®b)®c=a® (b®c)

©
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Un groupe (E, ®) est commutatif (ou abélien) si, et seulement si,
{i) L'opération ® est commutative dans E :

Y(a,b) € E?, a®b=>b®a

| J/

Cette nouvelle structure permet de mémoriser plus facilement les propriétés de C. Ainsi,
au paragraphe p.2.3, les propriétés i) a vi) signifient que (C,+) est un groupe abélien et
les propriétés viii) a xii) signifient que (C*, x) est un groupe commutatif. Il reste alors
a mémoriser la propriété viii) affirmant que 1'opération x est distributive sur la loi +.

Propriété. L'ensemble U := {z € C: |z| = 1} des nombres complexes de module 1 forme un
groupe abélien pour la multiplication x.

L'ensemble U forme un cercle de centre 0 et de rayon 1, appelé cercle unité et parfois appelé
cercle trigonométrique pour des raisons, qui seront détaillées plus loin.

Soit (E, ®) un groupe. Pour montrer qu'un sous-ensemble F' de 1'ensemble F
est un groupe pour la loi @, c'est-a-dire que (F, ®) est un sous-groupe de (E,®),
il suffit de prouver que :
e F' est non vide
e F est inclus dans F
oV(r,y) e F2z®@y € F (ot y ! désigne l'inverse de y pour la loi ® de E)

Exercice. Prouver que (Z,+) et que (R*, x) sont des groupes (abéliens).

2.5.2. Argument d'un nombre complexe non nul

( D
L'argument d'un nombre complexe z de module 1 est la longueur ¥ en radian de l'arp
du cercle trigonométrique allant de 1 a z dans le sens direct. Cette longueur, qui est
unique modulo 27, est notée
arg(z) =9 [27].

| J/

Pour chaque nombre complexe z non nul, le nombre z/|z| est bien défini et appartient au
cercle unité U. En effet, il est de module 1 car

G S

2|

’ D

L'argument d'un nombre complexe z non nul est l'argument de z/|z|. Notant O, P,
M les points du plan complexe d'affixe respective 0, 1 et z, c'est la mesure ¢ de 'angle
orienté (OP,OM) en radian, qui est unique modulo 27, notée

arg(z) =9 [27].
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’ ®

Deux nombres complexes non nuls sont égaux si, et seulement s'ils ont méme module
et méme argument.

|s] = |z]
Y(s,z) € (C*)?, S=1z <
(5,2) € () { arg(s) = arg(z) [27]
- (2 et s nombres complexes non nuls} P

arg(z x s) = arg(z) + arg(s) [27] et arg (g) = arg(z) — arg(s) [2m].

La propriété suivante est une conséquence immédiate des relations précédente.

(z nombre complexe non nul) P

arg(z) = —arg(z) [27] et arg (%) = —arg(z) [27]

2.5.3. Cosinus et sinus

Parce qu'il permet de définir les fonctions trigonométriques cosinus et sinus, le cercle de
centre 0 et de rayon 1 est parfois appelé cercle trigonométrique.

Pour chaque nombre réel 9, les parties réelles et imaginaires de 1'unique nombre
complexe z de module 1 et d'argument 1) sont notées cos(?) et sin(dJ).

Les fonctions cosinus z — cos(x) et sinus x — sin(z) sont 2w-périodiques
Ve € R, cos(z+2m) =cos(x) et sin(z+ 27) = sin(z)

et bornées
Vx € R, —1<cos(z) <1 et —1<sin(z) < 1.

De plus, en pivotant le cercle trigonométrique d'un quart de tour, on peut exprimer le cosinus
en fonction du sinus et vice versa,

7r , _ T
(2.1) Ve e R, cos (ac + 5) = —sin(z) et sin (m + 5) = cos(x),

comme on peut le voir sur le graphe y = cos(x) et y = sin(x) suivants :
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Y

Figure 1. Graphes y = cos(z) et y = sin(z).
Les fonctions cosinus et sinus sont continues et indéfiniment dérivables sur R et on a

(2.2) Vo € R, cos'(x)= —sin(z) et sin’(z) = cos(z).

11 résulte de (2.2) et (2.1) que l'on peut dériver n fois ces fonctions de la facon suivante :

(n) () — m ) ™
VneN, VreR, cos'™(z) cos<x+n2> et sin'™(x) sm<x—l—n2>.

Exercice. Prouver 1'identité précédente.

2.5.4. FExponentielle d'un nombre complexe

La fonction exponentielle est initialement définie sur 1'ensemble R, en tant que bijection
réciproque du logarithme népérien In : = — ff % On la prolonge dans un premier
temps a l'ensemble des nombres imaginaires purs pour la prolonger, dans un second temps,

a l'ensemble des nombres complexes.

, ®

Pour chaque ¥ € R, I'exponentielle du nombre imaginaire pur ¢ est

e .= cos ¥ + isin 9.

L'exponentielle transforme un nombre imaginaire pur en nombre complexe de U :
WeR, | =1.

De plus, la fonction 9 — e est un morphisme du groupe (R, +) dans le groupe (U, x).
Autrement dit, 1'exponentielle satisfait

Y(¥9,¢) € R?, e IF¢) — o i,

| J/

Chaque nombre complexe peut se mettre sous la forme trigonométrique (la forme trigonométrique
du nombre complexe 0 n'étant pas unique) :

’ ®)

Pour chaque nombre complexe z # 0, il existe un unique nombre r > 0 et un nombre
réel 9, unique modulo 27, tels que

(2.3) z=re',

Cette expression est la forme trigonométrique de z et 'on a r = |z| et argz = ¢ [27].

| J/
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( D
L'exponentielle d'un nombre complexe z = = + iy, avec x et y réels, est
e” = e” x e,
En particulier, on a
Vz € C, *| = e%e (2) et arg(e®) =Qm (z) [27].

La fonction exponentielle est un morphisme du groupe (C,+) dans le groupe (C*,x).
Autrement dit, 1'exponentielle satisfait la propriété fondamentale suivante :

(2.4) V(s,2) € C?, eST? = e x e”.

L'exponentielle d'un nombre complexe z n'est jamais nulle et son inverse est e™~.
Vz € C, e #0 et — =e %
A fortiori, la puissance positive ou non d'une exponentielle se calcule trés simplement :
Vz € C, Vn € Z, (e*)" = e,

Enfin, on résoud facilement les équations du type e* = a pour a # 0 a l'aide de (2.4) et de
la propriété suivante.

e =1 < TJkecZ:z=2mk <+ 2z €2mil.

f ®)
Pour z € C, la fonction x +— e** est indéfiniment dérivable sur R et on a
d zZx zZx
Ve e R, —e** = ze*”.
dzx

En particulier, on a (e”)’ = e pour chaque nombre réel x.

\. J

2.6. Trigonométrie

2.6.1. Tangente

Les solutions de 1'équation trigonométrique cos(x) = 0 se caractérisent trés simplement.
Ainsi, pour chaque nombre réel z, on a

cosr =0 < zx =

[7]-

bo| 3
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La fonction tangente x — tan(x) est alors définie comme le quotient de la fonction sinus par
la fonction cosinus pour les nombres réels n'annulant pas le dénumérateur du quotient.

™ sin(z)
v — t = .
v# 5 [, an(z) cos(z)
La fonction tangente est m-périodique, autrement dit
T
Vo # 5 [7], tan(z + 7) = tan(x),
et impaire, autrement dit
T
Vo # 5 [7], tan(—z) = — tan(z),

comme on peut le voir sur le graphe suiyant :

/
/o

\\
™~

/ / /
,/ [ ./

igure 2. Graphe y = tan(x).

La fonction tangente est indéfiniment dérivable sur son ensemble de définition et

1
cos(x)?’

Vo £ g [71'], tan'(m) =14+ tan(x)2 _

2.6.2. Cotangente

Les solutions de 1'équation trigonométrique sin(x) = 0 se caractérisent trés simplement.
Ainsi, pour chaque nombre réel z, on a

sine =0 <= =0 [n].

La fonction cotangente x — cotan(x) est alors définie comme le quotient de la fonction cosinus
par la fonction sinus pour les nombres réels n'annulant pas le dénumérateur.

cos(x
Ve#0 [, cotan(z) := sin((ac))'
La fonction cotangente est m-périodique, autrement dit
Ve £0 [n], cot(x 4+ m) = cot(x)
et impaire, autrement dit
Ve #0 [n], cot(—z) = — cot(x),

comme on peut le voir sur le graphe suivant :
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Y

RN
I

Figure 3. Graphe y = cat(z).

Les fonctions tangentes et cotangentes sont inverses l'une de 1'autre :

Vr #0 [g], cot(x) =

La fonction cotangente est indéfiniment dérivable sur son ensemble de définition et

1
/ — _1 _ 2 - _
Ve #0 |[r], cot'(z) cot(z) Sin(a)?
2.6.3. Propriétes des fonctions trigonométriques
Anti-période 7
Va € R, cos(z + m) = — cos(x) et sin(x 4+ m) = —sin(x).

Symétrie centrale du cercle trigonométrique par rapport a l'origine du repere.

Angles supplémentaires

Vz € R, cos(m — x) = — cos(x) et sin(m — z) = sin(x).

Symétrie du cercle trigonométrique par rapport a l'axe des ordonnées.

Angles complémentaires

Vz € R, cos <g - x) = sin(z) et sin <g - x) = cos(x).

Symétrie du cercle trigonométrique par rapport a la premiere bissectrice du repere...

Relations d'Euler

oi? 4 o—i? . ‘ oi? _ o—i?
— et sind=Qm () = .

2 29
Ces relations fondamentales permettent de transformer un probleme trigonométrique réel en
probléme trigonométrique complexe et réciproquement.

v e R, cost) = RNe (V) =
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Formules d'addition

Soient a et b des nombres réels. Alors, on a

cos(a + b) = cosacosb — sinasinb, cos(a — b) = cosacosb + sinasinb,

sin(a + b) = sina cosb + cos asin b, sin(a — b) = sina cosb — cos asin b,
t tanb t —tanb

tan(a 4+ b) = ana -+ tan et tan(a — b) = ang — tan

1 —tanatanb 1+tanatanb’

si les tangentes sont définies...

Duplication de l'angle

Pour chaque x € R, on a

9 2tanx

2y —sin®z, sin(2z) = 2sinzcosz et tan(2z) =

cos(2x) = cos _
( ) 1 —tan2zx

Ces formules permettent de déduire la valeur du cosinus, du sinus ou de la tangente d'un
angle doublé de la valeur de ces fonctions pour l'angle.

Formule de Moivre

Vi e R, Vn € Z, cos(nd) + isin(nd) = (cosv + isinv)".

La formule précédente est a utiliser en conjonction avec le binome de Newton.
Exercice. Développer cos(64).

Relation entre cosinus et sinus

(2.1) Vz € R, cos?z +sinz = 1.

Géométriquement, cette relation signifie que le point d'affixe cos z+i sin x appartient au cercle
de centre 0 et de rayon 1

Linéarisation d'un produit

Pour chaque couple (a,b) de nombres réels, on a

Sinasinh — cos(a — b) ; cos(a + b) 7 S cosh — sin(a + b) —;— sin(a — b)
(2.2)
cos(a + b) + cos(a — b)

2

et cosacosb =

Ces formules permettent de transformer un produit de fonctions trigonométriques en sommes
de cosinus ou de sinus. C'est tres utile pour les intégrer, par exemple.
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Factorisation d'une somme

Soient p et ¢ des nombres réels. Alors, on a

_ pP+q p—q _ . (Ptq) . (P—q
cosp + cosq = 2cos 5 cos — ) cosp — cosq = —2sin 5 sin 5 )

. . 4. (DPTq b—q . . p+aq\ . (P—4q
sinp + sing = 2sin 5 cos — ) sinp — sing = 2 cos 5 sin — )

Ces formules permettent de factoriser des expressions trigonométriques. C'est tres utile pour
résoudre des équations trigonométriques.

Tangente de 'angle moitié

x
Soit  #Z 7 [27] un nombre réel et soit ¢ := tan —. Alors, on a

1—¢t? , 2t
et sinx = .
1+¢2 1+¢2

Si le nombre z satisfait de plus = # g [7], on a

tanx = .
1—1¢2

Ces formules, qui permettent d'exprimer le cosinus, le sinus et la tangente d'un angle en
fonction de la tangente de 1'angle moitié, servent essentiellement a effectuer des changements

de variables dans les intégrales.

2.6.4. Applications classiques

FEquation trigonométrique f(z) = f(a)

Pour a € R, on a

cos(x) = cos(a) < x=a [27] ou == —a [27]

sin(z) =sin(a) <= x=a [27] ou x =7 —a [27]
_ 7r
Si de plus a # 5 (7], on a

tan(z) = tan(a) <= = =a [7].

FEquation trigonométrique a cos(xz) + bsin(z) = ¢

Soient a et b des nombres réels tels que (a,b) # (0,0).

Technique a retenir

acos(zx) + bsin(x) = v a? + b2 (

T

= rcos(x — ).

a b .
\/012:—}_[)2 COS(IB) + \/a?:—’_bQ Sln(x))
S——— ——

cos() sin(¥)
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Pour résoudre 1'équation trigonométrique
(2.3) acos(x) + bsin(x) = ¢,

c
on la transforme pour la mettre sous la forme cos(d) cos(z) 4 sin(?) sin(x) = —, c'est-a-dire
r

sous une forme étudiée au paragraphe précédent :
c
cos(x —19) = —.
(o) =<
Pour cela, on divise (2.3) par le nombre strictement positif r := v/a? + b2 pour obtenir que

: b sin(x) = ‘

——C08(Z) + —V—— .
Vo e Wt T ;

(2.3) <=

Puis, on remarque alors que le point de coordonnées ( 7 ) appartient au cercle

a b
a2+b2 7 /a2 +b2
trigonométrique et donc qu'il existe un nombre réel 19, unique modulo 2, tel que

cos(9) = \/a%ﬁ’
(2.4) b
sin(9) =

On en déduit alors que
(2.3) <= cos(¥) cos(z) + sin() sin(x) = ¢
r

puis que

Deux cas peuvent se produire :

e Si |c| < r, il existe un nombre réel 7 tel que

cos(T) = .
et les solutions réelles de 1'équation (2.3) sont les nombres x vérifiant
r=9+71 [2r] ou z=9-—71 [27].

e Si |¢| > r, I'équation (2.3) n'admet aucune solution réelle.

Linéarisation

Linéariser une expression trigonométrique, c'est 1'écrire comme une somme de constantes, de
cosinus et de sinus. Ainsi, une linéarisation des expressions cos?(z) et sin®(z) est

14 cos(2x)
B 2

1 —sin(2x)

Vo € R, cos?(z) et sin?(z) = 5
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Pour linéariser une fonction trigonométrique, on utilise les formules (2.2) ainsi que les relations

d'Euler conjointement au binéme de Newton. Ainsi, pour linéariser les expressions cos™(z) et
sin" (z) pour des entiers n > 3, on écrit

ny s (e e\ 1 N i(n—2k)
o8 (:'3)_( 2 ) = 2 (k:)e :

sin™(z) = (#)n — (21)71 Z (Z) (—1)kein—2k),

puis on transforme les exponentielles complexes en cosinus et en sinus via les relations d'Euler
en remarquant que

Vx € R, e 4 o7 =2cos(x) et e —e " = 2sin(x).
4 2 3
Exercice. Pour 2 € R, montrer que cos*(z) = cosé z) + COS; z) + 3

Développement d'une expression trigonométrique

Développer une expression trigonométrique, c'est écrire une expression trigonométrique en
fonction de cos(z) et de sin(z). En quelque sorte, c'est 1'inverse de la linéarisation. somme de
constantes, de cosinus et de sinus. Ainsi, les formules suivantes forment un * *développement"'
des quantités cos(2zx) et sin(2x).

Vx € R, cos(2z) = cos®(z) — sin®(x) = 2cos?(xz) — 1 et sin(2x) = 2sin(z) cos(z).
Pour développer une fonction trigonométrique, on utilise les formules d'addition ainsi que

la formule de Moivre conjointement au binéme de Newton. Ainsi, pour développer les
expressions cos(nx) et sin(nx) pour des entiers n > 3, on écrit

cos(nx) + isin(nz) = (cosz + isinx)"” = Z
0<k<n

( Z) cos® (z)i"* sin" "k (x),

en simplifiant éventuellement les termes de puissance paire via la relation (2.1).
Exercice. Pour chaque nombre réel x, démontrer que

cos(3z) = 4 cos®(z) — 3 cos(z) et sin(3x) = 3sin(z) — 4sin®(x).
Si tan(x) et tan(3z) sont définies, prouver de plus que

3tan(z) — tan3(x)
1 — 3tan?(x)

tan(3z) =

2.7. Equations polynéomiales du second degré
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2.7.1. Racines carrées

D
Un nombre complexe z est une racine carrée d'un nombre complexe a si, et seule-
ment si,
22 = a.
]
Le nombre complexe 0 1'unique racine carrée de 0.

Les racines carrées d'un nombre complexe a non nul, de module r et d'argument 1, sont
(2.1) 2= —/r €2 et 2y = /r e/2
En particulier, chaque nombre complexe non nul admet exactement deux racines carrées.

Remarque: 1'identité (2.1) donne les formes trigonométriques des racines carrées de a # 0. On
peut également chercher les racines carrées z = = + 7y du nombre complexe a = u + v non
nul en résolvant le systéeme
2 2
xC =y =u
P =q = Y
2ey = v

Avant de se lancer dans la résolution du syteme, il est bon de savoir qu'il admet toujours
deux solutions mais que ses solutions n'admettent pas forcément une expression simple.
En effet, le systeme précédent étant équivalent au systeme

m2—y2:u,

2xy = v,
2 + % = Vu? 4 02,

ses deux solutions sont

j:\/u+\/uQ—f—vQ—kisgn(v) Vu? + 02 —u
z= :
V2

2.7.2. Equations polynomiales du second degré

Une équation polynomiale du second degré est une équation du type
(2.2) az® +bz+c =0,
pour des nombres a € C* et (b,c) € C?. Le discriminant d'une telle équation est

A:=1b% — 4dac.
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(cas réel).
e Si A <0, alors I'équation (2.2) admet deux racines simples non-réelles

 briVA b i/ A

t :
2a ¢ &z 2a

AR

e Si A =0, alors 1'équation (2.2) admet une racine z = ;—, double et réelle.
a

e Si A >0, alors 1'équation (2.2) admet deux racines réelles simples

b+ VA ot _—b—VA

zZ9 =

A 2a 2a

) (aeC et (a,b) € C?) @
—b
e Si A =0, alors I'équation (2.2) admet une unique racine z = 5 qui est double.
a
e Si A # 0, alors 1'équation (2.2) admet deux racines simples
—b+w —b—w
zZ1 = et 29 1= ,
2a 2a
ou le symbole w désigne une racine carrée du discriminant A, c'est-a-dire
w? = A.
[0 € R* et (a,b) € R?)
( ( ’ J D

En pratique on résoud les équations polynomiales du second degré en les factorisant.

Méthode conseillée.

1) Factoriser le nombre a.
2) Mettre sous la forme canonique en faisant apparaitre un carré

, b ¢ b\? ¢ b2
(22) <= a2+ -2+-)=0 <<= a||(z+—) +-—— | =0.
a a 2a a 4a?
———
‘ _A
3) Déterminer une racine carrée de A. carre 4a”

4) Utiliser 1'identité remarquable A2 — B2 = (A — B)(A + B) pour factoriser
(2.2) <= a(z—2z1)(z — 22) =0.

5) Conclure en utilisant que, dans C, un produit de facteur est nul si,
et seulement si, l'un au moins des facteurs est nul.
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|

®)
Soient S et P deux nombres complexes. Alors,
. 12 . 2 21+ 22 = S,
z1 et zo sont solutions de 1'équation z* — Sz + P =0 <
Z1 R = P.
(Lien coefficients-racines } g
2.7.3. Racines ni® de ['unité
) ®)
Soit n > 2 un entier. Une racine n'™° d'un nombre complexe a est un nombre
complexe z vérifiant
Z" = a.
On appelle racines ni™ de 1'unité les racines ni™* du nombre 1.
) ®
Pour n > 2, les racines n'°™¢ d'un nombre complexe a non nul, de module r et
d'argument 9, sont les n nombres distincts
Ur Qi+ 25 pour ke {0,---,n—1}.
En particulier, les racines n'®™° de 1'unité sont les n nombres
2mik
e n pour ke {0,---,n—1}.
_ D
On note j et j les nombres complexes définis par
. a2 —14+4V3 -, —2mi —1—1iy/3
j=e3 = —v—— et Ji=7"=e3 = —-,
2 2
Les nombres 1, j et j sont les racines 31™¢ de 1'unité et sont solutions de 1'équation
2 —
zZ24+2z+1=0.
P

La somme des racines n'“™¢ de l'unité est égale a 0.
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2.8. Nombres complexes et géométrie plane

La structure du plan euclidien est étroitement liée a celle du plan complexe. Ainsi, les
nombres complexes permettent de caractériser simplement certaines notions géométriques, ce
qui permet de traiter par le calcul des problémes a priori géométriques.

2.8.1. Liens géométriques

Rappels

Soit P un plan affine muni d'un repére orthonormé direct (O, i j)

L'affixe d'un point M de coordonnées (z,y) est le nombre complexe x + iy.

L'affixe d'un vecteur zi + yj est le nombre complexe x + 7y.

Inversement, l'image d'un nombre complexe z + iy est le point M de coordonnées (z,y).
Soient M un point d'affixe z et P un point d'affixe a.

Alors, le module |z]| est la distance OM et le module |z — af E@E distance M P.

De plus, si z # 0, l'argument arg z est la mesure de I'angle (7, OM).

Mesure d'angle

Soient A, B, C et D des points vérifiant A # B et C' # D, d'affixes respectives a, b, ¢, d.
Alors, la mesure de 1'angle (A%, C’b) est 'argument

(AB,CD) = arg <d—c>.

b—a
Alignement

a—cC

R.
a—be

Les points distincts A, B et C' sont alignés <—

Soient deux points distincts A et B d'affixe respective a et b. Alors, la droite (AB) est
I'ensemble des points M d'affixe

z=a+Ab—a) (A eR).

La droite passant par le point A d'affixe a admettant le vecteur directeur @ # 0 d'affixe u est
I'ensemble des points M d'affixe

z=a+ \u (A € R).

Produit scalaire

Soit P un plan affine euclidien muni d'un repére orthonormé (O, ;, j) et soient @ et ¥ deux
vecteurs de P d'affixe u = x1 + y1 et v = x5 + yo. Alors, le produit scalaire u.v' du vecteur u
par le vecteur ¥ est

U0 = x129 + y1y2 = RNe (uv).



Nombres complexes 39

Orthogonalité
D
On dit que deux vecteurs @ et v d'un plan affine muni d'un produit scalaire sont
orthogonaux et l'on note w1 si, et seulement si, u.v = 0.
Soient A, B, C, D des points d'affixe respective a, b, c et d tels que A # B. Alors,
- - d—c .
les vecteurs AB et C'D sont orthogonaux <= b € 1R.
a/ —
Barycentres.
i - D
Soit P un plan affine euclidien muni d'un repére orthonormé (O, i, 7).
Soit n > 1 un entier, soient My, ---, M, des points du plan d'affixe respective z1,---, 2z,
et soient a, - - -, o, des nombres réels vérifiant oy + - -+ + a,, # 0. Alors, le barycentre
du systeme de points pondérés {(Ml, ay), -y (M, an)} est 1'unique point G vérifiant
ozlGMl + -4 anGMn = Z oszMk =0.
1<k<n
f ®)

Le barycentre G du systeme {(Mi, a1),- -+, (My,ay)} vérifie

06 — ZZ:l O‘kOMk - OélOM1 4+ .-+ anOMn
Zﬁzlak ay+---+ay

et son affixe est
n
_ Zk:l ey 121 + ot apzn

= - =
Zkz:lak o1+ oy

z

|

Ezemple. le milieu du segment d'extrémités A(a) et B(b) est le point M d'affixe
a+b

2

2.8.2. Transformations élémentaires

Translation de vecteur @

Soit P un plan affine muni d'un repere orthonormé (O,;,;) La translation de vecteur a,
d'affixe a, est 1'application Tz qui a chaque point M associe 1'unique point P vérifiant

MP = a.

Elle correspond a la transformation du plan complexe

T,:z+— z+a.
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Homothétie de rapport A\ et de centre O

Soit P un plan affine muni d'un repére orthonormé (O, i, j) L'homothétie de centre A, d'affixe
a, et de rapport A € R* est I'application h4 )\ qui a chaque point M du plan associe l'unique
point P vérifiant
AP = \AM.
Elle correspond a la transformation du plan complexe
hax:z—a+ Az —a).
L'homothétie hy de centre O et de rapport A correspond a la transformation

hy:z+— Az

Rotation d'angle 9 et de centre O

Soit P un plan affine muni d'un repére orthonormé (O,Z,;) La rotation 74 ¢ de centre A,
d'affixe a, et d'angle 9 est 1'application qui a chaque point M associe le point P vérifiant

—
ry

AP=AM et (AP,AM)=9 [27].
Elle correspond a la transformation du plan complexe
Tz ate’(z—a).
La rotation ry de centre O et d'angle ¥ correspond a la transformation
ro 2 ez,

Reflexion d'aze (0.17)

Soient P un plan affine muni d'un repére orthonoirmé (O, i, ;) et A une droite. La reflexion
d'axe A, autrement dit la symétrie orthogonale d'axe A, est 1'application sa qui & chaque
point M associe 1'unique point P tel que A soit la médiatrice de [M, P].
La reflexion d'axe (Ox) correspond a la transformation

Sow) - 2 Z.
La reflexion d'axe (Oy) correspond a la transformation

Soy) - Z > —Z.

Trouver l'expression d'une reflexion quelconque d'axe A passant par un point A et
admettant un vecteur directeur .
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Similitude (directe)

-,

Soit P un plan affine muni d'un repére orthonoirmé (0,7, 7). La similitude (directe) de centre
A(a), de rapport A > 0 et d'angle ¥ est la composée commutative de la rotation 74 9, de
centre a et d'angle 1, avec 1'homothétier h4 x, de centre A et de rapport . Elle correspond
a la transformation

2z a+1e” (2 — a).

Remarque. Soient (a,b) € C2. Si a ¢ {0,1}, la transformation du plan complexe

z+—az+b

b

_a‘

est une similitude (directe) de rapport |a|, d'angle arga et de centre C, d'affixe ¢ =

Une similitude de rapport A conserve les angles et multiplie les distances par A. De plus, Une
similitude est directe si elle conserve l'orientation des angles.

Inversion

- -

Soit P un plan affine muni d'un repére orthonoirmé (O, 1, j). L'inversion de centre A, d'affixe
a, est 'application qui correspond a la transformation

1

zZ—a

Invyg @ z+—

Linversion de centre O est l'application correspondant a la transformation

Inv:z—

N | =

Remarque. L'inversion de centre A laisse (globalement) invariantes les * " droites passant par
A'" et transforme :

e une droite ne passant pas par A en cercle passant par A.

e un cercle passant par A en droite ne passant par A.

e un cercle ne passant pas par A en cercle ne passant pas par A.

3. Géométrie élémentaire du plan
Dans ce chapitre, le symbole P désigne un plan affine euclidien, c'est-a-dire un plan affine

muni d'un produit scalaire (i, ¥) — 4.7.

3.1. Plan affine

Vecteurs

Pour chaque couple (M, N) de points du plan affine P, le vecteur MN est uniquement défini
par .
N =M+ MN.
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Colinéarité

Dans un plan affine P, deux vecteurs u et ¢ sont dits colinéaires s'il existe un nombre réel \
tel que
U= A0 ou U= \u.

, ®)

Deux vecteurs © et ¥ du plan P sont colinéaires si, et seulement s'il existe un couple
(A, 1) # (0,0) de nombres réels tels que

—

A+ pv = 0.

Une telle égalité est appelée une relation de dépendance linéaire.

| J/

Repéres, Bases

Dans un plan afﬁne fP un repere est constituée par la donnée d'un point O et de deux vecteurs
non-colinéaires 7 et j (ou par la donnée de trois points O, A, B non-alignés).

Siiet j sont non-colinéaires, on dit que les vecteurs {i, j } forment une base de P.
Pour chaque vecteur , il existe alors un unique couple (A, 1) de nombres réels tels que

=\ + pj.

Soit P un plan affine muni d'une base {,;}. Alors,

@ = ai+bj et U= ci + dj sont colinéaires < ad — be = 0.

\.

Coordonnées cartésiennes

-

Soit P un plan affine muni d'un repére (O, 1, j H) Pour chaque point M € P, il existe un unique
couple (z,y) de nombres réels tels que

OM = zi +yj.

- =

Le couple (z,y) constitue les coordonnées du point M dans le repeére (O, 1, j). Les nombres x
et y sont respectivement appelés abscisse et ordonnée du point M.

Changement de repére

-

Soit P un plan affine muni de deux repeéres (O,i,7) et (§2,4, 7). Alors, il existe un unique
4 — uplet de nombres réels a, b, ¢, d tels que

i = ai+bj,
(3.1) { o

U=ci+dj

et ce 4—uplet vérifie nécéssairement ad — be # 0 (sinon 4 et ¥ seraient colinéaires).
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Pour exprimer les vecteurs 7 et j en fonction de @ et v, il suffit de résoudre ce systéme
d'inconnues 7 et j et on trouve alors que

- du—bv

1= —

(3.2) ad — be
- —Cu + av

J= ad — bc

Soit M un point du plan P et soient (z,y) et (X,Y) ses coordonnées respectives dans les
reperes (O,1,7) et (£2,1,7"). Alors, en écrivant

Ti+yj=0M =00+ QM =02+ Xa+Y7T

on exprime x et y en fonction de X et Y en remplacant « et U par les expressions du systeme
(3.1) et en identitfiant les coefficients de i et de j.

Réciproquement, on peut exprimer X et Y en fonction de x et y en remplacant i et fpar les
expressions du systeéme (3.2) et en identitfiant les coefficients de @ et .

3.2. Plan affine euclidien

Produit scalaire

Un plan affine P est euclidien si et seulement s'il est muni d'un produit scalaire @.7, qui peut
également étre noté (u, ¥) ou (u|v) ou (ul|v).

—

Un produit scalaire est une application (i, ¥) — (u|0) a valeurs réelles vérifiant

(symétrie) Vil et vvecteurs de P, (u)v) = (v]u
(définie) Vi vecteur de P, (i) =0«=d=0
(positivité) Vi vecteur de P, (@) =0

qui est bilinéaire, c'est a dire linéaire a gauche
Vi, U et @ vecteurs de P,V(\, ) € R?, (AT + pvi|@) = \Ni|w) + p(T]w)

et linéaire a droite

—\

Vi, ¥ et @ vecteurs de P, V(A ) € R?,  (W|\T + pd) = MNw|@) + p(w|v)
Remarque 1 : Une application (@, ) — 4.0 symétrique et linéaire & gauche (ou a droite) est
forcément bilinéaire.

Remarque 2 : Une application bilinéaire (i, ¥) — (@|¥) se comporte comme un produit pour
le développement : . . . . o
(@ -+ blc+ d) = (d|e) + (ald) + (b|c) + (b|d).

Exemples fondamentaux de produits scalaires. Dans R? : 'application qui associe aux
vecteurs (z1,y1) et (z2,72) de R? le nombre

<(m1’y1)‘<x2’y2)> - < (m‘ <x2> > 1::1961932 +y1y2>

Y2

Dans C : I'application qui associe aux nombres complexes z1 = x1 + i1y et 2o = To + 1Yo le

nombre
I N e O (= N o
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Orthogonalité

Deux vecteurs « et ¥ d'un plan affine euclidien P sont orthogonaux si, et seulement si
u.v =0

Dans ce cas, on note 4 L .

Norme d'un vecteur

La norme d'un vecteur @ du plan affine euclidien P est le nombre réel positif
| @ := vu.u.

Distance entre deux points

La distance AB séparant deux points A et B du plan est le nombre réel positif
AB =d(A,B) :=| AB|.

Théoréme de Pythagore

Soit P un plan affine euclidien et ABC un triangle. alors,
ABC est rectangle en A <= BC? = AB? + AC?

Lien du produit scalaire avec distance et angle

Pour chaque vecteur u et chaque vecteur v du plan P, on a

ai=|a|.| 7] .cos (qﬁ) sid#0ect 70
et . .
v =0 situ=0o0uv=0
Reperes orthonormés
Un repére (O, 14,) est orthonormé si, et seulement si, || 7 ||=|| j =1 et i L .
Deux vecteurs @ et ¥ forment une base orthonormée < || 4 ||=|| ¥ ||=1 et @ L 4.

-,

Soit (O, 0] ) un repere orthonormé du plan euclidien P. Alors, nous avons

VM e?P,  OM= (OM[) i+ (OM|j) j.
—— ——
abscisse z ordonnée y

Autrement dit, en faisant le produit scalaire de OM avec Z(respectivement j), on
trouve la composante du vecteur OM selon l'axe (O, 1) (respectivement selon l'axe

®




Géométrie élémentaire du plan 45

Lien entre produit scalaire et repére orthonormé

i % ®)
Soit P un plan affine euclidien, muni d'un produit scalaire (.,.), et soit (7, j) une base
orthonormée. Alors, on a

(3.1) V(z1,y1,22,y2) € R47 <331Z?+ ylj|$2;+ y2;> = x122 + Y1Y2.

| J/

Remarquel : Le donnée d'un produit scalaire détermine quelles sont les bases orthonormés.
Réciproquement, la donnée d'une base orthonormée détermine uniquement le produit scalaire.

Remarque2 : Etant donnée un produit scalaire quelconque, il suffit de fixer une base
orthonormée {i,j} pour se ramener au cas * " canonique' ou le produit scalaire est défini

par l'expression (3.1).

Identification a R? et ¢ C

La donnée d'un repére orthonormé (O, ;, j) permet d'identifier un plan affine euclidien soit a
R? par l'isométrie affine (bijection conservant les distances/le produit scalaire)

R? — P
x+iy~—>M:O+a:;+yf (i.e. OszZerf)

soit & C par l'isométrie affine (bijection conservant les distances/le produit scalaire)

C—?
x+iy'—>M:O+$;+yf (i.e. 07\/[:x;+yf)

Dérivation du produit scalaire

Soit I un intervalle, soient f : I — R% et g : I — R? deux applications dérivables (resp.
de classe C!) sur I et soit (.|.) un produit scalaire du plan affine euclidien P = R2. Alors,
l'application h : z + (f(z)|g(x)) est dérivable (resp. de classe C!) sur I et on a

d

veel,  W(x) = (f@)lg@)) = (f(@)lg(x)) + {f()lg'(2))-

Pour simplifier, on a la **méme" formule (f|g)" = (f’|g) + (f|g’) que pour le produit.

3.3. Déterminant et orientation des plans affines

Determinant

Soit B = {;, ;} une base du plan affine P. Alors, pour chaque couple de vecteur (i, %), il
existe un unique 4-uplet de nombres réels tels que

et le déterminant dans la base B du couple (i, ¥) est le nombre réel défini par

(3.1) déts (@, 7) = déts(ai + bj, ci + dj) := ad — be.
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Colinéarité et alignement

Soit B = {Z, j} une base du plan affine P. Alors,

Les vecteurs u et U sont colinéaires <= détg(u, V) =

Les points A, B et C sont alignés <= détB(gB, [fC’) =0

Orientation

||_'

@ || est de norme 1 et il existe 2

Remarque pour chaque vecteur 4 # 0, le vecteur U= u/
ce ( 1 et V2 V)

vecteurs V tels que {U V} forme une base orthonormé

Un plan affine n'est pas naturellement orienté. Pour 1'orienter, on fixe une base (respective-
ment un repére) et l'on convient que cette base particuliere (resp. ce repere) est directe.
L'orientation (directe ou non) des autres bases (resp. repéres) découle alors de ce choix :

’ D

Soit P un plan affine orienté par le choix d'une base B. Alors,

les vecteurs {u, v} forment une base directe <= détg(u, ') > 0,

les vecteurs {u, v} forment une base indirecte <= déts(u, v) < 0.

| J/

Propriétés du déterminant

Le déterminant (i, ¥) — déts (i, ) est une application a valeurs réelles vérifiant

(anti-symétrie) Vi et U vecteurs de P, détg (i, ¥) = — détg (U, u)
(alternée) Vi vecteur de P, détg (U, 0) =

et vérifiant Vii, ¥ et W vecteurs de P et V(\, u) € R? les relations

(bilinéarité)

détg()\ﬁ + pd, QE) = M\détp (2_[, ’Lﬁ) + pdétg (17, w)
détg (W, \i + pv) = Adétg (W, @) + pdéts (W, v)

Remarque : A 1'aide de la bilinéarité, on peut déduire 1'anti-symétrie du caractere alterné et
réciproquement.

Déterminant dans les bases orthonormées directes

’ ®)

Soient deux bases orthonormées directes B et C du plan affine euclidien P. Alors, on

Vi et U vecteurs de P, déty (0, ¥) = déte(u, V).

Autrement dit, le déterminant est le méme dans toutes les bases orthonormées directes.

\. J
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Remarque 1 : En pratique, on utilise le déterminant dans une base orthonormée directe.
Comme il ne dépend pas de la base orthonormée directe B choisie afin de le calculer, pour
simplifier, on le note Det (i, ¥) plutét que déts (), ¥)).

Remarque 2 : Pour calculer le déterminant Det(, ¥), il on décompose @ et ¥ sur une base
B = 4,7 orthonormée directe (celle qui vous arrange le plus) puis on applique la formule (3.1).

f ®)
Pour chaque vecteur @ et chaque vecteur v du plan affine euclidien orienté P, on a
Det (@, 7) =|| @ . || 7 || .sin(@5) si@#0et T#0
et
Det(w,v) =0 sit=0o0uv=0

Prouver que l'aire d'un parallélogramme ABCD est ‘Det(A%, Ab)|
Cas particulier de R? et de C.

Le plan affine R? est naturellement muni d'un produit scalaire et d'une orientation, pour
lesquels la base {(1,0), (0,1)} est orthonormée directe. Le déterminant est alors l'application
qui associe aux vecteurs (a,b) et (c,d) de R? le nombre

Det((a,b),(c,d)) — Det ((‘;) , (2)) — ad — be.

De méme, le plan affine complexe C est naturellement muni d'un produit scalaire et d'une
orientation , pour lesquels la base {1,i} est orthonormée directe. Le déterminant est alors
'application qui associe aux nombres complexes z; = a + b et zo = ¢ + id le nombre

Det(z1, z2) := Qm (2_122) = ad — be.

Dérivation du déterminant

Soit I un intervalle, soient f : I — R% et g : I — R? deux applications dérivables (resp.
de classe @) sur I et soit B une base du plan affine euclidien P = R2. Alors, l'application
h:a— déts (f(z),g(x)) est dérivable (resp. de classe €') sur I et on a

Ve e, h(x) = % détg (f(ac),g(x)) = dét (f'(x),g(m)) + détg (f(a:),g’(x))

On a la " “méme" formule déts(f, g) = déts(f’, g) + déts(f, g') que pour le produit.

3.4. Droites et cercles

3.4.1. Droites
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Ligne de niveau

’ ®

Soit A un point et @ un vecteur non nul du plan affine euclidien P. Alors, pour
chaque nombre réel A\, 1'ensemble des points M vérifiant

(3.1) @AM =

est la droite D de vecteur normal 4 passant par un point D vérifiant (3.1), comme par
exemple le point D défini par

>

—

AD =

.

I ||

| ®)

Soit A un point et ¥ un vecteur non nul du plan affine euclidien P. Alors, pour
chaque nombre réel A, 1'ensemble des points M vérifiant

(3.2) Det (i, AM) = A

est la droite D de vecteur directeur @ passant par un point D vérifiant (3.2), comme par

exemple le point D défini par
A

I ||

AD =

.

| J/

Droite définie par un point et un vecteur directeur

Dans le plan affine P, la droite D passant par un point A et de vecteur directeur 4 admet
pour paramétrage
vVt € R, AM(t) = tu.

un repere orthonormé de P et a, b, ¢, d les nombres réels tels que OA = ai + b;'
Alors, un parametrage de la droite D est

t) = t
ViR, {x() a+c

Soient (O, 17,7)

et = ci+dj.
y(t) = b+ dt

Une équation cartésienne de la droite D est

M (z,y) € D <= Det(@l, AM) = 0 < (y — b)c — (z — a)d = 0 <> —dz + cy + ad — bc = 0.

Droite définie par deuzx points distincts A et B

Se ramener au cas précédent en remarquant que i := AB est un vecteur directeur de D.
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Droite définie par un point et un vecteur directeur

Soit (O, i, j) un repere orthonormé d'un plan affine euclidien P. alors, la droite D passant par

un point A(a,b) et de vecteur normal ¥ = ¢i + dj est dirigée par le vecteur u : = —di + cj et
admet pour paramétrage
z(t)=a—0bt
vVt € R,
y(t) =b+ct

Une équation cartésienne de la droite D est
M(z,y) €D — T.AM = 0 < (x —a)c+ (y —b)d =0 <= cx + dy = ac + bd.

Remarque: Dans le cas particulier ou le vecteur ¢ est de norme 1 et ou 9 est 1'angle polaire
de v, autrement dit v = cos i + sin¥j, on a l'équation normale de D

M(z,y) € D <= xcosv + ysind = acos v + bsin 1.
o

Distance a une droite

Dans le plan affine euclidien, la distance d(M,D) d'un point M a une droite D est la
distance M H ou H est la projection orthogonale de M sur D. Si D passe par un point A et
admet un vecteur directeur , on a

Si D passe par un point A et admet un vecteur normal ¥, on a

. AM|

HM.D) =Tz
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3.4.2. Cercles

Definition et equation cartésienne

’ ®)

Dans un plan affine euclidien, un cercle C de centre A et de rayon R > 0 est
I'ensemble des points M vérifiant

CM=||CM |=R

Soit (O, i j) un repeére orthonormé du plan P et soit (a,b) les coordonnées du point C.
alors, le cercle € admet pour équation cartésienne

M(z,y) € € <=| CM ||>= R? <= (z — a)* + (y — b)* = R%.

| J/

Ligne de niveau

| ®)

Soient A et B deux points distincts du plan affine euclidien P. Alors, le cercle de
diametre [AB] est l'ensemble des points M vérifiant

MA.MB = 0.

| J/

Intersection d'un cercle et d'une droite

Dans un plan affine euclidien, l'intersection d'un cercle € de centre A et de rayon R > 0 avec
une droite D est :

@ vide si d(A,D) > R.
{*} réduite a un point M si d(A,D) = R. La droite D est alors tangente au cercle C en M.
{*x} réduite & deux points si d(A4,D) < R.

Intersection de deux cercles

Dans un plan affine euclidien, l'intersection d'un cercle € de centre A et de rayon R > 0 avec
un cercle €’ de centre A’ # A et de rayon R’ est :

& vide si AB<|R— R'| ou AB> R+ R’

{*} réduite a un point M si AB = |R — R'| ou AB = R+ R'. Les cercles C et €’ sont alors
tangents en M.

{#x} réduite a deux points si |[R — R'| < AB< R+ R'.
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4. Géométrie élémentaire de 1'espace

4.1. Espace affine

Vecteurs

Pour chaque couple (M, N) de points de 1'espace affine €, le vecteur MN est uniquement
défini par .
N =M+ MN.

Colinéarité

Deux vecteurs @ et ¥ de l'espace & sont colinéaires si, et seulement s'il existe un couple
(A, 1) # (0,0) de nombres réels tels que

M+ o = 0.
Une telle égalité est appelée une relation de dépendance linéaire entre 4 et v.

Trois vecteurs u, ¥ et W de 1'espace € sont coplanaires si, et seulement s'il existe un triplet
(A, i1, 0) # (0,0,0) de nombres réels tels que

i + @ + o = 0.
Une telle égalité est appelée une relation de dépendance linéaire entre , U et .

Repéres, Bases

Dans un espace affine &, un repere est constituée par la donnée d'un point O et de trois
vecteurs non-coplanaires i, j et k (ou par quatres points O, A, B non-coplanaires).

Si 7, fet k sont non-coplanaires, on dit que {;, f, E} forme une base de £&.
Pour chaque vecteur #, il existe alors un unique couple (\, i, ) de nombres réels tels que

=N+ pj+ QE.

Coordonnées cartésiennes

Soit € un espace affine muni d'un repere (O,Z, f, E) Pour chaque point M € &, il existe un
unique couple (z,y, z) de nombres réels tels que

OM = xi - yj—k k.

- -

Le couple (z,y, z) constitue les coordonnées du point M dans le repere (O, 1, j, lz) Les nombres
x, y et z sont respectivement appelés abscisse, ordonnée et cote du point M.

Changement de repére

—

Soit & un espace affine muni de deux repéres (0,1, ], k) et (£2,4,v,w). Alors, il existe un
unique 9 — uplet de nombres réels (a1, b1, c1, as,ba, 2, a3, bs, c3) tel que

U= CL1{+ blj—F 01];,
(4.1) U= a2;+ bgj—f— CQE,

w = a35+ bg_;—f— CgE
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Pour exprimer les vecteurs z j et k * xatt en fonction de i, U et w, il suffit de résoudre ce
systeme d'inconnues i, j et k et on trouve alors que

i
(4.2) j = Ayii + By + Coid,
k

Soit M un point de 1'espace € et soient (z,y, z) et (X,Y, Z) ses coordonnées respectives dans

—

les repéres (O,z_"7 7, E) et (§2,,7,w). Alors, en écrivant
i+ yj+ 2k =0M =002+ QM =00+ Xi@+ Y7+ Z©
on exprime z, y et z en fonction de X, Y et Z en remplacant i, U et w par les expressions

du systeme (4 1) et en identitfiant les coefﬁments de i, j et k.

Inversement, on exprime X, Y et Z en fonction de x, y et z en remplacant ;, jet k par les
expressions du systeme (4.2) et en identitfiant les coefficients de u, U et 0.

Coordonnées cylindrique

Soit € un espace affine muni d'un repére (O, i 7, E) On appelle coordonnées cylindriques d'un
point M, tout triplet (r, 1, z) de nombres réels tel que

x = 1 cos(V)
OM = rcos(9)i + rsin(9)] + zk < { y = rsin(¥)

zZ =z

Le nombre z est la cote du point M et le couple (r,v) sont les coordonnées polaires du projeté
orthogonal de M sur la plan (O, 1, j).

Remarque: pour que les coordonnées cylindriques associées & un point M soient uniquement
définies, on pourra prendre 9 [27] et enlever la droite (O, k) de l'espace E.

Coordonnées sphériques

Soit € un espace affine muni d'un repére (O, zi f, E) On appelle coordonnées cylindriques d'un
point M, tout triplet (7,1, ¢) de nombres réels tel que

x = rcos(p) cos()
OM =r cos(¢) cos(¥)i + rsin(ep) cos(9)j + r sin(ﬁ)l; <= ¢ y = rsin(p) cos(})

z = rsin(¥)

Remarque 1 : pour que les coordonnées sphériques associées a un point M soient uniquement
définies, on pourra prendre ¥ [27], =% < ¢ < T et privé de la droite l'espace € de la droite

(0, k) .

Remarque 2 : pour les cartographes, les nombres A\ = ¢ et ¢ désignent respectivement la
latitude (1'angle d'élévation par rapport a l'équateur) et la longitude (I'angle par rapport au
méridien de Greenwich).

Sachant que le rayon terrestre est d'environ R = 40000km, que le Lycée Newton de Clichy
est situé a 48.9° de lattitude Nord et & 2.3° de longitude Est et que le vatican est situé a 41°54’
Nord et 12°27" Est, quelle distance un corbeau-voyageur doit il parcourir pour apporter une
longue lettre d'amour enflammée de S.S.I. Olus Livius Bindus & S.S.L.P Jean-Paul ?
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Remarque 3 : Tout le monde ne note pas les coordonnées sphériques de la méme facon (tant
qu'a faire, autant compliquer...). Certains utilisent la colatitude (dans certains cas, c'est plus

—

pratique) : c'est & dire l'angle ¢ = (k, OM) qu'on prendra dans [0,7]. On a alors
x = rcos(p) sin(19)
OM = rcos(ip) sin(9)i + rsin(p) sin(9) ] 4 r cos(9)k <= { y = rsin(p) sin(?)

z = rcos(9)

4.2. Espace affine Fuclidien

Un espace affine € est euclidien si et seulement s'il est muni d'un produit scalaire @.7, qui peut

également étre noté (i, ¥) ou (u|v)) ou (u|V)

Un produit scalaire est une application (#, ¥) — (u|0) a valeurs réelles vérifiant

(symétrie) Vi et ¥ vecteurs de €, (U|v) = (v]u)
(définie) Vil vecteur de €&, (i) =0 <= d=0
(positivité) Vivecteur de €, (ulu) =0

qui est bilinéaire, c'est a dire linéaire a gauche
Vii, ¥ et @ vecteurs de &, V(\, p) € R?, (i + p|w) = \a|w) + p(]w)
et linéaire a droite
Vii, ¥ et @ vecteurs de &,Y(\, p) € R?,  (W|\G + pv) = MNw|@) + p(w|7)
On retiendra que le produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique, définie et positive.

Exemples fondamentaux de produits scalaires. Dans R? : 'application qui associe aux
vecteurs (x1,¥1,21) et (22,2, 22) de R? le nombre

I i)
<($1»y1a2’1)‘($2ay2722)>:< Y1 ’ Y2 >:::1:1:C2—|—y1y2+21z2

Z1 <2

Dans un espace affine &€ muni d'un repere orthonormé (O,;, j, E) : I'application qui associe
aux vecteurs 4 = x1i + y1J + z1k et ¥ = x21 + y2J + 22k le nombre

(U|V) := z172 + Y1y2 + 2122.

Orthogonalité

Deux vecteurs @ et ¥ d'un espace affine euclidien € sont orthogonaux si, et seulement si
u.v =0

Dans ce cas, on note 4 L .
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Norme d'un vecteur

La norme d'un vecteur «# du plan affine euclidien € est le nombre réel positif

ouaip | @ |l:= \/5d = /7T + 57 + 2.

Distance entre deux points

La distance AB séparant deux points A et B du plan est le nombre réel positif
AB =d(A,B) :=| AB | .

Théoréeme de Pythagore

Soit € un espace affine euclidien et ABC un triangle. alors,
ABC est rectangle en A <= BC? = AB? + AC”.

Lien du produit scalaire avec distance et angle

Pour chaque vecteur @ et chaque vecteur v d'un espace affine P, on a

i =|a|.| 7| . cos(@) sii#GetT#C
et
u.v =0 sit=0ouv=0

Repéres orthonormés

—

Un repere (O, i 7, 12) est orthonormé si, et seulement si,

Iil=1 17l1=1 lkl=1, 7Lj, iLk et jLk

Trois vecteurs u, ¥ et k forment une base orthonormée si, et seulement si

lil=1, IIjl=1, |kl|=1, iLj, iLlk e jLlk

—

Soit (O, i 7, E) un repere orthonormé de 1'espace euclidien €. Alors,

VMeé&,  OM= (OM|i) i+ (OM|}) 7+ (OM|k)k.
—— N—— N—_——
abscisse « ordonnée y cote z

Autrement dit, en faisant le produit scalaire de OM avec ;(respectivement f, avec E),
on trouve la composante du vecteur OM selon 1'axe (O, Z) (respectivement selon 1'axe

o
)

(0,7), l'axe (O,E))
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Lien entre produit scalaire et repére orthonormé

i 4“ ®)
Soit P un plan affine euclidien, muni d'un produit scalaire (.,.), et soit (7, j, k) une
base orthonormée. Alors, V(z1,y1,21) € R? et V(z2,y2,22) € R3,0n a

(4.1) <$1;+ ylj"" 21E’$2;+ y2;+ Z2E> =Z1Z2 + Y1Y2 + 2122.

| J/

Remarque 1 : Le donnée d'un produit scalaire détermine quelles sont les bases orthonormés.
Inversement, la donnée d'une base orthonormée détermine uniquement le produit scalaire.

Remarque 2 : Etant donnée un produit scalaire quelconque, il suffit de fixer une base
orthonormée {i, 7, k} pour se ramener au cas " canonique'' ou le produit scalaire est défini

par l'expression (4.1).

Identification a R3

La donnée d'un repeére orthonormé (O, ;, f, IZ) permet d'identifier un espace affine euclidien a
R3 par 1'isométrie affine (bijection conservant les distances/le produit scalaire)

R? — €
(z,y,2) = M = O+ 2i + yj + 2k (i.e. OM = xi +yj + zl;)

Dérivation du produit scalaire

Soit I un intervalle, soient f : I — R3 et g : I — R? deux applications dérivables (resp. de
classe @) sur I et soit (.|.) un produit scalaire de l'espace affine euclidien & = R3. Alors,
l'application h : z + (f(z)|g(x)) est dérivable (resp. de classe C!) sur I et on a

d

veel,  W(x) = (f@)lg@)) = (f(@)lg(2)) + {f()lg'(2))-

Pour simplifier, on a la **méme" formule (f|g)" = (f’|g) + (f|g’) que pour le produit.

4.3. Déterminant et orientation des espaces affines

Determinant

Soit B = {Z, 7, E} une base de l'espace €. Pour chaque triplet de vecteur (u, ¥, w), il existe un
unique 9-uplet de nombres réels (aq, b1, c1,az,bs, co, a3, bs, c3) tels que

U= a1;+ b1;+ Cllg,

U= CLQZ—F bgj—f- CQ];,
w = CL3;—|— bgj-)—l— Cglg

et le déterminant dans la base B du triplet (&, 7, k) est le nombre réel défini par

a; ag das
détg (ﬁ, U, u_i) =détg | by by bz | :=aibacs + crasbs + asbics
€1 C2 C3

(4.1)

— agbgcl — CL1b3CQ — 03a261
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Coplanéarité et bases.

Soit B = {Z, 7, E} une base du plan affine P. Alors,

Les vecteurs 1, U et W sont coplanaires <= déts (i, U, W) =

—

Les points A, B, C et D sont coplanaires <= détB(gB, AC, ffD)

0
0
Remarque: {u, U, w} forment une base si, et seulement si, déts(u, v, W) # 0.

Orientation

Un espace affine n'est pas naturellement orienté. Pour l'orienter, on fixe une base (respec-
tivement un repere) et l'on convient que cette base particuliere (resp. ce repeére) est directe.
L'orientation (directe ou non) des autres bases (resp. reperes) découle alors de ce choix :

| o

Soit €& un espace affine orienté par le choix d'une base B. Alors,

les vecteurs {,

{ w} forment une base directe <= déty (i, U, w) > 0,
, u, v

)
les vecteurs {u, ¥, W} forment une base indirecte <= détg(u, ¥, W) < 0.

| J/

Propriétés du déterminant

Le déterminant (u, ¥, W) — déts(u, ¥, W) est une application a valeurs réelles vérifiant

déty (@, 7, 0) = — déts (i, @, )

(anti- symétrie) Vi, ¥ et W vecteurs de €&, = — déts(

(alternée) Vi, U vecteurs de &, déte (i,

—

et vérifiant Vi, 7, w et ¥ vecteurs de € et V(\, u) € R? les relations

8y

déts (NT + pt, W, ) = Ndétg (U, W, ¥) + p déts (U, W, T)
(trilinéarité) déts (W, M + ptv, ) = Adétg (W, U, &) + pdéts (W, 7, T)
détg (W, T, AN + pv) = A détg (W, T, @) + pdétg (W, T, 0)

Remarque : A 1'aide de la trilinéarité, on peut déduire 1'anti-symétrie du caractere alterné et
réciproquement.
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Déterminant dans les bases orthonormées directes

’ ®

Soient deux bases orthonormées directes B et € de l'espace affine euclidien orienté €.
Alors, on a

Vi, U et W vecteurs de &, détg (i, U, W) = déte(d, U, W).

Autrement dit, le déterminant est le méme dans toutes les bases orthonormées directes.

| J/

Remarque 1 : En pratique, on utilise le déterminant dans une base orthonormée directe.
Comme il ne dépend pas de la base orthonormée directe B choisie afin de le calculer, pour
simplifier, on le note Det(, ¥, W) plutdt que déts (i, v, W).

Remarque 2 : Pour calculer le déterminant Det(, ¢/, ), on décompose 4, ¥ et & sur une base
B = {i, ], k} orthonormée directe (celle qui vous arrange le plus) puis on applique la formule
(4.1). Parfois, la théorie permet de faire plus simple

Cas particulier de R?

L'espace affine R? est naturellement muni d'un produit scalaire et d'une orientation, pour
lesquels la base {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} est orthonormée directe. Le déterminant est alors
l'application qui associe aux vecteurs (ai, b1, c1), (as, bz, c2) et (as, bz, c3) de R? le nombre

ar a2 as
Det bl bz b3 = a1b203 + Cla2b3 + a3b102 — a3b261 — a1b362 — 03a2b1.
1 C2 C3

Volume d'un parallélépipéde

Soient w, ¥ et w trois vecteurs d'un espace affine euclidien €. alors, le volume d'un
parallélépipede P de coté u, U et W est égal a

Vol(P) = | Det(, 7, %))

Dérivation du déterminant

Soit I un intervalle, soient f: I — R3, g: I — R3 et h : I — R3 trois applications dérivables
(resp. de classe C!) sur I et soit B une base de l'espace affine euclidien & = R3. Alors,
I'application J : x + détg (f(:t),g(x), h(:c)) est dérivable (resp. de classe C!) sur I. De plus,
Ve el,ona

J'(x) = dét (f'(x), g(x), h(x)) + déts (f(z), 9 (2), h(x)) + déts (f(2),g(x), h' ().

On a la " “méme' formule déts(f,g,h) = déts(f’, g,h) + déts(f,g',h) + déts(f,g,h") que
pour le produit de trois termes.
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4.4. Produit vectoriel

Produit vectoriel

Soit B = {;, f, lg} une base orthonormée directe de 1'espace affine euclidien orienté €. Alors,
pour chaque vecteurs & = a7 + b1j + c1k et U = asi + baj + cok, le produit vectoriel de u et
de v est le vecteur

ﬁ/\ U= (b162 — bQCl);‘f_ (Clag - alcg)j—k (a1b2 — agbl)E

Propriétés fondamentales

Le produit vectoriel est une application (u, V) — @ A ¥ & valeurs vectorielles vérifiant

(anti-symétrie) Vi et U vecteurs de €, UNT=—-UAU

(alternée) Vi et ¥ vecteurs de &, ANT=0
qui est bilinéaire , c'est a dire linéaire a gauche

Vii, ¥ et 0 vecteurs de &,V(\, p) € R?, (A 4 pt) A% = Nid A0 + ptf A @
et linéaire a droite

Vi, ¥ et W vecteurs de€, V(\, p) € R, @ A (M + pt) = MG A @ + pad A 0

Lien géométrique

Dans un espace affine euclidien orienté £ et soient deux vecteurs @ et . Alors,
Si @ et U sont colinéaires, le produit vectoiriel de & par v est le vecteur u A v = 0

Si 4 et ¥ ne sont pas colinéaires le produit vectoiriel de @ par v est le vecteur

—

uNv=|a| .| 7] .sin(d,v.)N,
ou N est le cecteur unitaire orthogonal a @ et ¥/ tel que (, ¥, N ) soit une base directe.

Remarque: Pour chaque couple (@, %) de vecteurs non-colinéaires, la base (i, 7,4 A V) est
directe.

Colinéarité

Soient 4 et ¥ deux vecteurs d'un espace affine euclidien orienté. alors, on a
U et U sont colinéaires <= u A v = 0.

Aire d'un parallélélogramme

Soient @ et ¥ deux vecteurs d'un espace affine euclidien orienté. alors, 1'aire du parallélélo-
gramme P de coté U et U est
Aire (P) = |u A 1.

Produit mizte

Soient , ¥ et W trois vecteurs d'un espace affine euclidien orienté. alors, on a
Det(u, ¥, W) = (4 A U).0.

Double nroduit vectoriel
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4.5. Droites, plans et cercles

4.5.1. Plans

Plan défini par un point et deux vecteurs directeurs

Dans l'espace affine &, le plan P passant par un point A et de vecteurs directeurs @ et U (non
colinéaires) admet pour paramétrage

Me®P < I\ p) eR2  AMO, p) = \i + ud.

Soient (O, ;], k) un repere orthonorme de € et x Ay YA, ZA, Gy b,c,a’, b, c les nombres réels

tels que OA = x 41 + ij + yAk 7= ai+ bj +ck T=di+ b’j +Jk Alors, un parametrage
du plan P est
z(A\, ) =24 + Aa+ pa

V() 1) € R?, y(A 1) = ya + A+ pbf
2(A\ ) = za + e+ uc
Remarque: on peut trouver une éqaution cartésienne d'un tel plan via le déterminant

M € P < les vecteurs AM, @ et ¥ sont coplanaires <= Det(AM,u,v) = 0.

Plan défint par un point et un vecteur normal

Dans lespace affine &, le plan P passant par un point A(z4,ya,z4) et de vecteur normal
N = ai+ bj + ck admet 1' équation cartésienne

M(m,y,z)EfP<:>]\7.A7\/[:O<:>a(x—xA)+b(y—yA)+c(z—zA):0
< ar+by+cz=axrs+bys+cza.

constante d

Remarque 1 : un plan d'équation ax + by 4+ cz = d admet donc le vecteur N = ai + bf+ ck
pour vecteur normal.

Remarque 2 : en multipliant une équation cartésienne par un nombre non nul, on trouve une
autre équation cartésienne du méme ensemble.

Remarque 3 : Un plan P passant par l'origine admet une équation cartésienne du type
M(z,y,z) e P<=ax+by+cz=0

Un plan P ne passant pas par 1'origine admet une équation cartésienne du type
M(z,y,z) € P<—=ax+by+cz=1,

appellée équation normale du plan (1l suffit de diviser par d # 0).

Plan défini par trois points non alignés.

Soient A, B et C' trois points non alignés. alors, il existe un unique plan P passant par
A, B et C'. On peut en trouver facilement un paramétrage ou une équation cartésienne. En
effet, P passe par le _point _ A et est dirigés par les vecteurs non colinéaires AB et AC. Par
ailleurs, le vecteur AB A AC est normal au plan P. On peut donc se ramener facilement aux
cas précédents.
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Distance a un plan

Dans l'espace affine euclidien, la distance d(M,P) d'un point M a un plan P est la distance
MH ou H est la projection orthogonale de M sur P. Si P passe par un point A et est dirigés
par deux vecteurs non-colinéaires @ et U, on a

|Det(@, 7, AM)|
[ unv|

d(M,P) =

Si P passe par un point A et admet un vecteur normal N ,0n a

4.5.2. Droites

Droite définie par un point et un vecteur directeur

Dans 1'espace affine &, la droite D passant par un point A et de vecteur directeur @ admet
pour paramétrage

MeD«3eR,  AM=

-

Soient (O 5 l;) un repere orthonormé de lespace E et xa,ya,24,a,b,c les nombres réels

tels que OA =z 47 + yaj+ zak et @ = ai+ bj + ck. Alors, un parametrage de la droite D est

x(t) =x4+ at
vVt € R, y(t) =ya+ 0t
2(t) =za +ct

Droite définie par deuzx points distincts A et B

Se ramener au cas précédent en remarquant que i := AB est un vecteur directeur de D.

Droite définie comme intersection de deux plans.

Dans 1'espace affine €, on peut définir une droite D comme l'intersection de deux plans
non-parralleles P1 : ax + by +cz=d et Py :a’x + by + ¢z’ =d'. On a alors

axr +by+cz=d,

M(x,y,z) € D<= M € Py et M € Py <

Comme P; et P; ne sont pas paralléles, leurs vecteurs normaux N, = ai + bj' + ck et
Ny =a'i +b'j + 'k ne sont pas colinéaires et alors @ = N1 A Ny dirige la droite D.

Perpendiculaire commune a deux drottes.

Soient D et A deux droites non-paralleles. Alors leurs vecteurs directeurs respectifs @ et v
ne sont pas colinéaires et il existe une unique droite D perpendiculaire a D et A, qui coupe
ces deux droites. Cette perpendiculaire commune D est dirigée par u A vU.
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Distance a une droite

Dans 1'espace affine euclidien orienté, la distance d(M, D) d'un point M & une droite D est
la distance M H ou H est la projection orthogonale de M sur D. Si D passe par un point A
et admet un vecteur directeur u, on a

i N AM
a(v,py = LENAM
| |
4.5.3. Spheres
Definition et equation cartésienne
i ©

Dans un espace affine euclidien, une sphére € de centre A et de rayon R > 0 est
I'ensemble des points M vérifiant

AM =|| AM ||= R

Soit (O,Z,f, E) un repeére orthonormé de 1'espace € et soit (a, b, c) les coordonnées du
point A. Alors, la sphere 8 admet pour équation cartésienne

M(z,y,2) € § || AM |P=R* <= (z —a)* + (y — b’ + (2 — ¢)* = R*.

\. J

Intersection d'une sphére et d'une droite

Dans un espace affine euclidien, 1'intersection d'une sphere 8 de centre A et de rayon R > 0
avec une droite D est :

@ vide si d(A,D) > R.
{*} réduite a un point M si d(A,D) = R. La droite D est alors tangente a la spheére 8§ en M.
{*x} réduite a deux points si d(4,D) < R.

Intersection d'une sphere et d'un plan

Dans un espace affine euclidien, 1'intersection d'une sphere 8 de centre A et de rayon R > 0
avec une plan P est :

@ vide si d(A,P) > R.
{*} réduite a un point M si d(A,P) = R. Le plan P est alors tangent a la sphére 8§ en M.

{x} réduite a un cercle si d(A,P) < R, de rayon /R?—d(A,P)? et de centre le projeté
orthogonal sur P du point A.

Intersection de deux sphéres

Dans un plan affine euclidien, 1'intersection d'une sphere 8 de centre A et de rayon R > 0
avec une sphere 8’ # 8 de centre A’ # A et de rayon R’ > 0 est :

@ vide si AB<|R—R'| ou AB>R+ R’

{*} réduite & un point M si AB = |R — R'| ou AB = R+ R’. Les spheres C et €’ sont alors
tangents en M.

{*x} réduite a un cercle si |R — R'| < AB < R+ R/, invariant par rapport a l'axe (AB).
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5. Fonctions usuelles

Dans ce chapitre nous rappelons les propriétés de certaines fonctions fondamentales (loga-
rithme, exponentielle, puissances) et nous introduisons d'autres fonctions, qui interviennent
notamment lors de la recherche de primitives et, par suite, dans la résolution de certaines
d'équations différentielles simples.

5.1. Généralités sur les fonctions

Dans toute cette partie, A et B désignent des ensembles.

Produit cartésien et graphe

Le produit cartésien A x B est l'ensemble

Ax B:={(a,b):a€ Aetbe B}.

D
Un graphe est un sous-ensemble d'un produit cartésien. Cf

Application

f ®)
Une application f: A — B est un graphe F' de A x B vérifiant
Vo € A, dlye B: (x,y) € F.
Cet élément y est noté y = f(x). On dit que y est l'image de = et que x est un

antécédent de y.

Plus simplement, une application f : A — B associe a chaque élément z € A une
unique image y € B, que 1'on note y = f(z).

Fonction
f ©

Une fonction f: A — B est un sous-ensemble F' du produit A x B vérifiant
Va € A, il existe au plus un élément y € B tel que (z,y) € F.

S'il existe, cet élément y est noté y = f(x). On dit que y est l'image de = et que = est
un antécédent de y.

| J/
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Plus simplement, une fonction f : A — B associe a chaque élément x € A au plus
une image y € B, que 1'on note y = f(x) si elle existe.

’ D

L'ensemble de définition d'une fonction f : A — B est l'ensemble D f des éléments
x € A auquels f associe une image :

Df:={zxeA:JyeB,y=f(z)}

| J/

Travailler avec une application est plus pratique qu'avec une fonction. C'est pourquoi,
étant donnée une fonction f : A — B, on détermine son ensemble de définition D f, puis on
considere 1'application

fDf —>B
z > f(z)

Images directes et réciproques

L'image d'un ensemble C' C A par une application f: A — B est 1'ensemble

f(C)={f(x):zeC}.

L'image réciproque d'un ensemble D C B par une application f : A — B est
I'ensemble

fYD):={ze€A: f(x) € D}.

Restriction

Restreindre une application f : A — B au départ a un ensemble C' C A, c'est considérer
I'application f: C' — B
x> f(x)

Restreindre une application f : A — B a l'arrivée a un ensemble D C B n'est possible que si
f(A) C D, c'est considérer 1'application f: A — D .
z = f(z)

Restreindre une fonction f : A — B au départ a C' C A et a l'arrivée a D C B n'est possible
que si f(C) C D, c'est considérer 1'application f: C — D .
x> f(z)
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Loi de composition

f D
Soient A, B, C des ensembles et f : A — B et g: B — C des applications. Alors, la
composée g o f est l'application

gof:A—=C
z = g(f(2))

’ ®

La loi de composition o des applications est associative. Soient A, B, C, D des
ensembleset f: A— B,g: B— Ceth:C — D des applications. Alors, on a

ho(gof)=(hog)of.

Ce produit est noté plus simplement hogo f.

| J/

Injectivité

’ D

Une application f : A — B est injective (une injection) si, et seulement, si tout
élément de B a au plus un antécédent dans A.

V(wl,mg) S A2, f(:L‘1> = f(l‘g) — T1 = T2.

Autrement dit, une application est injective si, et seulement si, elle associe deux images
différentes a éléments différents.

| J/

Surjectivité

’ O

Une application f : A — B est surjective (une surjection) si, et seulement, si tout
élément de B admet au moins un antécédent dans A.

Yy € B, Jre A: y = f(z).

Autrement dit, une application f: A — B est surjective si, et seulement si, B = f(A).

| J/
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Bijectivité

’ O

Une application f : A — B est bijective (une bijection) si, et seulement, si elle est
injective et surjective .

En particulier, une fonction f : A — B est bijective si, et seulement si, tout élément
x € A a une image dans B et tout élément y € B a exactement un antécédent dans A.

D
Soit A un ensemble. Alors 1'identité de A est l'application Id4 : A — A.
T
i ®)

Soient A, B deux ensembles et f : A — B une bijection. Alors, il existe une et une
seule application g : B — A telle que

fog=Idg et gof=Ida.

Cette application g est bijective. On la note f~! et on l'appelle bijection réciproque de f.

Pour chaque y € B, la quantité f~!(y) est I'unique antécédent z € A de 1'élément y
par f.

5.2. Logarithme, exponentielle, puissances, fonctions hyperboliques

5.2.1. Logarithme

1
Le logarithme népérien est 1'unique primitive de la fonction x — — sur l'intervalle ]0, +o0],
x

qui s'annule en 1.

| ®

Le logarithme népérien est 1'application In : |0, 4+00[ — R définie par

Todt
Vo >0, In(x) ::/ —.
1t

Utiliser le logarithme seulement pour des nombres réels strictement positifs : le loga-
rithme d'un nombre complexe quelconque ne sera défini qu'au niveau Bac+3...

| J/

Le logarithme népérien est une application continue, strictement croissante et indéfiniment
dérivable sur l'intervalle |0, +o00[. En particulier, on a

Vz > 0, In'(x) := 1
X
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Le logarithme népérien est un morphisme du groupe (]0,+o0o[, x) dans le groupe (R, +).
Plus simplement, le logarithme d'un produit est la somme des logarithme.

(5.1) Yz > 0, Yy >0, In(zy) = In(x) + In(y).

Comme In(1) := 0, le logarithme de l'inverse est 1'opposé du logarithme.

Ve >0, In <1> = —In(z).

X

Plus généralement, le logarithme d'un quotient est la différence des logarithmes.

Vo >0, Yy > 0, In (g) = In(z) — In(y).

et la logarithme d'une puissance est
Vo >0, Vn € Z, In (") = nln(z).

Le logarithme népérien n'est pas la seule application vérifiant la propriété (5.1). En effet, elle
est vérifiée par les logarithmes définis pour d'autres bases de la facon suivante :

i )
Le logarithme en base a > 1 est l'application log,, : |0, +00[ — R définie par
In(z)
1 = .
Va > 0, og,(x) n(a)

Le logarithme en base 10 sera simplement noté log ou Log au lieu de log,.

f p
lim In(z) = —co et lim In(z) = +oc.
x—0+ T—+00
Ya n @/

e Il log x)

Figure 4. Graphes y = In(z) et y = log(x).

Pour a > 1, le logarithme log, : ]0,+0c[ — R est une application bijective et
strictement croissante.
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Remarque 1 : les mathématiciens s'accordent pour dire que l'expression In(3) se prononce
" “logarithme de trois'' et non pas " “Héleéne de Troie'' (quelle faute de gout !)...de la méme
facon que cos(m) se prononce " cosinus pi'' et non pas " “cos pi''. Faites attention a ne pas
éccorcher le nom des fonctions, certains esprits chagrins pourraient vous le reprocher.

Remarque 2 : la signification de la notation " “log'' peut varier selon les domaines, contraire-
ment a " In'"'. Par exemple, en licence de mathématiques, la notation log représente presque
toujours le logarithme népérien.

Remarque 3 : le nombre de chiffres de la représentation d'un nombre z en base a (binaire,
octal, décimal, hexadécimal...) est lié au logarithme en base a de ce nombre.

Exercice : A 1'aide de la calculatrice, déterminer le nombre de chiffres de 6661337 .

5.2.2. Exponentielle réelle

f D
L'exponentielle exp : R — |0, +00[ est la bijection réciproque du logarithme népérien
In : )0, +o00[ — R. Pour simplifier, on utilise les notations suivantes

e:=exp(l) =2.718281828 - - - et Vz € R, e” := exp(x).

En particulier, on a

Vx>0, e =g et Vz € R, In(e®) =z
L'exponentielle est strictement croissante. De plus, lim e” =0 et lirf e’ = 4o0.
Tr—r— 00 T—r+00
Y

/

Figure 5. Graphe y = e”.

L'exponentielle réelle est une application continue et indéfiniment dérivable sur R. De plus,
on a
Vr € R, exp’ (z) = exp(z).

Si f: I — C est dérivable en a € I , alors la fonction g : z + ef(*) est dérivable en a et on a

(@) @ =) = @l

dx
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L'exponentielle est un morphisme du groupe (R, +) dans le groupe (]0, +00[, X ). Plus sim-
plement, l'exponentielle d'une somme est le produit des exponentielles.

(5.2) Y(z,y) € R?, etV =e” x ev.
Comme e” := 1, 'inverse de 1'exponentielle est 1'exponentielle de 1'opposé.
1 —X
Vx € R, — =€ .

Plus généralement, 1'exponentielle d'une différence est le quotient des exponentielles.

x

2 vy _ ¢
V(x,y) € R*, V=
et la puissance (entiere) d'une exponentielle est
(5.3) V(z,n) € R X Z, ()" =em".

5.2.3. Puissances

Le logarithme et 1'exponentielle (complexe) permettent de définir la puissance d'un nombre
strictement positif pour des exposants qui ne sont pas des entiers.

( D
Le nombre strictement positif a a la puissance complexe z est
Ya > 0, Vz e C, a® = e*n0),
p {a > 1) P

La bijection réciproque de log, : ]0,+o0o[ — R est l'application strictement croissante
T a”.
Vx € R, log,(a®) =z et Vo > 0, a°8a(®) — g

L'exponentielle permet de définir les fonctions puissances, les racines carrées, cubiques...

’ D

Pour chaque entier n > 2 , la racine n*™¢ de x > 0 est le nombre positif

Yz =" =exp (ln_x) .
n

| J/

L'allure du graphe d'une fonction puissance x — z% d'exposant strictement positif varie
selon que a <1, a=1oua>1.
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2 32
Y LR z

/ JE

] ,;\/:I—:——

"
Figure 6. Graphes y = V/z, y = Vz, y = x, y = 2%/% et y = 2.

Les fonctions puissances satisfont également les relations (5.2) et (5.3). Ainsi, on a
Va > 0, V(z,y) € R?, a” Y = a® x a¥ et (a®)¥ = a"™v.
On peut également factoriser des puissances.
Ya > 0, Vb > 0, Vr € R, (ab)® = a”b".

La croissance du logarithme est plus lente que celle des fonctions puissances qui est plus lente
que celle de la fonction exponentielle.

i ®)
Pour a > 0, on a
1
lim n(z) =0, lim z“In(z) =0,
z—+oo ¢ x—0+
e.T
lim — =+ et lim z%* =0.
r—4o00 & r——00
. (comparaison logarithme/exponentielle/ puissances) /

5.3. Fonctions hyperboliques
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5.3.1. Cosinus hyperbolique

Le cosinus hyperbolique est la fonction ch : R — R définie par
Vx € R, ch(x) := %

Le cosinus hyperbolique est strictement décroissant sur |—oo, 0] et strictement croissant
sur [0, +oco[. De plus, on a

lim ch(z) =400 et lim ch(z) = 4o0.

T—r—00 T —r 400

Enfin, le cosinus hyperbolique est pair et minorée par 1.

Vz € R, ch(z) > 1.

o)

T
Figure 7. Graphe y = ch(x).
5.3.2. Sinus hyperbolique

Le sinus hyperbolique est la fonction sh : R — R définie par

x —x

Vz € R, sh(x) := ©

—e
2

Le sinus hyperbolique est impair et strictement croissant sur R. De plus, il satisfait

lim sh(z) = —o00 et lim sh(z) = +o0.

T—r—00 T —r 400

©
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Y /

/
Figure 8. Graphe y = sh(z).

Le cosinus et le sinus hyperbolique sont continus, indéfiniment dérivables sur R et
Vo € R, ch’(z) = sh(z) et sh’(z) = ch(x).

5.3.3. Tangente hyperbolique

, )
La tangente hyperbolique est la fonction th : C — C définie par

sh(z) e —e™®
Vx € R, th(z) := h(z) S oo

La tangente hyperbolique est impaire et strictement croissante sur R. De plus, on a

lim th(z) = -1 et lim th(x) =1.

T——00 r—+00

La tangente hyperbolique est minorée par —1 et majorée par 1

Vz € R, —1 < th(z) < 1.

Figure 9. Graphe y = th(z).

Enfin, la tangente hyperbolique est continue, indéfiniment dérivable et

Vz € R, th'(z) = 1 — th%(z) = .
x (z) (z) 2 (2)

5.3.4. Trigonométrie hyperbolique



Fonctions usuelles

72

Parité
La fonction cosinus hyperbolique est paire et les fonction sinus et tanbente hyperboliques

sont impaires, autrement dit

Vr € R, ch(—x) =ch(z), sh(—z)= —sh(z) et th(—z)= —th(x).

Lien avec l'exponentielle

Vx € R, ch(x) 4 sh(z) = €” et ch(z) —sh(x) =e™".

Identité fondamentale

Vo € R, ch?(z) — sh?(z) = 1.

Formules d'addition

Soient a et b des nombres réels. Alors, on a
ch(a —b) =chachb—shashb,
sh(a —b) =shachb— cosashb,

tha —thb
et th(a—b):—l_thathb.

ch(a 4+ b) =chachb+shashb,
sh(a +b) =shachb+ chashb,

tha + thb
thia +b) = — 24T
(a8 = hams

Duplication de l'angle

Pour chaque z € R, on a ch(2z) = ch? z + sh?

x=2ch®(x) — 1 =1+ 2sh’(z),

2th
sh(2z) =2shxchz et th(2z) = —g
1+thz
Réciproquement, on a également
1 h(2 h(2x) — 1
Vo € R, ch?(z) = +CT(JJ) et sh?(z) = %

Linéarisation d'un produit

Pour chaque couple (a,b) de nombres réels, on a

h — ch(a — h h(a —
shashbzc(a+b)20(a b), shachb:S(CH_b);_S(a )

ot chachb:Ch(a+b);Ch(a_b).

Factorisation d'une somme

Soient p et ¢ des nombres réels. Alors, on a

chp+chq:20h(p;q)ch(]%>, chp—chqush( ; ) < 2q>,

shp+shq—2sh(p;q)ch(z%>, shp—shq—Zch( —;—q) h(z%)

Tangente hyperboliqgue de l'angle moitié

Soit x un nombre réel et soit ¢ := th 3 Alors, on a

1 1 42 94 Y
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5.4. Fonctions circulaires réciproques

’ ®

Soit f : I — J une bijection de I dans J, dérivable sur l'intervalle I. Alors, pour
chaque a € [ vérifiant f'(a) # 0, la bijection réciproque g : J — I de l'application f est
dérivable en f(a) et

1
/
g (fla)) = )
(f(a)) F'(a)
5.4.1. Arc cosinus
f )
L'arc cosinus Arccos : [—1,1] — [0, 7] est la bijection réciproque de 1'application

cos: [0, 7] — [—1,1]

x > cos(x)
| J/
Y
%En
s
2
x

Figure 10. Graphe y = Arccos(z).
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®)
L'arc cosinus est strictement croissant et continue sur [—1, 1]. De plus, il est dérivable
sur |—1,1] et
1
Ve e |-1,1], Arccos’ () = — ———.

En particulier, on a

T o du
Ve e |—-1,1], Arccos :——/ e

|

5.4.2. Arc sinus

’ ©
L'arc sinus Arcsin : [—1,1] — [—%, %} est la bijection réciproque de 1'application
sin : [—E, z] — [-1,1]
2
x + sin(z)
)
.&(SJ
?;S.)
x
Figure 11. Graphe y = Arcsin(z).
’ ®)
L'arc sinus est strictement croissant et continue sur [—1,1]. De plus, il est dérivable
sur |—1,1] et
1
Ve € |-1,1], Arcsin’(7) = —.
s W=

En particulier, on a

T du
Vo e ]-1,1], Arcsi :/ —.
x € ] [ resin(x) Vi
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L'arc tangente Arctan : R — }—%, %[ est la bijection réciproque de 1'application

tan :

[ —

T
—-——,=|—R
2’2[

x +— tan(z)

o)

N2

/

[

Figure 12. Graphe y = Arctan(x).

L'arc tangente est strictement croissante, continue, dérivable sur R et vérifie

1
241

Vxr € R, Arctan’(z) =

En particulier, on a

du
u2 +1°

Vx € R, Arctan(z) = /
0

®)

x
2 +1

Pour x > 0, prouver que 0 < < Arctan(z) < x.

Prouver que

1
Va >0, Arctan(z) + Arctan <—> = g

T

Que se passe t'il pour z <0 7

5.5. Fonctions hyperboliques réciproques

5.5.1. Argch

L'argument cosinus hyperbolique Argch : [1,4o00[ — [0,+0o0[ est la bijection
réciproque de 1'application
ch : [0, +oo] = [1, +00]

x +— ch(x)

©
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Figure 13. Graphe y = Argch(x).

i ®)
L'application Argch est strictement croissant et continue sur [1, +o00[. De plus, elle
est dérivable sur |1, +oo[ et
, 1
Vo > 1, Argch'(z) = ———.
22 —1
En particulier, on a
Vo > 1, Argch(z) =In (m + Va2 — 1) .

5.5.2. Argsh
f ®)

L'argument sinus hyperbolique Argsh : R — R est la bijection réciproque de
I'application

sh:R—R
x + sh(x)
Ya
I+
/
"
/
—

Figure 14. Graphe y = Argsh(x).
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’ ®)

L'application Argsh est strictement croissant et continue sur R. De plus, elle est
dérivable sur R et

1

\V/CE € R, AI‘gSh/(Z’) = ﬁ
x

En particulier, on a

Vo € R, Argsh(z) = In (x + V2% + 1) .

5.5.3. Argth
f D
L'argument tangente hyperbolique Argth : |—1,1[ — R est la bijection réciproque de
I'application
th: R —]—1,1]
x +— th(x)
Y
x

Figure 15. Graphe y = Argth(z).
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f ®)
L'application Argth est strictement croissante et continue sur |—1,1[. De plus, elle est
dérivable sur |—1, 1] et
Vz € ]-1,1] Argth’(z) !
x € |— r x) = .
) Y g 1 _ xz
En particulier, on a
1 14z
V. -1,1 Argth(z) = =1 .

6. Courbes planes paramétrées et coniques

- -

Dans ce chapitre, le symbole P désigne un plan affine muni d'un produit scalaire et (O, i, j)
désigne un repere orthonormé direct de P.

On rappelle que, pour chaque couple de points (M, N) € P2, le vecteur MN est uniquement
défini par
N =M+ MN.

et que la donnée d'un repere orthonormé (O, Z, ;) permet d'identifier le plan affine P soit a
R? ou & C via les isométries affines (bijections conservant le produit scalaire)

C—"?
x + 1y — M tel que OM::U;—I—yj

6.1. Courbes planes paramétrées

6.1.1. Courbes paramétrées cartésiennes

Courbes paramétrées de classe CF

Une courbe paramétrée de P est le couple formé par un intervalle I et par une application

I —7P

6.1
(6.1 t— M(t)

Elle est de classe CF si, et seulement si, ses fonctions coordonnées t +— () et ¢t — y(t) définies
par

—

Vtel,  OM(t) = z(t)i+yt)].

sont k fois dérivables, de dérivées continues, sur l'intervalle I.
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Support

Le support de la courbe paramétrée (6.1) est 1'ensemble {M(¢t) : t € I} des points M (t) du
plan P définis par

—

Vtel,  OM(t) = z(t)i+y)].

Y

AN
N

Figure 16. Support de 1' astroide ¢ — (cos® t,sin®t) pour I = R.

Remarque: La figure 16 montre que la régularité du support d'une courbe paramétrée n'est
pas bien caractérisée par la régularité de son paramétrage.

Remarque: En pratique, on travaille dans R? plutot que dans un plan affine P. Dans R?, une
courbe paramétrée est le couple (I, f) formé par un intervalle I et une application

f:1—R?
t f(t) = (2(t), y(¢))
Son support est alors 1'ensemble image f(I) = {f(t) :t € I}.

Point réqulier

On dit qu'une courbe paramétrée (I, f) de classe C! est réguliére en un point to € I (ou que ¢,
est un point régulier de la courbe paramétrée) si, et seulement si,

Flto) = (& (t0), /(1)) # 0,0) i SOV (1) i= o/ ()i + o/ (t0)] # O

Point sinqulier

Dans le cas contraire , on dit que la courbe paramétrée (I, f) est singuliére en ty € I
(ou que £ est un point singulier de la courbe paramétrée).

Tangente

La tangente d'une courbe paramétrée (I, f) de classe C! en un point régulier to € I est
'unique droite passant par le point f(ty) et de vecteur directeur f’(ty). Autrement dit, c'est

-

la droite passant par M (tg) et de vecteur directeur dgtM (to) := ' (to)i + ' (to)J.

Remarque. Soit (I, f) une courbe paramétrée de classe GV et tq € I. On suppose qu'il existe
un plus petit entier n € {1,---, N} tel que

7 (t0) = (2 (10,5 (t0)) # (0,0),

Alors, la tangente a la courbe paramétrée (I, f) au point ¢ty € I est 'unique droite passant
par le point f(tg) et de vecteur directeur f(™(ty).
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Branches infinies

Soit (I, f) une courbe paramétrée et soit ty appartienant a I ou égal a 1'une des extrémités
de l'intervalle I. Alors, on dit que la courbe paramétrée (I, f) admet une branche infinie en
to si, et seulement si

li == li = to0.

Jlim x(t) 00 ou lim y(t) 00

Une branche infinie peut étre de plusieurs types :

o Si tlir? z(t) = oo et tlin? y(t) = a € R, la courbe admet 1'asymptote horizontale y = a.
—to —to

YA xr — +00

el

2

—00 < X

y=d

Figure 17. Asymptotes horizontales.

e Si lim x(t) =a € R et lim y(t) = £oo, la courbe admet 1'asymptote verticale x = a.
t—to t—1to

— |
24
J

WV

3
3
|
Figure 18. Asymptotes verticales.
t
e Si lim z(t) = +oo et lim y(¢) = oo, il y a plusieurs cas selon la limite lim y(t) :
T t=1o t—to x(t)
t
* Si lim w = 0, la courbe admet une branche parabolique de direction (Oz).

t—tg x(t)
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yas /

W

//

Figure 19. Branches paraboliques de direction (Oz).

Cy(t) - _ _
* Si tliglo o0 a # 0 et tlg% (y(t) — az(t)) = b € R, la courbe admet une asymptote

d'équation y = ax + b.

2

Y

Figure 20. Asymptote d'équation y = ax + b.

t
* Si lim yt) = a # 0 et lim (y(t) — azx(t)) = +oo, la courbe admet une branche
t—to z(t) t—to

parabolique de direction y = ax.

Figure 21. Branchespara2, Branche parabolique de direction y = ax.

t
* Si tlintl % = +00, la courbe admet une branche parabolique de direction (Oy).
—to T

Figure 22. Branchespara3, Branches paraboliques de direction (Oy).

Remarque: lorsque 1'on trouve une direction asymptotique, on essaye en général de déterminer
la position de la courbe par rapport a l'asymptote. Cela peut éte utile.

Contrairement aux apparences, les branches paraboliques sont rarement des paraboles.
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Algorithme d'étude d'une courbe paraméirée

1) Recherche de l'ensemble de définition, de dérivabilité.
2) Etude de la périodicité et de la parité (symétries de la courbe).
3) Etudier le signe des dérivées pour dresser un tableau de variation.

4) Compléter le tableau de variation en faisant apparaitre points singuliers,
tangentes, asymptotes, branches paraboliques, points doubles...

5) Tracer la courbe.

Interprétation cinématique

Géometriquement, on peut assimiler le support d'une courbe paramétrée

—

OM(t)=x(t)i+yj  (t€l)

a la trajectoire d'un point mobile, dont la position instantanée est donnée au temps t € I par
la donnée du point M (t).

On remarque que le ™ vecteur vitesse moyen'' du point mobile entre les temps ty et t est
donnée par le taux d'accroissement

—

M(t)M(to)  =(t) — w(to);Jr y(t) —y(to) -

t —to t —to t—ty

qui converge vers le vecteur vitesse instantané en tg

M(t)M
U(tp) := lim —(t) (o)
t—to t — tO

= 2'(to)i + ' (to)]
lorsque 1'on fait tendre ¢ vers tg.

On remarque que le vecteur instantané (tg) est tangent a la trajectoire du point mobile au
point M (to). De plus, la vitesse instantannée en ty est la quantité

v(to) =I| T(to) l|= V2! (t0)? + ¥/ (to)?2.

De méme, le " " vecteur acceleration moyen'' du point mobile entre les temps t( et ¢ est donnée
par le taux d'accroissement

ot) —v(to) _ /(1) —a'(to) > /(1) —y/(to) -

t— 1o t— 1o t— 1o

)

qui converge vers le vecteur acceleration instantané en tg

—

dlto) = tim Y000 _ s 0

t—to t — to

lorsque 1'on fait tendre t vers to. En particulier, I'acceleration instantanée en tg est

a(to) =l d(to) l|l= /2" (t0)? +y" (to)*.
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6.1.2. Courbes paramétrées polaires

Repére polaire

Pour chaque nombre réel ¥, le repére polaire est formé des deux vecteurs @(1) et ¢() définis
par

— —

(V) = cos(9)i +sin(®)] et  F(0) =@ (0 + g) — —sin(9)7 + cos(9)7.

Les vecteurs 4(9) et U(d) du repere polaire, sont parfois noté plus simplement @ et U, bien
que ce ne sont pas des vecteurs fixes du plan P (ils dépendent de 1'angle ).

Remarque. Les applications ¢ — @(¥) et ¥ — ¥(1)) sont indéfiniment dérivables sur R et on a

VIER, @) :=70) et T =—a®).

Courbes paramétrées polaires de classe CF

La courbe paramétrée polaire associée a un intervalle I et a deux fonctions o : I — R
et ¥: 1 — R est la courbe paramétrée (I, f) définie par

Vtel,  f(t)= (g(t) cos (9(t)), o(t) sin (ﬁ(t))).
Autrement dit, c'est la courbe paramétrée cartésienne donnée par

der {x(t) o(t) cos (9(1))
y(t) = o(t) sin

Une courbe polaire est dite de classe C* lorsque les applications o et ¥ sont de classe CF
sur l'intervalle 1.

Remarque 1. Une courbe paramétrée polaire est une courbe paramétrée du type
OM (t) = o(t)uT(I(t)).

Remarque 2. Dans le repeére polaire, on peut exprimer la dérivée (i.e. la vitesse instantanée)
et la dérivée seconde (i.e. l'acceleration instantanée) d'une courbe paramétrée polaire. Ainsi,
pour une courbe polaire de classe C!, on a

vt eI, dc;—tM = vitesse = o' ()@(I(t)) + o) (1)T(I(t))

et pour une courbe polaire de classe G2, on a

d?OM

———— = acceleration
dt?

= (&"(®) = o) () @(3(1) + (20 OF' (&) + 0(t)9" (1)) F(W(D))

vVt e l,
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Courbes définies par une équation polaire

La courbe polaire associée a une application 9 — o(1)) & valeurs réelles et de classe C* sur
un intervalle I est la courbe paramétrée (I, f) définie par

Vi el, f) = (Q(ﬁ) cos (9), o(?) sin (19))
Autrement dit, c'est la courbe paramétrée cartésienne donnée par

#(t) = o(0) cos ()
Vi € I; { y(t) — 9(19) Sin(ﬂ)

et plus simplement encore par
OM(9) = 9(19)1?(19).
Remarque. Etant une courbe polaire associée & une fonction p : I — R de classe €', on a

dOM

viel, === (D)av) + o(@)(0).

En particulier, le point ¥ € I est régulier si, et seulement si, o(9) # 0 ou ¢'(¢) # 0. Dans ce cas,
la tangente au point M (¢) & la courbe est la droite passant par M (¥) de vecteur directeur
o' (N u(?) + o(9)V(9), facile & déterminer dans le repere polaire.

Un vecteur normal (orthogonal) & la tangente est

o)t (0 + 3 ) + o@)7 (94 3 ) = —o(0)i(0) + & (D))

Algorithme d'étude d'une courbe polaire

1) Recherche de 1'ensemble de définition, de dérivabilité de g.
2) Etude de la périodicité et de la parité de g (symétries de la courbe).

)
3) Résoudre 1'équation (1) = 0 (passage au pole).
4) Etudier le signe des dérivées pour dresser un tableau de variation.
)

5) Compléter le tableau de variation en faisant apparaitre points singuliers,
tangentes, asymptotes, branches paraboliques (utiliser le repére polaire), points doubles.

6) Tracer la courbe polaire.

Branches infinies

On dit qu'une courbe paramétrée associée a une application ¥ — () admet une branche
infinie en 9y dans chacune des situations suivantes :

e Sivy=+o0 et si 19lir% 0(¥) = £o0, la courbe polaire admet une branche spirale.
—Vo

Figure 23. Branchespirale, Branche spirale.

e Sivy = +oo et si ﬂlinl'; o(9¥) = a € R, la courbe polaire admet un cercle asymptote de centre
—vo

0 et de rayon |al.
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Figure 24. Cercleasymp, Cercle asymptote de rayon |a].
e SivgeRetsi 19lirg 0(9¥) = +o00, deux cas se présentent :
—vo

* Si ﬁlin; o(¥) sin(¥—vy) = a € R, la courbe polaire admet une droite asymptote de vecteur
—Vo

directeur u(dg) et passant par le point P défini par OM = at’(Yo).

Figure 25. Droiteasym, Droite asymptote de vecteur directeur @(y) passant par P.

* Si 191112 o(¥)sin(¥ — Jy) = oo, la courbe polaire admet une branche parabolique de
—Vo

direction la droite de vecteur directeur ().

Figure 26. Branchepara4, Branche parabolique de direction orientée par u(vy).

6.1.3. équations polaires classiques

Droite ne passant pas par l'origine

Pour chaque droite D ne passant pas par O, il existe un unique couple (a,b) # (0,0) tel que
D soit d'équation cartésienne ax + by = 1. Et alors, D est d'équation polaire

1
acos(¥) + bsind

(+) o(v) =

Inversement, (x) définit une droite D d'équation ax + by = 1 ne passant pas pas O.

Remarque. Le vecteur V = ai+ bf est non-nul et normal a la droite D, qui est le lieu des
points M pour lesquels V.OM = 1.

Cercle passant par l'origine

a b
C est un cercle de centre (5, 5) passant par O<= € est d'équation polaire

(xx) o(¥) = acos? + bsin¥.

Remarque: comme l'inversion Inv : z — 1/Z transforme un point vérifiant (%) en un point
vérifiant (%) et réciproquement, on montre que l'inversion Inv transforme une droite ne
passant pas par l'origine en cercle privé d'un point (1'origine) et vice-versa.
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6.2. Coniques
6.2.1. Définitions

Une courbe € est une conique du plan P <= la courbe € admet dans un repere
orthonormé (O, i, j) de P une équation cartésienne du type

(6.1) ax? +bry +cy’ +dr+ey+ f=0.

avec (a,b,c,d, e, f) € R® et (a,b,c) # (0,0,0).

\. J

Soit F' un point du plan, D une droite ne passant pas par F' et e > 0. Alors, la
conique de foyer F', de directrice D et d'excentricité e est 1'ensemble

C={MeP: MF=ecMH}.

ou H désigne le projeté orthogonal de M sur D (M H est donc la distance de M a D).

MF =eMH

3
Figure 27. Exemplecon, Conique de foyer F', de directrice D et d'exentricité —.

| J/

Remarque. Soit D une droite ne passant pas par un point F. Pour chaque nombre e > 0,
I'ensemble des points M du plan vérifiant

MF
MH _©
MF

MH.Ces

ou H est la projection orthogonale de M sur D, est appelé une ligne de niveau de

lignes de niveau sont des coniques.

Conique. Une conique € de foyer O (l'origine), d'excentricité e et de directrice D est
d'équation polaire

__e|oK]
o) = 1+ ecos(d —g)’

ou K est le projeté orthogonal de O sur D et ou Jg := (;, O}()
Le nombre p = e || OK || est appelé parameétre de la conique C.



Courbes planes paramétrées et coniques 87

Réciproque. Soit (a,b,c) € R? avec a # 0 et soit C la courbe d'équation polaire

1
a4+ bcosV + csind’

o(9) =

Si (b,c) = (0,0), C est un cercle de centre O et de rayon 1/|al .
Si (b,c) # (0,0), € est une conique de foyer O, d'exentricité e et de directrice D avec

Vb2 + c? 1

- —_— t @: ?9 -
¢ |lal ¢ o(?) bcosv + csind

6.2.2. Ellipse

-,

Soit @ > b > 0 et soit (O, i, J) un repére orthonormé. Alors, la courbe & d'équation
x
(6.2) =1
est appelée ellipse d'axe focal (O, Z), de demi-grand axe a, de demi-petit axe b et d'exentricité

1— —.
a2’

C'est une conique admettant deux couples foyer-directrice (F, D) et (F’,D’), avec F et F’ de
coordonnées (ae,0) et (—ae,0) et D et D’ d'équation cartésiennes x = a/e et x = —a/e. Les
points A(a,0), B(0,b), C(—a,0) et D(0,—b) sont appelés les sommets de 1'ellipse E.

Figure 28. Ellipse, L'ellipse € et ses éléments caractéristiques.

Remarque. Un parametrage usuel de 1'ellipse € est

x(t) = acost
{ y(t) = bsint (teR).

Inversement, si € est une conique de foyer F', de directrice D et d'exentricité 0 <e <1, alors
€ satisfait 1'équation (6.2) pour

eFK eFFK

1—e2 N
dans le repeére orthonormé direct (O, i ;) uniquement déterminé par

. FK . KF
= KO=—"_
‘T TFK O=1_"e

ou K désigne la projection orthogonale de F' sur D.

P
Soient I’ et F' deux points distincts du plan et £ > F'F un nombre réel. Alors, le

lieu des points M vérifiant
F'M+MF=¢
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6.2.3. Hyperbole

- -

Soient a > 0, b > 0 et (O, 1, 7) un repére orthonormé. Alors, la courbe H d'équation
(6.3) )

est appelée hyperbole de centre O, d'axe transverse (ou focal) (O,7) et d'exentricité

/ 62

Elle est constituée de deux composantes connexes H; et Hsy et admet deux couples foyer-
directrice (F,D) et (F',D’), avec F et F’' de coordonnées (ae,0) et (—ae,0) et D et D’
d'équation cartésiennes x = a/e et x = —a/e.

Les points S et S’ de coordonnées (a,0) et (—a,0) sont appelés sommets de 1'hyperbole 3,

x
qui admet également deux asymptotes A et A’ d'équation % + o= Oet ¥ — 2 =0.

Figure 29. Hyperboreen, L'hyperbole H et ses éléments caractéristiques.

Remarque. Un parametrage usuel des branches de 1'hyperbole H est

x(t) = acht z(t) = —acht
(j{l) { y(t) _ bsht et (%2) { (t € R)

Inversement, si H est une conique de foyer F', de directrice D et d'exentricité e > 1, alors H
satisfait 1'équation (6.3) pour

eFK eFFK
et b= ——
e2—1 e? —1

a =

- -

dans le repeére orthonormé direct (O, 1, 7) uniquement déterminé par

. FK . KF
‘T TFK O=1_e

ou K est la projection orthogonale de F' sur D.

’ ®)

Soient F' et F' deux points distincts du plan et £ € ]0, F' F[ un nombre réel. Alors, le
lieu des points M vérifiant
|F'M — MF| =1/

est I'hyperbole de foyers F' et F’ d'exentricité

_F'F
T

(&
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6.2.4. Parabole

- -

Soit p > 0 et soit (O, 4, j) un repére orthonormé du plan. Alors, la courbe P d'équation
(6.4) y* = 2px

est appelée parabole de sommet O, d'axe (O, Z) et de parametre p. Elle admet un foyer F' de

coordonnées (g, 0) et une directrice D d'équation z = —g. Son excentricité est e = 1.

Figure 30. Parab, Parabole P et ses éléments caractéristiques.

Remarque. Un parametrage usuel de la parabole P est

t2
#(t) = 2p (t € R).
y(t) =t

Inversement, si P est une conique de foyer F', de directrice D et d'exentricité e = 1, alors P
satisfait 1'équation (6.4) pour p = FK dans le repére orthonormé direct (O, 7, j) uniquement
déterminé par

ou K est la projection orthogonale de F' sur D.

6.2.5. Reduction

But. Etant donnée une conique € d'équation
(6.5) ax® +bry +cy® +dr+ey+ f =0,
on applique une rotation puis une translation (ou l'inverse) au repere (O, i j) pour obtenir un

repere orthonormé (C, i, ¥) dans lequel la conique € a une équation " “réduite', plus simple
que (6.5).

Figure 31. Ellipss, Une ellipse et un repére orthonormée (C, @, ) qui la réduit.
Méthode. 1) Calculer le discriminant
A= b% — dac

pour déterminer le type de la conique : Si € n'est pas dégénérée (droite(s), point ou &), c'est
une ellipse si A < 0, une parabole si A = 0 et une hyperbole si A > 0.
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2) Si l'équation (6.5) comporte un terme croisé (du type bzry avec b # 0), faire une rotation
d'angle 9 bien choisi pour s'en débarasser.

@ = cos i + sin V7, 5 S S

¥ = —sindi + cos )
En remplacant x et y dans (6.5) par x = X cosd — Y sind et y = X sin+Y cos¥, ou (X,Y)
désigne les coordonnées de M dans le repere (O, i, U), on obtient alors une équation du type
suivant (avec A = —4af3)
(6.6) aX?+BY? 44X +6Y + T =0  (A=0b*—4ac=ap).

3) Essayer de se débarasser des termes linéaires (7X et §Y') en faisant une translation

Xu+Yv=zx40+y.v+ X+ Y,
~ ~ / N y , ——

oM oC CcM

qui fait intérvenir le centre C' du nouveau repere. On remplacera X et Y dans (6.6) par
X=z.4+XetY =y.+Y, ou (z,y.) désigne les coordonnées de C' dans (O, i, v) et ou (X, Y)

—

désigne les coordonnées du point M dans le repéere (C, i, U)

4) Reconnaitre la conique.

7. Equations différentielles linéaires

Dans tout ce chapitre, I est un intervalle non vide et on pose K: =R ou K:=C .

7.1. Rappels

D
Une primitive d'une application f sur un intervalle I est une application F', dérivable

sur I, telle que
Vr eI, F'(z) = f(z).

’ )

Soient f :[a,b] — C une fonction continue (par morceaux) et f1, f2: [a,b] — R, ses
composantes réelles et imaginaires. Autrement dit

Vz € [a,b], f(z) = fi(x) +ifa(x).

Alors, l'intégrale sur le segment [a, b] de la fonction complexe f est

/abf(t)dt = /abfl(t)dtJri/abfg(t)dt.
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f i [a,b] — C fonction continue et F' : [a,b] — C primitive de f sur [a, b]

| 1®dt=Fo) - F@ = (1.

7.2. Equations différentielles linéaires du 1°° ordre

7.2.1. FEquation différentielle linéaire y' = 0

p ( f I — K fonction dérivable) @

La fonction f est une solution de 1'équation différentielle
Ve e, f(x)=0

si, et seulement si, la fonction f est constante sur l'intervalle I c'est a dire si, et seule-
ment s'il existe ¢ € K tel que

Ve e, flz)=c

7.2.2. Equation différentielle y' = a(x)
( . : e )
- {Zo € I et a: 1 — K fonction continue J @

Une fonction dérivable f : I — K est une solution de 1'équation différentielle
Ve eI, f(x) = a(x)

si, et seulement si, la fonction f est une primitive sur l'intervalle I de la fonction a,
c'est a dire si, et seulement s'il existe ¢ € K tel que

Vrel, f(x):/ma(t)dt+c.

0
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7.2.3. Equation différentielle linéaire vy = ay

, {a € K} D

Une fonction dérivable f : I — K est une solution de 1'équation différentielle linéaire

Ve eI, f(z) =af(z)
si, et seulement s'il existe A\ € K tel que
Ve €1, f(x) = Xe®.

En particulier, la fonction x — e*® est 1'unique solution du probléme de cauchy

af(z)  (z€R),
1.

—N—
-~ R
—~~ T
(=R
S~—
Il

| J/

Application. Les fonctions dérivables f : R — K vérifiant 1'équation fonctionnelle
V(z,y) eR?  flz+y) = f(2)f(y)
sont les fonctions z — e*® pour a € K et la fonction nulle x — 0.

7.2.4. Equation différentielle linéaire y' 4+ a(x)y =0

Dans cette section, I # & est un intervalle et a : I — C est une fonction continue .

’ ®)

Une solution de 1'équation différentielle ' + a(z)y = 0 sur un intervalle I est une
fonction dérivable g : I — K telle que

(H) g'(@) +a(z)g(x) =0  (zel).

i ®)
Soient g; et go des solutions de 1'équation (H). Alors, pour (A, u) € K2 | I'application
Ag1 + g2 est une solution de 1'équation différentielle (H).

- ‘,:L'OEI', @

Une fonction g : I — K est une solution de 1'équation (H) si, et seulement s'il existe
A € K tel que

T

vrel,  g()=Aexp (/ at) dt) |

(. J/
-~

go(x)

En d'autres mots, l'ensemble des solutions de 1'équation différentielle linéaire (H) est
une droite vectorielle engendrée par une solution ne s'annulant pas, la fonction gg.

| J/
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Résolution élégante de 1'équation différentielle (H) sur [

1) Au brouillon : trouver une solution particuliére gy de (H) ne s'annulant pas.

/7

Ecrire que % = —a(x) puis intégrer en utilisant que In g est une primitive de %. Enfin, utiliser
I'exponentielle pour en déduire g.

2) Sur votre copie, vérifier que la fonction go trouvée au 1) satisfait (H) et ne s'annule pas
sur I.

3) En utilisant que 1'ensemble solution de (H) est une droite vectorielle,
conclure que les solutions g de (H) sont les fonctions g = Agg pour A € K.

Pour chaque xgy € I et chaque nombre ¢ € K, le probléme de Cauchy

{g'(ﬂf) +a(r)ge) =0 (zel),

g(zo0) =c.

admet une unique solution ¢ : I — K, la fonction

gz cexp </xja(t)dt).

7.2.5. Equation différentielle linéaire avec second membre y' + a(x)y = b(x)

Dans cette section, I # & est un intervalle et les fonctions a,b : I — K sont continues .

, ®

Une solution sur un intervalle I de 1'équation différentielle y' + a(z)y = b(x) est une
fonction dérivable f : I — K telle que

(E) Ve e 1, () + a(z)f(z) = b(x).

, )

Etant données deux solutions f et fy de I'équation différentielle (F), la différence
g := f — fo est une solution de 1'équation différentielle homogene associée

(H) g'(@) +a(z)g(x) =0  (zel)

’ @

La solution générale f de l'équation (F) est la somme d'une solution particuliere fy
de 1'équation (F) et de la solution générale g de 1'équation homogene (H).

Vr € 1, f(x) = fo(z) + g9()
—~— —~— ~—

solution générale de (E) solution particuliere de (£) solution générale de (41)
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p “ ro €l = @
Une fonction f : I — K est une solution de 1'équation (FE) si, et seulement s'il existe

A € K tel que

vrel, f(z)= /: b(#) exp (/f o(u) du) dt +Aexp (/ a(t) dt> |

N J/

g

fo() o0()

Résolution de (E) par la variation de la constante

Au brouillon : 1) Par la méthode précédente, trouver une solution g,
ne s'annulant pas sur I, de 1'équation homogene (H).

2) Chercher une solution particuliere fy de 1'équation (E). Pour cela, on pose

(7.1) fo(z) = go(z)h(z) (z €l).

En reportant cette relation dans (F) et en utilisant que gy est une solution de (H), on en
déduit que la fonction inconnue h satisfait h'(z) = b(z)/go(x) pour x € I.
En intégrant, on trouve h puis on déduit de (7.1) une solution fy de (F).

Sur votre copie : 3) Vérifier que la fonction g trouvée en 1) satisfait (H).
4) En déduire que les solutions de (H) sont de la forme g = A\gp pour A € C.
5) Vérifier que la fonction fy trouvée en 2) est solution de (E).

6) Conclure que les solutions f de 1'équation différentielles (E)
sont les fonctions f = fy + Agp pour A € C.

Pour chaque élément xy € I et chaque nombre ¢ € K, le probleme de Cauchy

{ (@) +a(z)f(z) =b(x) (zel),
f(xo) =c.

admet une unique solution f: I — K.

Remarque 1. Si o, 8,7 : I — K sont des fonctions continues et si l'application « ne s'annule
pas sur I, résoudre 1'équation différentielle

a(@)f'(x) + (@) f(x) =v(z) (vl

revient a résoudre 1'équation différentielle (£) pour les fonctions a et b définies par
Vo e, a(x) = —= et b(x) = ——.

Remarque 2 (Principe de superposition). Si b(z) = bi(x) + ba(x) pour x € I et si
les fonctions fi et fo vérifient sur l'intervalle I les équations

fi(z) + a(x) f1(x)
fa(x) + a(x) f2(x)

by () (x 1),
ba(x) (x €),

alors la fonction f = f1 + f2 est solution de l'équation différentielle (F).
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7.3. Méthode d'Euler

Il existe beaucoup d'équations différentielles que 1'on ne sait pas résoudre, c'est-a-dire dont
on ne connait pas la forme explicite des solutions. A défaut de pouvoir déterminer exactement
les solutions, on peut cependant en chercher de bonnes approximations, a l'aide de procédés
de construction de solutions approchées. La méthode d'Euler est I'un de ces procédés.

Soient [a,b] un segment et ¢ un nombre réel. Pour construire par la méthode d'Euler
une solution approchée f du probleme de Cauchy

(7.1) { f'(@) = a(@)f(x) + Bx)  (a<az<b),

on commence par choisir un entier N > 1 pour le nombre de pas de la méthode d'Euler, puis
on découpe l'intervalle [a,b] en N petits segments [zg, z1], -, [TN—1,ZN] en posant

b—a
N

rp=a+k (0<k<N)

de sorte que chaque segment [z, zr41] est de longueur et que

a=Tg<T1<Toe<x3<---<zTN_1<xZNy=D

La fonction continue fest alors définie en N étapes de la facon suivante :

Etape 0. La fonction fest définie sur [zg, z1] comme l'unique fonction affine fvériﬁant

f(zo) = f(xo) et f'(xo) = f'(x0).

Comme zy = a, il résulte alors du probléme de Cauchy (7.1) que

f(xo) =c et f(zo) = a(zg)c + B(zo).

La fonction f étant affine sur le segment [0, 1], elle satisfait alors

f(x) = f(wo) + f'(xo)(x —x0) (2o < = < 21).

Etape k (pour 1 < k < N). La fonction f ayant été construite sur l'intervalle [2o, z] au

cours des précédentes étapes, on pose ci := f (.%’k) et on définit f comme 1'unique fonction
affine sur [zy, x| vérifiant

flzr)=c. et fl(ar) = alzg)er + B(zk).

La fonction f étant affine sur [y, zx11], elle satisfait alors

f(x) = ]?(xk) + J??(ﬂfk)(ff — ) (xp < T < Tpg1)-

Figure 32. Euler, Méthode d'Euler pour le probléme de Cauchy y' = zy et y(0) = 1.
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7.4. Equations du second ordre a coefficients constants

7.4.1. Equation différentielle linéaire homogene ay” + by’ + cy =0

Dans cette section, I # & est un intervalle et a # 0, b et ¢ sont des nombres de K .

(linéaritd)

- {linéarité j
Soient g; et go des solutions de 1'équation différentielle linéaire

(H) ag” (x) + bg'(x) + cg(x) =0 (x €I).

Alors, pour (A, 1) € K2, la fonction \g; + pgo est une solution de 1'équation (H).

|

Le polynome caractéristique associé a 1'équation différentielle (H) est
P:=az’+bz+c

et 1'équation caractéristique associée a l'équation (H) est 1'équation P(z) =0 .

|

©

soient z7 et zo ses deux racines.

Si A=0,alors z1 = 20 =: z et

g : I —C . go: I —C
e
T — e*T T — xe®*

Si A # 0, alors z1 # 25 et

g: 1 —C . go: I —C
e
T — e*1® T — e*2®

sont solutions de (H).

(K = C). Soit P le polynéme caractéristique associé a 1'équation différentielle H et

De plus, g1 et g2 sont linéairement indépendantes (elles ne sont pas proportionnelles).

®
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’ ®)
(cas K = R). Soit P le polynéme caractéristique rassocié a 1'équation différentielle
H et soient z7 et z9 ses deux racines .

Si A <0, alors zy =723 =: 7+ 19 et

g1: 1 —=C . go: I —C
e
x — e cos(dzx) x — e sin(Yx)

sont des solutions réelles de 1'équation différentielle (H).

| J/

Si A= 0. Alors z1 = z9 =: z, les fonctions

g :1—=C . go: I —C
e
T — e*T T — et

sont des solutions réelles de 1'équation différentielle (H).

Si A >0, alors z; # 21 et (21, 22) € R2. Les fonctions

g: I —C go: I —C
T — e”” ot T — e?2”

sont des solutions réelles de 1'équation différentielle (H).

De plus, g1 et go sont linéairement indépendantes (elles ne sont pas proportionnelles).

| @

Une fonction f : I — C dérivable est une solution de 1'équation (H) si, et seulement
s'il existe (A1, \2) € K2 tel que
Vo e 1, 9(z) = Agi(z) + Aaga(z).

En d'autres mots, 1'ensemble des solutions de 1'équation différentielle linéaire (H) est un
plan vectoriel engendré par deux solutions g; et go linéairement indépendantes.

| J/

Résolution pratique de 1'équation différentielle (H) sur [

1) On résoud l'équation caractéristique P(z) = 0 et on en déduit deux solutions linéairement
indépendantes g; et g2 de l'équation différentielle (H) sur I.

2) En utilisant que 1'ensemble solution de (H) est un plan vectoriel, conclure que
les solutions g de (H) sont les fonctions g = A;1g1 + Aaga pour (A1, \y) € K2

Pour chaque zg € I et chaque couple de nombres (a, 3) € K2, le probléme de Cauchy

ag’(z) +bg'(z) +cg(z) =0 (v e),
9(330) =,

g (o) =

admet une unique solution g : I — K.
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7.4.2. Equation différentielle linéaire avec second membre ay” + by’ + cy = d(x)

Dans cette section, I # @ est un intervalle, a # 0, b et ¢ sont des nombres de K et d: I - K
est une fonction continue.

’ ®

Etant données deux solutions f et fy de 1'équation différentielle
(E) af’(z) +bf'(x) + cf(z) =d(x)  (z€l),
la différence g := f — fo est une solution de 1'équation différentielle homogene associée

(H) ag”(x) + bg'(x) + cg(x) =0 (x €1).

i @©
La solution générale f de l'équation (F) est la somme d'une solution particuliere fy
de 1'équation (F) et de la solution générale g de 1'équation homogene (H).

Ve €1, f(x) = fo(x) + A1g1(z) + A2g2(4
~— —— ~ ~
solution générale de (&)  solution particuliere de () solution générale g(z)|de (i)

\—

’ ®

Pour chaque zg € I et chaque couple (o, 3) € K2, le probléme de Cauchy

af’(z) +bf'(z) + cf(z) =d(z)  (z€1I),

f('rO) = qQ,
f(zo) =8
admet une unique solution f : I — K.
f ®)

Si d(x) = di(x) + da(x) pour z € I et si les fonctions f1 et fo vérifient sur l'intervalle
I les équations

aff(z) +bfi(zx) +cfi(z) =di(x)  (z€),

(7.1) af (@) + bfs(x) + cfa(x) = do(x) (xel),

alors la fonction f = f; + fo est solution de 1'équation différentielle (F).

. (Principe de superposition}
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’ ®)

Si a, b, c sont réels, alors f : [ — C vérifie 1'équation (F) si, et seulement si, les
fonctions réelles f; : x — Re ( f (x)) et fo:x— Qm ( f (m)) sont solutions des équations
différentielles (7.1) pour les fonctions définies par

Ve e, di(z) == Re (di(z)) et da(z) == Sm (d()).

| J/

W ot x — e T sont des solutions de

" (x) +wig(zx) =0  (z €R).
A fortiori, leur partie réelle z — cos(wx) et leur partie imaginaire z — =+ sin(wz) sont des solutions
a valeurs réelles ce cette méme équation.

Ezemple. Pour w > 0, les fonctions z +— e

99

Les solutions de 1'équation y”” + y = 0 sur R a valeur complexes sont alors les fonctions

(a valeurs complexes) Vx € R, f(x) = A\e™? 4 e ™7, (A1, \2) € C?

(& valeurs réelles) Vo € R, f(z) = p cos(wz) + po sin(wz), (1, pi2) € R?

Remarque 3 (Cas particulier au programme). S'il existe un nombre o € K et un polynéme
@ de degré n et a coefficients dans K tels que

(7.2) d() = Q@) (ze ),
alors on peut trouver une solution particuliere fy : I — K de l'équation (£) de la forme
fo(z) = R(x)e™™ (x el),

ou R est un polynéme a coefficient dans K :
e de degré n si a n'est pas racine du polynéme caractéristique P de (E), i.e. si P(a) # 0.
e de degré n + 1 si v est une racine simple du polynéme P, i.e. si P(a) =0et A #0

e de degré n + 2 si v est une racine double du polynéme P, i.e si P(a) =0et A =0.
Remarque 4 (Cas général). Si la fonction continue d : I — K n'est pas une somme de

fonctions du type (7.2), on peut tout de méme résoudre 1'équation différentielle (E) en la
divisant par a # 0 pour se ramener a 1'étude de 1'équation différentielle

(F) (@) + (@) f'(x) + b(a) f(z) = &x)  (z€1)

pour les fonctions a, b et ¢ définies par

b, b(x) = et ¢(z):=

a

Ve eI, a(zx) :=

et en utilisant la méthode de variation de la constante, en remarquant que gg : x* — e** est
une solution, ne s'annulant pas sur I, de 1'équation homogene

(G) g'(x) +a(z)g (x) + b(a)g(x) =0 (zel),

si z est une racine du polyndéme caractéristique P associé a (H).
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Résolution de (G) par la variation de la constante

Soient «, (3, v des fonctions continues de I dans K.

Si I'on dispose d'une solution gy de 1'équation (G), ne s'annulant pas sur I, la
variation de la constante permet de résoudre 1'équation différentielle (F').
Pour cela, on cherche les solutions f de 1'équation (F') sous la forme

(7.3) f(@) = go(x)h(x)  (z €l
et on est alors amené a résoudre 1'équation différentielle
go(@)h" (z) + 2g0(x)h'(x) + a(z)h'(x) = c(z)  (z€T),
qui se réduit a 1'équation différentielle du premier ordre
(7.4) K(2) +a(@)k(@) = Bz)  (zel)

si l'on pose

_ 2g(2) +dlx)

Ve e, k(x) := h'(z), a(z) : 70(0)

et [(x):=

En résolvant successivement (7.4) puis A" = k et en reportant dans (7.3),
on trouve toutes les solutions de 1'équation (F).

8. Nombres entiers et dénombrement

8.1. Arithmétique dans 7

8.1.1. Généralités

Multiples et diviseurs

Un multiple m d'un entier n € Z est le produit de n par un entier k € Z.

m est un multipleden € Z <« dke€Z: m=kn.

’ D)

Un entier n est un diviseur d'un entier m € Z si et seulement si m est un multiple de
I'entier m.
n est un divisesurdemeZ <= dke€Z: m=kn.

Auquel cas, on note n|m.

| J/

Remarque: Pour n € Z* et m € Z, on a

m
m est un multiple den <= n est un diviseur de m <= — € Z
n

Remarque: L'ensemble des diviseurs de 0 est Z, 1'entier 0 est le seul multiple de 0 et
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PGCD et PPCM

’ O

Le PGCD (plus grand diviseur commun) de deux entiers strictement positifs n et k
est le plus grand nombre d divisant n et k. On le note PGCD(n, k).

PGCD(n, k) := max{d € N : d|n et d|k}

’ D

Le PPCM (plus petit commun multiple) de deux entiers strictements positifs n et k
est le plus petit multiple positif de n et de k. On le note PPCM(m, n).

PPCM(n, k) := min{m € N : n|m et klm}

| J/

Nombres premiers entre euz.

On dit que deux nombres n et k sont premiers entre eux, si et seulement si leur
PGCD est 1.

—©

|

p (n et k deux entiers strictements positifs}

Si d|nk et si l'entier d est premier avec n, alors on a d|k.

(Théoreme de Gauss)

Si l'entier k est premier avec m et avec n, alors, l'entier k est premier avec mn.

— &

Nombres premiers

On appelle nombre premier tout entier positif admettant exactement deux diviseurs
positifs (1 et lui méme).

—©

A 1'exception de 2, tous les nombres premiers sont impairs.

— @

Il existe un nombre infini de nombres premiers.

— &
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Remarque: la liste des nombres premiers inférieurs a 100 :
2, 3,5, 7, 11, 13, 17,19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47,53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97

8.1.2. Propriétés
- (n €eZetde Z*) T

Il existe un unique couple d'entier ¢ (le quotient) et r (le reste) tels que

n=gqd+r et 0<r<|d

(Division euclidienne)

Remarque: on a alors

— _’_T
_q d?

ou ¢ est la partie entiere du nombre n/d et r/d est la partie fractionnaire de n/d.

Exercice : division euclidienne de 1224 par 13, de —127 par 11 et de —2359 par —3 7

f @
Pour chaque entier relatif m > 2, il existe un entier K > 1, des nombres premiers
p1 < p2 < --- < pg et des nombres entiers strictement positifs nq,---,nk tels que
K
m = H [
k=1

De plus, un tel vecteur (K,py,---,pk,n1,--,nk), réalisant la décomposition de m en

produit de facteurs premiers, est unique.
N (Décomposition en facteurs premiers} /
( P

Soient n et k deux entiers strictements positifs. Alors, on a

nk = Pged(n, k) x PPCM(n, k)

8.2. Dénombrement

8.2.1. Ensembles finis

D

Un ensemble F est fini si, et seulement s'il existe un entier n > 1 et une bijection
f :A{l,---,n} — E. Dans ce cas, cet entier n est unique. On l'appelle cardinal (ou
nombre d'éléments) de l'ensemble E et on le note Card(E).
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Remarque: on convient que 1'ensemble vide est fini et que Card(2) = 0.

’ ®)
Soient E et F' deux ensembles finis tels que Card (f) = Card (E) et soit f : B — F

une application. Alors, on a

f est injective <= f est surjective <= f est bijective.

, ®)

Soient F et F' deux eensembles. Si F est fini et s'il existe une bijection f : £ — F,
alors l'ensemble F' est fini et on a

Card (F') = Card (F).

Soit E un ensemble fini. Alors, tout sous-ensemble F' de E est fini et on a
Card (F) < Card (FE)

avec égalité si, et seulement si /' = FE.

| J/

P
Une partie non vide P de N est finie si, et suelement si ettle est majorée. ?

Si P est une partie finie de N, il existe une bijection strictement croissante f :
{1,---,Card (P)} — P et une seule.

8.2.2. Opérations sur les ensembles finis, dénombrement

P
Soient F et I’ des ensembles finis. Alors, ?

L'ensemble P(F) des parties de E est un ensemble fini, de cardinal
Card (P(E)) = 2°2rdE),

L'ensemble Bij(FE) des bijections f : E — E (des permutations de F) est un ensemble fini,
de cardinal
Card (Bij(E)) = Card (E)!
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Le produit E x F' est un ensemble fini, de cardinal
Card (F x F) = card(F) x Card (F)
L'ensemble F¥ = F(E, F) des applications fE — F est un ensemble fini, de cardinal
Card (FF) = Card (F)“d®),
Les ensembles F U F' et E N F sont finis et vérifient
Card (EUF) = Card (E) 4 card(F) — Card (ENF).

En particulier, si E U F' est une réunion disjointe (c'est a dire si E N F = &), que 1'on note
(rarement ) E'II F', on a

Card (E1I F) = Card (F) + Card (F).

Remarque: Si Eq, Es, - - -, E, sont des sous-ensembles d'un ensemble F, disjoints deux a deux,
on a

| | Ex=Card (EyU---UE,) = Card (E\)+---+ Card (E,) = Y Card (Ej).

1<k<n 1<k<n

’ ®)

Soit F un ensemble de cardinal n et F un ensemble de cardinal p < n. Alors, il existe

exactement
n!

(n —p)!

injections f : E — F' (resp. arrangements de p éléments choisis parmi n).

p._
b

| J/

, ®)

Soit F un ensemble cardinal n € N. Alors, pour 0 < p < n, il existe exactement

(n) _ . n!
P " pl(n —p)!

parties de F ayant p éléments (resp. combinaisons de p éléments choisis parmi n).

| J/




Structures algébriques 105

Soient (n,p) € N2 tels que 0 < p < n. Alors, on a

() =("0)

Pour chaque entier n € N, on a

et, pour 0 < p < n,ona

1
Triangle de Pascal <n) + ( " ) = (n + )
P p+1 p+1

| J/

Remarque: Si E est un ensemble de cardinale n, on a

n . n
Card(P(E)) Osksn o

nb de sous ensembles a p éléments de E

9. Structures algebriques

9.1. Groupes
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9.1.1. Généralités

’ ©

Un ensemble G muni d'une opération interne x forme un groupe si, et seulement si,
les cing propriétés suivantes sont satisfaites.

i) L'ensemble G n'est pas vide :
da € G.

ii) L'opération * est interne a G :
Y(z,y) € G2, xxyestdéfini et zxye G
iii) L'opération * admet un élément neutre, noté e, dans G :
Jee G: Ve € G, exr=Trke=c¢e
iv) Chaque élément de 1'ensemble G admet un inverse pour la loi x :
Vr € G, JyeG: TxY=yYxr=ce
v) L'opération * est associative dans G :

Y(z,y,2) € G°, (xxy)*xz=x*(yx*z2)

D
Un groupe (G, *) est dit commutatif (ou abélien) si, et seulement si, L'opération * est
commutative dans G :
Y(z,y) € G2, THY=Y*x

Remarque: En ce qui concerne les groupes, on utilise essentiellement deux notations. La loi *,
I'élément x x y, 1'élément neutre, l'inverse de x et x x x % - - - x & sont notés :
—_—

n fois

Pour la notation additive : respectivement +, z + y, 0, —x et nx.

Pour la notation multiplicative (utilisée en particulier pour les groupes non-commutatifs) :
respectivement x, zy, 1, x~1 et 2.

Ezemples. (C,+), (C*, x), ({f I —=1:f bijection},o), (R™, +), (Gln(R), ><)

Remarque: Dans un groupe (G, %), 1'élément neutre e est unique et 1'inverse pour * de chaque
vecteur x est unique.
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9.1.2. Sous-groupes

D
Un sous-groupe d'un groupe (G, %) est un groupe (H, ®) inclus dans G dont la loi ®
est la restriction a H de la loi ® de G.

Remarque: pour simplifier, un sous-groupe H de G est un groupe plus petit que H (au sens
de l'inclusion), muni de la méme opération (de la méme structure).

Remarque: Prouver que H est un groupe est beaucoup trop bourrin via les propriétés i) a v)
alors que c'est sans douleur via les sous-groupes.

P
Soit (G, ) un groupe. Alors ({e}, %) et (G, *) sont deux sous-groupes de (G, x). ?

( P
Si H est un sous-groupe de (G, *), alors H contient 1'élément neutre e de G pour la
loi *.

|

f ®)
Un ensemble H forme un sous-groupe d'un groupe (G, *) si, et seulement si H # &,
H C G et si
Y(z,y) € H?, rxy '€ H,

c'est-a~dire si H est stable par la loi * et par passage a l'inverse

V(z,y) € H?, rxy € H
Ve e H, rleH

Exercice : Prouver que (Z,+) et que ({z € C: 2™ =1}, x) sont des groupes (n € N*).

9.1.3. Morphismes de groupes
Un morphisme des groupes (G, ) et (H,®) est une application f : G — H vérifiant

V(z,y) € G, flaxy) = flz)® f(y).

D
un morphisme de groupe f : (G,*) — (H,®) est un isomorphisme de groupes si, et
seulement si f : G — H est bijective.

Remarque: Dans le cas précédent, on dit alors que les groupes (G, x) et (H, ®) sont isomorphes.
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|

P
Si f: (G,x) = (H,®) est un isomorphisme, alors, sa bijection réciproque f=! :
(H,®) — (G, ) en est également un.
®
Soit f : (G,*) — (H,®) un morphisme de groupes. Alors, 1'ensemble
Ker f:={x € G: f(z)=en}
est un sous groupe de (G, ), appelé noyau du morphisme de groupes f.
®)

Soit f : (G,*) — (H,®) un morphisme de groupes. Alors, 1'ensemble

Imf :={f(z): x € G}

est un sous groupe de (H, ®), appelé image du morphisme de groupes f.

|

9.2. Anneaux (unitaires)
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9.2.1. Généralités

’ ©)

Un ensemble A muni de deux opérations internes + et x forme un anneau (unitaire)
si, et seulement si, les dix propriétés suivantes sont satisfaites.
i) L'ensemble A n'est pas vide :
Ja € A.

ii) L'opération + est interne a A :
Y(z,y) € A%, x+yestdéfini et z+yeA
iii) L'opération + admet un élément neutre, noté 0, dans A :
e A: Ve € E, O+z=2x+0==x
iv) Chaque élément de 1'ensemble A admet un inverse (opposé) pour la loi + :
Vx € A, Jye A: r+y=0=y+z
v) L'opération + est associative dans A :
V(z,y,2) € A%, (z+y)+tz=z+(y+2)
vi) L'opération + est commutative dans A :
Y(z,y) € A2 r+y=y+z
vii) L'opération x est distributive sur 1'opération + dans A :
V(z,y,2) € A3, X (y+z)=zxyt+xxz e (y+z)Xxrx=yxz+zXxXu.
viii) L'opération X est interne a A :
Y(z,y) € A2, xXyestdéfini et zxyeA
ix) L'opération x admet un élément neutre non nul dans A, noté 1 (Anneau unitaire):
dle A, différent de O : Vr € A, zxl=1xz=z.
x) L'opération x est associative dans A

Y(z,y,z) € A3, (zxy)xz=x X (yxz)
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Un anneau (A, +, X) est commutatif si, et seulement si,
xi) L'opération X est commutative dans A :

Y(z,y) € A2, TXY=YyXx

| J/

Exemples. (C,+, x), (R,+, X), (Q, +, x), (’J"(I, R), +, x), (Mn(]R), +, x), L(E,+,0)...
Remarque: Si (A,+, X) est un anneau, alors (A4, +) est un groupe commutatif. A fortiori,
1'élément neutre 0 est unique, de méme que l'inverse pour x (l'opposé) de chaque vecteur z,

qui est noté —x. L'élément neutre 1 pour la loi x est également unique.

9.2.2. Sous-anneau

D
Un sous-anneau d'un anneau (A, +, X) est un anneau (B, %, ®) inclus dans A dont les

lois % et ® sont les restrictions & B des lois + et x de A.

Remarque: pour simplifier, un sous-anneau B de A est un anneau plus petit que A (au sens
de l'inclusion), muni des mémes opérations (de la méme structure).

Remarque: Prouver que A est un anneau est beaucoup trop bourrin via les propriétés i) a x)
alors que c'est sans douleur via les sous-anneaux.

P
Si B est un sous-anneau de (A, +, x), alors B contient les éléments neutres 0 et 1 de
A pour les lois + et x.
i ®)
Un ensemble B forme un sous-anneau d'un anneau (A, +, X) si, et seulement si
B # 2, BC Aetsi
Y(z,y) € B2, r—y€B et zXxy€B,
c'est-a~dire si B est stable pour les lois x et 4 ainsi que par passage a 1'opposé
Y(z,y) € B2, rxy€eB
V(z,y) € B?, r+yeB
Vx € B, —xr€eB

Exercice : Prouver que (Z,+, X) est un anneau.
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9.2.3. Propriétés

Identité algebrique

(a et b éléments d'un anneau (A, +, x) vérifiant ab = ba} T

VneN, a"—b"=(a—b)Y a"'b"F

(Egalité fondamentale de l'algébre)

Remarque: cette égalité est vraie pour n = 0 avec la convention selon laquelle a® = b =1 et
selon laquelle une somme vide est nulle.

Binome de Newton

(a et b éléments d'un anneau (A, +, x) vérifiant ab = ba\ T

Vn e N, (a+Db)" Z ()kbnk

0<k<n

(Binéme de Newton }

Remarque: cette égalité est vraie pour n = 0 avec la convention selon laquelle a® = b =1 et
selon laquelle une somme vide est nulle.

Distributivité et sommes

Soient A un anneau, n € N*, a € A et (by,---,b,) € A", alors, on a

o Y bp=albi byt by) = (aby +aby - aby) = Y aby

1<k<n 1<k<n

d bk |a=(l14by+ - +bp)a=(brat+ba+-- +bya)= > ba
1<k<n 1<k<n

Double distributivité

Soient A un anneau, (m,n) un couple d'entiers strictements positifs, (aq,---,a,,) € A™ et
(b1,---,b,) € A™. alors, on a

Zakx Zbgzz akZbg:Z Zakbg

1<k<m 1<e<n 1<k<m 1<e<n 1<k<m \1<0<n
——
C Cc

On a également
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Soient A un anneau, (m,n) un couple d'entiers strictements positifs, (ay,---,a,,) €
A™ et (by,---,by) € A™. alors, on a

ST ak)= Y [ an

1<kSm \1</4<n 1<i<n \1<k<m

J

\.

Remarque: cette propriété est également une conséquence de la propriété, plus g'enérale, de
Fubini.

i ®)
soit (G, +) un groupe commutatif. Soient (n,p) un couple d'entiers positifs et soient
(ak,¢) une famille d'éléments de G avec 1 < k < m et 1 < ¢ < n. Alors,

m n n m
E ag.L = § E Ak = E E A0

1<k<m k=1 (=1 =1 k=1
1<l<n
. (Théoréme de Fubini (triangle)) /
’ ®

soit (G, +) un groupe commutatif, soient (n,p) un couple d'entiers positifs et soient
(ak,¢) une famille d'éléments de G. Alors,

n k n o n
E g0 = Q¢
> (Théoréme de Fubini) g

9.3. Corps
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9.5.1. Définition

’ ©

Un ensemble K muni de deux opérations + et x forme un corps si, et seulement si, les
onze propriétés suivantes sont satisfaites.

i) L'ensemble K n'est pas vide :

da € K.

ii) L'opération + est interne a K :
Y(a,b) € K2, a+bestdéfini et a+beK
iii) L'opération + admet un élément neutre, noté 0, dans K :
0 eK: Va € K, O+a=a+0=a
iv) Chaque élément de 1'ensemble K admet un inverse pour la loi + :
Va € K, dbekK: a+b=0=b+a
v) L'opération + est associative dans K :
V(a,b,c) € K3, (a+b)+c=a+(b+c)
vi) L'opération + est commutative dans K :
V(a,b) € K2, a+b=b+a
vii) L'opération x est distributive sur 1'opération + dans K :
Y(a,b,c) € K?, ax(b+c)=axbt+axc et (b+c)Xxa=bxa+cXa.
viii) L'opération X est interne a K :
Y(a,b) € K2, axbest défini et axbekK
ix) L'opération x admet un élément neutre non nul dans K, noté 1 :
J1 e K, différent de O : Va € K, ax1l=1xa=a.
x) Chaque élément non nul de K est inversible pour X :
Va € K, différent de 0, dJbeK: axb=bxa=1.
xi) L'opération x est associative dans K

Y(a,b,c) € K?, (axb)xc=ax(bxc)
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D
Un corps (K, +, X) est commutatif si, et seulement si, xii) L'opération x est com-
mutative dans K :
V(a,b) € K?, axb=bxa
Ezxemples. (C, 4+, x), (R, 4+, xX) et (Q,+, X) sont des corps commutatifs.
Remarque: Un corps est un anneau dans lequel tout élément non nul admet un inverse.
9.3.2. Sous-corps
D

Un sous-corps d'un corps (K, 4, x) est un corps (L, *, ®) inclus dans K dont les lois x
et ® sont les restrictions a L des lois 4+ et x de K.

Remarque: pour simplifier, un sous-corps L de K est un corps plus petit que K (au sens de
l'inclusion), muni des mémes opérations (de la méme structure).

Remarque: Prouver que L est un corps est beaucoup trop bourrin via les propriétés i) a xi)
alors que c'est sans douleur via les sous-corps.

P
Si L est un sous-corps de (K, +, x), alors L contient les éléments neutres 0 et 1 de K

pour les lois + et Xx.

, ®)

Un ensemble L forme un sous-corps d'un corps (K, +, x) si, et seulement si L # &,
L C K et si L est stable pour les lois + et x.

Y(z,y) € B, r+y€eB
Y(z,y) € B2, rxy€EB

Exercice : prouver que Q[i] := {a + ib: (a,b) € Q*} est un sous corps de (C, +, x).

Remarque: Un sous-anneau d'un corps (K, 4, X) est un corps.
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9.4. Algébres

, ®

Un ensemble A muni de deux opérations internes + et x et d'une opération externe -
sur un corps K forme une algebre (A, +, -, X) si, et seulement si,

i) L'ensemble A muni des lois + et x forme un anneau (A, +, x).
ii) L'ensemble A muni des lois + et - forme un K-espace vectoriel (A, +, ).

iii) Mobilité du scalaire :

VAEK, V(z,y) € A% Az xy)=(Ax)xy=xx(\y).

| J/

Ezemple. L(E,+,-, x) et K[X], l'ensemble des polynémes coefficients dans K, sont des algébres sur le corps
K.

10. Polynémes

Dans tout ce chapitre, le symbole K désigne le corps K = R ou le corps K = C.

10.1. Polynomes a une indeterminée

10.1.1. Généralités

Espace vectoriel des polynomes K[ X]|

( D
On appelle polynome a coefficients dans K toute suite P = (a,)nen d'éléments du
corps K telle que l'ensemble {n € N : u,, # 0} soit fini.

|

( P

L'ensemble K[X] des polynémes (d'indeterminée X) a coefficients dans K, muni de
l'addition 4 et de la multiplication externe . des suites, est un sous espace vectoriel de
(KN, +,.).

|

Pour chaque entier n, on note X" le polynéme

X" ;:{0’...,071707...707...}
n

et 1'on convient que X° = 1.

| J/
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La famille { X"}, cn est une base de 1'espace vectoriel K[X] et pour tout polynoéme
P = (ak)keN de K[X], on a
P=>) aXx*
k=0

|

®

J/

Remarque: on rappelle que la suite (ax)ren et la somme précédentes ne contiennent qu'un
nombre fini de termes non nuls. Ainsi, pour chaque polynéme P, il existe un entier N > 0 et

des nombres (ag, -+, ay) € KNt (uniques) tels que
N
P=>) aXx"
k=0

Algébre commutative des polyndémes K[X]

Pour chaque polyndme P = 7 ap X" de K[X] et chaque scalaire A € K, le
polynéme \.P est défini par

oo

AP =Y (Aap)X".
k=0

Etant donnés P = Y72 darX* et Q = > 12 by Xy, dans K[X], le polynéme P + Q est
défini par

P+ Q = Z(ak —+ bk)Xk

k=0
et le polynéme P x ) est défini par
0o k
PxQ:=> aX" avec VEEN, cp= >  amby=) abr_s.
k=0 m+n=k £=0

D)

L'ensemble (K[X], 4+, -, x) forme une K-algebre commutative.

|

Degré d'un polyndome

Le degré d'un polynéme P = (a,)nen non nul de K[X] est le nombre
deg(P) := sup{n € N : a,, # 0}.

Par convention, le polynéme nul est noté 0 et son degré est deg(0) := —oo.

|

D)
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Soit P =3 72, un polynéme non nul de degré D = deg(P). Alors, on a

D
P = Zaka
k=0

Le nombre ap est appelé coefficient du monéme dominant apX? du polynéme P.

| J/

D
On dit qu'un polynéme P non nul est unitaire (ou normalisé) si, et seulement si le
coefficient de son monome dominant est égal a 1.

Exemple. X3 +2X + 7 et (X + 1)1337 sont des polynoémes unitaires. Le polynéme 7X3 4 1 n'en est pas un,
car son monéme dominant est 7X3.

’ ®)

Soient P et (Q deux polyndémes non nuls de K[X]|. Alors, on a

deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).

Pour chaque A € K*, on a
deg(AP) = deg(P).

Si P+Q+#0,0na
deg(P + Q) < max { deg(P), deg(Q)}-

Si de plus, deg(P) # deg(Q), on a

deg(P + Q) = max{deg(P),deg(Q)}

| J/

Espace vectoriel des polynomes K, [X]

’ D

Pour chaque entier n > 0, on note K,,[X] le sous-espace vectoriel de K[X]| constitué
par les polynoémes de degré inférieur a n.

K, [X] := Vectg (1, X, X2,---, X™).

P
Pour chaque entier n > 0, on a dim K,,[X] =n + 1. ?
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P
Si la famille (Py)o<k<n de polynémes de K[X| est échelonnée en degré (i.e. vérifiant
deg(Py;) = k pour 0 < k < n), alors c'est une base de K,,[X].

Dérivation

i D
Pour chaque polynome P = Y77 ap X" de K[X], on définit le polynoéme dérivé P’ de
K[X] par
P =) kapXp—1 =Y (n+1)an X"
k=1

n=0

Si P est un polynome de degré strictement positif, alors
deg(P') = deg(P) — 1.
Si P est de degré inférieur ou égal a 0, alors, on a

deg(P') = 0.

’ ®

L'application P +— P’ est un endomorphisme surjectif de K[X], non-injectif. En
particulier, on a

VO p) €K%, V(PQ) eKIXT?, (AP +pQ) = AP+ uQ’
V(P,Q) eK[X]?, (PQ) =PQ+PQ.

- {P et () deux polyndémes a coefficients dans K) T
> (n) — ™\ ptk) o(n—k).
Yn>0, (PQ) > (k;)P Q
0<k<n
. (

LFormule de Leibniz pour les polynémes}

10.2. Fonctions polynomiales
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Fonctions polynomiales

f D
Soit A un anneau contenant K. La fonction polyndémiale associée sur A au polyndéme
P = Zév:o ar X* & coefficients dans K est 1'application
P:A— A
x — Z apx’
0<k<N

Remarque: En ce qui nous concerne, les fonctions polyndmiales étudiées le seront quasiment
toujours pour A = K.

Remarque: bien que les expressions de P et de P soient semblables, ce sont des objets
fondamentalements distincts : le polynome P est une suite de coefficients avec lesquels on
fait du calcul formel alors que P est une application, dont les propriétés sont tres fortement
liées a l'anneau A : par exemple, on pourra considérer des polynomes de matrices pour
A =M, (K), des polynémes d'endomorphismes pour A = L(F), des polynémes d'applications
pour A = F(I,K) ou des fonctions polynémes pour A = K.

’ ®

Soit Fp l'ensemble des fonctions polyndémes sur K. Alors, 1'application

(K[X]ﬂ_F’.’ X) —> (§p7+7,7 X)
P P

est un isomorphisme d'espace vectoriels et d'anneaux (i.e. d'algebres).

| J/

Remarque: la fonction polynomiale P sera, par abus de notation, trés souvent notée P. A
vous de faire la différence

Substitution

Soit A un anneau contenant K et soit a € A. Alors, 1'application

(K[X],+,, x) = (A, +, -, X)
P — P(a)

est un morphisme d'espace vectoriels et d'anneaux (i.e d'algebres).

| J/

Remarque: En particulier, quand on applique ce morphise d'anneau pour a € A & un polynoéme
P, on dit qu'on substitue a a l'indeterminée X. Comme c'est un morphisme d'espace vectoriel
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et d'anneau (d'algebre), cette opération conserve les égalités polyndémiales. Ainsi, on a

P=Q = VYaecd, Pl)=Qq(a).

Pour a € A, anneau contenant K, 'application

(K[X],+, -, x) = (A, +, -, x)
P P(a)

est un morphisme d'espace vectoriels (et d'anneaux).

| J/

Zéros d'un polynome.

i )
: 1'équation algebrique (polynomiale) associée a un polynéme P = fozo ap X" est
'équation P(x) = 0, c'est a dire

(10.1) Z apz® =0,

d'inconnue z variant dans un anneau A contenant K.

| J/

D
Un zéro (ou une racine) d'un polynéme P = Zszo ap X" a coefficients dans K est un
nombre a € K tel que P(a) = 0, i. e. une solution de 1'équation algebrique (10.1).

, ®

Soit P € K[X] un polynéme et a € K 1'une de ses racines. Alors, la multiplicité de «
en temps que racine de P est le plus grand entier n > 1 pour lequel il existe R € K[X]
tel que

P=(X-a)"R.

C'est aussi le plus grand entier n > 1 pour lequel on a

( P(a) =0,
P'(a) =0,
| P V(a) =0
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10.3. Arithmétique et polynomes

Multiples et diviseurs

D
Un multiple P d'un polynéme @ € K[X] est le produit de ) par un poylnéme
R € K[X].
P est un multiple de @ <= 3JReK[X]|: P =QR.
i )
Un polynéme @ est un diviseur d'un polynéme P € K[X] si et seulement si P est un
multiple du polynéme Q.
Q est un diviseur de P <= dJReK[X]|: P=QR.
Auquel cas, on note Q|P.

Remarque: L'ensemble des diviseurs du polynéme 0 est K[X], le polynome 0 est le seul multiple
de 0 et P est un multiple (resp. diviseur) de @ si, et seulement si

VA € K*, AP est un multiple (resp. diviseur) de Q.
Si @ est un diviseur d'un polynéme P # 0, on a forcément 0 < deg(Q) < deg(P).

Division euclidienne

- (P et D # 0 polynomes a coefficients dans K) T

Il existe un unique couple de polynomes @) (le quotient) et R (le reste) tels que

P=QD+ R et deg(R) < deg(D).

(Division euclidienne)

Pour a € K, le reste de la division euclidienne d'un polynéme P € K[X] par le
polynéme X — « est la constante P(«).

P
Un polynéme P € K[X] est divisible par X — « si, et seulement si le nombre « est
une racine de P.
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PGCD et PPCM

D
Le PGCD (plus grand diviseur commun) de deux polynémes P et () non nuls est le
polyndéme unitaire, divisant P et @, de plus haut degré. On le note PGCD(P, Q).

D
Le PPCM (plus petit commun multiple) de deux polynémes non nuls P et ) est le

polynéme unitaire, multiple de P et @, de plus petit degré. On le note PPCM(P, Q).

Remarque (Algorythme d'Euclie) : pour calculer le PGCD de deux polynémes, on peut utiliser
'algorythme suivant : Si ) et R sont le quotient et le reste de la division euclidienne du
polynome P par le polynéme D, on a

P=QD+ R  avec deg(R) < deg(D)
et en particulier, on en déduit que

PGCD(P, D) = PGCD(D, R),

le PGCD de droite étant plus facile a calculer puisque le polynéome R est de plus petit degré
que le polynéme P.

Polynomes premiers entre eux.

On dit que deux polyndémes P et () sont premiers entre eux, si et seulement si leur
PGCD est 1.

N (w))

(P et () deux polyndémes non nul)

Si D divise PQ et si le polyndme D est premier avec P, alors D divise Q.

-

(Théoreme de Gauss)

Si le polynome P est premier avec () et avec R, alors, le polynéme P est premier
avec QR.

—®

Polynomes irreductibles

Un polynéme non nul P € K[X] est dit irreductible dans le corps L si ses seuls
diviseurs @@ € L[X] sont de degré 0 ou de degré deg P. Dans le cas contraire, on dit
que le polynéome P est réductible.

R (w)|

Remarque: Un polynéme P de K[X] est réductible dans L si, et seulement si

3(Q, R) € K[X]?, avec deg(Q) = 1et degR >1tel que P = QR.
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10.3.1. Polynomes scindés

Théoréeme fondamental

T
Tout polyndéme non constant admet au moins une racine dans C.

(Théoréme de d'Alembert—Gauss)

( P
Les polynoémes irréductibles dans C (resp. dans R) sont les polynémes de degré 0 et 1
(et les polynomes de degré 2 de discriminant A < 0).

|

( N > : )
p (P polyndéme non constant a coefficients dans K ] @
Il existe un nombre a € K*, un entier K > 1, des polyndémes unitaires Py, Ps, -, Pg
irréductibles sur K et des nombres entiers strictement positifs ny,---,ng tels que

K
P=a]] P
k=1

De plus, un tel vecteur (o, K, Py, -, Px,ny,---,nk), réalisant la décomposition de P
en produit de facteurs irreductibles, est unique.

. (Décomposition en facteurs irréductibles}

Remarque: Décomposer les polynémes non nuls P et () en produits de facteurs irréductibles
permet de calculer leur PGCD (comme pour les nombres entiers). On en déduit leur PPCM
car il existe une constante A € K* telle que

PQ = PGCD(P,Q)PPCM(P, Q).

D
On dit qu'un polynéme P € K[X] est scindé sur le corps K si, et seulement si on

peut 1'écrire comme un produit de polynémes de K[X] de degré 1, c'est a dire si toutes

ses racines appartiennent au corps K.

i ®)
Tous les polyndémes de C[X] sont scindés sur C. Soit P € C[X], un polyndéme de
degré n et de coefficient dominant «, le polynéme P admet des racines z1,---, 2, de

multiplicité respective ny,---,n,. Alors, on a

P=a« H (X — zp)"-.

1<k<p
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P
[ Un polynéme non nul de C,,[X] admet au plus n racines distinctes dans C. ?

P
[ Si P € C[X] admet au moins n + 1 racines distinctes alors P = 0. ?

Relations coefficients-racines

i ®)
Etant donné un polynéme scindé P = ZOS f<n @6X k de degré n > 1 et et de racines
21, ,%p, ON &

an [[ X-2)=P= > a;X*=P

1<k<n 0<k<n

En développant le produit de droite, on obtient alors les relations coefficients-racines :

Gnp—-1
E Zp = —
Qn,

1<k<n
Ap—2
ZZ'Z]‘:
— (¢7%)
1<i<j<n
w7 = (—1)pin=e 1<p<
anzz"'zzp—(_) a (1<p<n)
1<i <ig < <ip<n n
ago
n
2122".2"’7,:(_1) —_
an,
. J

Remarque: a 1'aide de ces relations, on peut aussi calculer des sommes du type

S @) (=,

1<k<n
Exercice : Notant a, b, ¢ et d les racines du polynéome X* 4+ X3 + X2 + X + 1, calculer
a* +b* + 2+ d° et a® + b + ¢ + d°.
Exercice : Notant a, b et ¢ les racines du polynéme X3 + 2X?2 4 3X + 4, calculer la somme

1 1 1

b

de deux manieres diferentes.



Pour chaque entier n > 1, on a

n—1
X" 1= H <X _ eZwik/n) )
k=0

(Racines nie™ de 1'unité)

11. Espaces vectoriels

Dans tout ce chapitre, le symbole K désigne le corps K = R ou le corps K = C.

11.1. Espaces vectoriels

11.1.1. Définition

Soit E/ un ensemble muni d'une loi externe K x E — [, notée . et d'une loi interne, notée +.
Alors, (E,+,.) est un espace vectoriel sur le corps (K, +, X) si, et seulement si

i) L'ensemble E n'est pas vide :
E # .

ii) L'opération + est une loi interne de E :
Y(z,y) € E?, r+yestdéfini et z+yeFE
iii) L'opération 4+ admet un élément neutre, noté 0, dans E :
d0e FE: Vo e B, Ot+xz=a2+0=2
iv) Chaque élément de 1'ensemble E' admet un inverse pour la loi + :
Ve e E, Jye E: r+y=0=y+zx
v) L'opération + est associative dans E :
V(z,y,2) € B3, (x+y)+z=2+ (y+2)
vi) L'opération + est commutative dans E :
V(z,y) € E*,  aty=y+ua
vii) L'opération . est une loi externe de F :
VA e K, Ve € B, Az est défini et Axr e FE
viii) L' élément neutre 1 pour la multiplication de K est neutre pour la loi externe. :

Ve e E, l.x = x.
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ix) L'opération . est associative dans F
V(A p) € K2, Vo e E, (A x p).z = A (p.x).
x) L'opération . est distributive sur l'opération + dans F :

VAeK,  V(x,y) € E? Mz 4y) = o+ Ay
V(A p) € K2, Vo € E, AN+ p)z=A\z+ px

Remarque 1 : Un tel ensemble sera appelé plus simplement un K-espace vectoriel.

Remarque 2 : En bref, (F,+,.) est un K-espace vectoriel si, et seulement si : (F,+) est un
groupe commutatif muni d'une loi externe . sur K, associative et distributive sur +.

Ezxemple. R est un R-espace vectoriel et C est un C-espace vectoriel .

Remarque 3 : Les éléments d'un K-espace vectoriel E sont appelés * " vecteurs" alors que les
éléments du corps K sont appelés * “scalaires''. Ne pas mélanger.

Remarque 4 : Pour simplifier, un espace vectoriel est un ensemble E plutot sympathique dont
les éléments peuvent étre ajoutés ou multipliés par un élément de K.

Remarque 5 : un espace vectoriel contient au moins un élément : 1'élément neutre Og.
Remarque 6 : pour simplifier les notations, on écrira Az a la place de A.z.

11.1.2. Propriétés

Dans toute la suite de ce chapitre, F designe un K-espace vectoriel.

Elément neutre de E

Dans un K-espace vectoriel E, 1'élément neutre 0g pour 1'addition + est unique (car 1'élément
neutre du groupe (E, +) est unique).

Opposés uniques dans E.

Dans un K-espace vectoriel F, chaque vecteur x admet un unique opposé y vérifiant

Cet opposé unique, qui est égal a (—1).x, est noté —x et permet de définir une soustraction
dans F en posant
V(z,2') € E?, v —x:=1 + (—2).

Produit exterieur nul

Pour A\e Ket z € E, on a
Ax=0<= A=0g oux=0g.

Le produit d'un scalaire par un vecteur est nul si, et seulement si le scalaire est nul ou le
vecteur est nul.
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Stabilité par combinaisons linéaires

Soient n > 1 un entier, (A1, -+, ;) € K™ des scalaires et (z1, -, x,) € E™ des vecteurs.
Alors, la quantité

Z)\kxk = )\1.1'1 + )\Q.IQ + -+ )\n.xn,
k=1

est appelée une combinaison linéaire des vecteurs xz1,-- -, x, a coefficients dans K.
Un K-espace vectoriel est stable par combinaison linéaires (a coefficients dans K).
Ainsi,

Yn =1, Y, -, \) €K Y(z1,---,2,) € E", > Xeax € E.
k=1

FEspaces vectoriels complexes

Tout espace vectoriel sur C est également un espace vectoriel sur R.

Exemple. C est un espace vectoriel sur R ou sur C.

FEspaces vectoriels produits

Soient (E,+,.) et (F,+,.) deux K espaces vectoriels. Alors, on punit l'ensemble E x F
d'une structure de K-espace vectoriel en posant

V(z,y) e ExF, V@' y)eExF, (z,y)+ @ y)=@+ay+y),
VA e K, V(z,y) € E X F, A(z,y) = (A, Ay).

Exemple. Pour n > 1, K™ est un K-espace vectoriel et C" est un R-espace vectoriel.

FEspaces vectoriels de fonctions

Soient A un ensemble et (E,+,.) un K-espace vectoriel.Alors, 1'ensemble F(A, E) des
fonctions f : A — E forme un K-espace vectoriel si on le muni des lois + et . définies
par

f+9g:A—FE
Y(f,g) € F(A, E)?, f + g est 'application définie par
z = f(z)+g(z)

AN A= FE
VA e K, VfeTF(AE), A.f est l'application définie par
= A\ f(x)

Remarque: En particulier, on a
vee A,  (f+g)(e):=[f(2)+g(@) et (Af)(x):=Af(2).
Remarque: Le zéro de 1'espace vectoriel F(A, E') est noté 0, c'est l'application nulle

0:A— F
1‘*—)0E.
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11.2. Sous-espaces vectoriels

11.2.1. Caractérisation

Un sous-espace vectoriel d'un K-espace vectoriel (E, +, ) est un espace vectoriel F inclus
dans FE tels que les lois de F' soient la restriction a F' des lois de FE.

Remarque: pour simplifier, un sous-espace vectoriel ' de F est un espace vectoriel plus petit
que E (au sens de l'inclusion), muni des mémes opérations (de la méme structure).

Remarque: Prouver que F' est un espace vectoriel est beaucoup trop bourrin via les propriétés
i) a x) alors que c'est sans douleur via les sous-espaces vectoriels.

P
Soit E un K-espace vectoriel. Alors {0} et E sont deux sous-espaces vectoriels de E.
( P
Si F' est un sous-espace vectoriel de F, alors F' contient Og.
f ®)
Un ensemble F' forme un sous-espace vectoriel d'un K-espace vectoriel E si, et seule-
ment si F' # &, F C E et si F est stable par combinaisons linéaires (a coefficients dans
K) , autrement dit
Y\ p) eK?  V(z,y) €F?, Az+pyceF,
c'est-a-dire stable par addition et par la multiplication exterieure
V(z,y) € F2, r+yerlF
Vie K, Vx € E, AxeF

Ezxzemple. Pour chaque intervalle I, 1'ensemble C(I,K) des fonctions continues f : I — K forme un K- espace
vectoriel.

Pourver que 1'ensemble des solutions complexes sur R de 1'équation différentielle
2y + Arctan(z)y’ +y =0

forme un C-espace vectoriel.
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11.2.2. Intersection et espace vectoriel engendré

, )

Soient I un ensemble et {F;};c; des sous espaces d'un K-espace vectoriel E. Alors,
l'intersection N;cr F; est également un sous-espace vectoriel de E.

Remarque: 1'intersection de sous-espaces vectoriels de E est un sous-espace vectoriel

de E.

| J/

’ ®)

Soit E un K-espace vectoriel. Alors, le (sous)-espace vectoriel (de F) engendré
par une partie A C FE est le plus petit sous-espace vectoriel de E (pour l'inclusion)
contenant A. Cet espace vectoriel est noté Vect(A) ou (A) et on a

Vect(A) = N F.
Fsevde E
ACF

’ ®

Soient n € N* et E un K-espace vectoriel. Alors, le sous-espace vectoriel de F
engendré par une partie finie {z1,---z,} de F est

Vect ({z1,- -+, xn}) == Z Aokt (A1, -, An) € K™

1<k<n

’ ®)

Soient E un K-espace vectoriel. Alors, le sous-espace vectoriel de E engendré par une
partie A de E est

Vect(A) :==14 Y Mg :n €N' (A, A) €K™, (21, 2p) € A™

1<k<n

| J/

Remarque: Si E est un K espace vectoriel, le sous espace vectoriel engendré par une partie A
de FE est l'ensemble des combinaisons linéaires a coefficients dans K qu'il est possible de
former avec les éléments de A.
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11.2.3. Somme d'espaces vectoriels

Soient E un K-espace vectoriel. Alors, la somme de deux sous-espaces vectoriels F' et G de
FE est I'ensemble
F+G:={z+y:x€F,yecG}

| ®)

La somme F' + G est le sous espace vectoriel de F engendré par F et G.
F + G = Vect(F UG).

En particulier, c'est un espace vectoriel.

| J/

Soit E un K-espace vectoriel. On dit que la somme F' + GG de deux sous--espaces vectoriels
F et G de E est directe, et on la note alors F' @ G si, et seulement si F NG = {0}.

Méthode classique pour prouver que F & G

On prend z dans F N G et on se débrouille pour montrer que = = 0.
Cela montre que F NG C {0} et comme FNG est un EV, on a {0} C FNG et
on en déduit donc que FNG = {0}

Soient F un K-espace vectoriel. On dit que deux sous--espaces vectoriels F' et G de F sont
supplémentaires (dans F) si, et seulement si £ = F @ G, c'est-a-dire si

E=F+G et FNG={0}.

Remarque: Décomposer un espace vectoriel en deux espaces supplémentaires, ca peut servir
a carractériser simplement certaines applications (symétries, projections, involutions, rota-
tions...), qui laissent des espaces vectoriels globalement invariants.

Méthode classique pour prouver que F = F + G

1) On montre que F' + G C E. C'est facile, il suffit de montrer que F' C E et que G C E.
2) On montre que £ C F 4+ G : on prend z dans F et on cherche y € F et z € G tels que
x =1y + z. Il suffit de trouver le bon y puisque z = x — y est déterminé

par le choir de x et de y.

Montrer que 1'ensemble G' de fonctions constantes sur R et que 1'ensemble F' des fonctions
f : R — C vérifiant f(0) = 0 sont deux C-espaces vectoriels. Sont-ils en somme directe ?

Quelle est leur somme ?

11.3. Applications linéaires

Dans cette section F, I’ et GG désignent des K-espaces vectoriels.

11.8.1. Addition et multiplication externe
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Definition

Soient F et F' deux K-espaces vectoriels. Une application f : F — F est linéaire si,
et seulement si

Vp) €K? V(zy) € B fAa+py) =Af(x)+pfy)

FExemples. les homothéties, symétries, projections, rotations, les applications
C([0,1],R) = R
F(R,C) — C (0,1}, R) CH(R) — CO(R) R? — R3

1
f s £(0) fw/0 f(@)de fos f (@) = (,2+9)

Méthode classique pour prouver que f: E — F' est linéaire

1) On commence par s'assurer (rapidement) que E et F' sont bien des espaces vectoriels et
que f: E — F est une application.
2) On prend (A, u) dans K? ainsi que (z,y) dans E?, on calcule f(Ar + uy) ainsi que
M (x) + nf(y) al'aide de la définition de f et on essaye de montrer

que ces deux quantités sont égales.

Vocabulaire

Soit E et F' deux espaces vectoriels et f : E — F une application linéaire. Alors,
f est un morphisme d'espaces vectoriels (elle conserve la structure d'espace vectoriel).
f est unendomorphisme (d'espaces vectoriels) si, et seulement si £ = F.

f est un isomorphisme (d'espaces vectoriels) si, et seulement si f : E — F est bijective. Dans
ce cas, on dit que les espaces F et F' sont isomorphes

f est un automorphisme (d'espace vectoriel) si, et seulement si £ = F et si f: E — FE est
bijective. Autrement dit, si f est un endomorphisme et un isomorphisme.

f est uneforme linéaire si, et seulement si F' = K.

o 0:EF—F o o 0:F— F .
FEzxemple. L'application nulle est linéaire, 1'application nulle est un endomorphisme
x— 0p z+— 0
) . dg:E—=E )
et l'identité . est un automorphisme de F.
T

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels. Alors, I'ensemble L(E, F') des applications linéaires
f : E — F forme un K-espace vectoriel, s'il est muni de l'addition et de la multiplication
externe des applications.

Remarque: L'espace vectoriel £(FE, E) des endomorphismes f : E — E est noté L(E).

11.3.2. Composition

Soient F, F, GG des K-espaces vectoriels. Alors, la composée go f : E — G de deux
applications linéaires f: E — F et g : F' — G est une application linéaire .

P
: Soit F, F' deux espaces vectoriels et f : E — F une application linéaire bijective (un

isomorphisme). Alors, sa bijection réciproque f~!: F — E est linéaire.
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P
Soit E' un K-espace vectoriel. Alors, 1'ensemble GI(E) des automorphismes de E est

un groupe (non-commutatif), si on le munit de la composition des applications, appelé
groupe linéaire de F.

Remarque: 1'élément neutre du groupe non commutatif (Gl(E), o) est l'identité Idg.

Remarque: la loi de composition peut intéragir avec la loi + et la loi . des applications. Ainsi,
pour les applications linéaires, elle est distributive sur la loi +

Y(f,g) € L(F,G)?,  YhecL(G,H), ho(f+g)=hof+hog.
Vhe L(H,F),  Y(f.g)€L(F,G)? (f+g)oh=foh+goh.

Pour les applications linéaires, elle commute avec la loi . ainsi
VAeK, VfeL(E,F), Vgel(F.G), Agof=(Ag)of=go(Af)
Soit £ un K-espace vectoriel et u € £(E). Alors, on note u° := Idg et, on pose

Vn € N*, u" :=uouowuo---ou.

~
n fOiS

De plus, si u est inversible, i.e bijective, on pose

Vn € N*, u_n:(u")_ly_lou_lou_lo~~-ou_1.
n fois
(u et v endomorphismes vérifiant uov =v o u) T
n _ Y k. n—k
Vn € N, (u+ov)" = Z (k)u ov™ 7.

0<k<n

(binome de Newton)

11.3.3. Noyau et image

Image réciproque

Soit f : E — F une application linéaire. Pour chaque sous-espace vectoriel F/ de F', 1'image
réciproque f~1(F’) de F’ par f est un sous-espace vectoriel de E.

Noyau.

Soit f : E'— F un morphisme d'espaces vectoriels (une application linéaire). Alors, le noyau
de f est l'espace vectoriel défini par

Ker(f) :={z € E: f(x) =0p}
Remarque: Déterminer le noyau d'une application linéaire u, c¢'est résoudre 1'équation

u(z) = 0.

: . e iR =R’
Exercice : Déterminer le noyau de 1'application )
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Injectivité
Soit f : E — F une application linéaire. Alors,

f est injective <= Ker(f) = {0}.

Remarque: pour étudier si une application linéaire est injective, un excellent reflexe est de
regarder son noyau Ker f.

: . R? — R? L
Exercice : Prouver que 1'application est injective .
(ZIZ’,y) = (le'—l—y,.'lj _y>

Image

f ®)
Soit f € L(E, F). Pour chaque sous-espace vectoriel E’ de F, l'image f(E’) est un

sous-espace vectoriel de F'.

Pour f € L(E, F'), on note Im(f) l'espace vectoriel défini par

Im(f) := f(E) = {f(2) : x € E}.

\. J

Surjectivité

Soit f € L(E, F). Alors,

f est surjective <= Im(f) = F.

|

Remarque: déterminer le noyau (l'injectivité) d'une application linéaire est en général beau-
coup plus facile que détarminer son image (sa surjectivité). La dimension des espaces vecto-
riels, que nous introduirons plus tard, va nous permettre de déterminer l'image (la surjectivité)

BEAUCOUP plus facilement.

R? — R?

Exercice : Déterminer l'image de la forme linéaire .
(,y,2) = (x =y, y — 2,2 — x)

Fquation linéaire avec second membre u(xz) =b

’ ®
Soit uw € L(E, F), soit b € F et soit S := {x € E : u(x) = b} 'ensemble solution de

'équation u(z) = b. Alors, deux cas se produisent :
Sib¢Im (u), alors S =9 .
)

Si b € Im(u), alors il existe au moins une solution xg € E de l'équation u(xg) = b et
alors

S =ux¢+Ker(u) ={zo+y:y € Ker(u)} = {zo+y:u(y) =0}.
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11.3.4. homothétie, projecteurs, symétries
Homothétie

Soit ' un K-espace vectoriel. Alors, 1'homothétie (vectorielle) de E de rapport A # 0 est
I'automorphisme h) = Aldg de l'espace F, c'est a dire 1'application définie par

h)\ZE—>E
T AT

Remarque: la bijection réciproque de 1'homothétie AIdg est 1'homothétie A~'1d.

Remarque: une propriété remarquable des homothéties vectorielles est qu'elles commutent
avec tous les endomorphismes de E. Autrement dit,

En particulier, on peut utiliser le binéme de Newton pour les homothéties.

Projecteurs

Soit £ un K-espaces vectoriels et soient F' et G deux sous espaces vectoriels supplémentaires
de E (i.e. tels que E = F & G). Alors, p € L(E) est un projecteur sur F' parallelement a G
si, et seulement si,
Ve € F, p(x) =x et Yy € G, p(y) = 0.
Remarque 1. Si p est un projecteur de E sur F' parallelement a GG, on a
F = Ker (p) et G = Im(p) = Ker (p — Idg).
Ainsi, 1'image de p est 1'espace vectoriels G des vecteurs invariants par p et on a

E = Ker (p) ® Im(p) = Ker (p) @ Ker (p — Idg).

Remarque 2. Pour un projecteur p € £L(E), la donnée des ensembles Ker (p) et Im(p)
determinent compétement p sur tout l'espace E. En effet,

VeeE, pl)=p( y + 2 )=pl)+pi) =z
~ ~~ ~
€Ker(p) €lm(p) 0 z

ou x =y + z est I'unique décomposition de = dans E = Ker (p) & Im(p).

Soit E un K-espace vectoriel et p € L(F) un endomorphisme. Alors,

p est un projecteur de £ <= pop=np.

|

Remarque 3. Un projecteur n'est pas bijectif, sauf dans les cas extremement particuliers ou
onap=Idg ou E = {0}.

R? — R?
Prouver que 1'application N / 4 — 2y y — 290\ est un projecteur. Quel est son




Symétries

Soit E' un K-espaces vectoriels et soient F' et G deux sous espaces vectoriels supplémentaires
de F (i.e. tels que E = F @ G). Alors, s € L(F) est une symétrie par rapport a F' suivant la
direction G si, et seulement si,

Vx € F, s(x) == et Yy € G, s(y) = —v.

P
Toutes les symétries de E sont des automorphismes. ?

Remarque 1. Si s € L(E) est une symétrie par rapport a F' parallelement & G, on a
F =Ker (s —Idg) etG = Ker (s + Idg).

Autrement dit, F' est 1'espace des vecteurs invariants par la symétrie et la direction G est
'espace des vecteurs qui sont transformés en leur opposé par s. De plus, on a

E =Ker(s —Idg) @ Ker(s + Idg).

Remarque 2. Pour une symétrie s € L(F), la donnée des ensembles Ker (s — Idg) et
Ker (s + Idg) determinent compétement s sur tout l'espace E. En effet,

Ve € E, s(z)y=s( y + z )=s(y)+s(z) =y —z,
€Ker(s-1d) €Ker(s+1d) Y —z

ol =y + z est I'unique décomposition de = dans E = Ker (s — Idg) ® Ker (s + Idg).

Soit E un K-espace vectoriel et s € L(E) un endomorphisme. Alors,

s est une symétrie de £ <= sos=Idg.

R? — R?,
Prouver que l'application

3x —4y —3y — 4x) est une symeétrie. Selon quelle

direction ? Par rapport a quel espace ?
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12. Espaces vectoriels de dimension finie
Dans tout ce chapitre, le symbole K désigne le corps K = R ou le corps K = C.
12.1. Familles de vecteurs

Rappel. Une combinaison linéaire des n vecteurs xi,---,x, de E a coefficients dans K est
une somme de la forme

(12.1) Z AT = ANX1 4+ AoZo + -+ -+ A,
1<k<n
ou A1, -+, A, sont des scalaires, i.e. des éléments du corps K.

Remarque: Soit F' un K espace vectoriel. L'image par une application linéaire u : £ — F
d'une combinaison linéaire de n vecteurs de F a coefficients dans K est une combinaison
linéaire de n vecteurs de F' a coefficients dans K. En particulier, 'image de (12.1) par u est

Z Apu(zr) = Mu(zr) + Aau(ze) + -+ + Apul(zy,).

1<k<n

12.1.1. Famille libre

, ®

Une famille (z1,x9, -+, x,) de vecteurs d'un K-espace vectoriel F est dite libre (ou
linéairement indépendante) si, et seulement si

V(AL -+, An) € K™, > Mae=0 = (A1, A) =(0,0,-+-,0)

Autrement dit, une famille de vecteurs est libre si, et seulement si, la seule combinaison
linéaire nulle faite avec ces vecteurs est la combinaison linéaire dont tous les coefficients
sont nuls.

’ )

Une relation de dépendance linéaire de la famille (z1,x2,- -, x,) de vecteurs est une
relation du type

Z )\kl‘k:o avec ()\17>\27"';>\n)7&(0707"';0)-

1<k<n

, ®

Soit F := (z1,z2, -, x,) une famille de vecteurs d'un K-espace vectoriel E. Alors,

La famille J est liée <= La famille ¥ admet une relation de dépendance linéaire

<= La famille J n'est pas libre
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Remarque. On dit qu'une famille infinie de vecteur est libre si, et seulement si, chacune de
ses sous-familles finie de vecteurs est libre

Prouver que la famille de fonctions (z +— e*®),¢cr est libre.

P
L'image d'une famille libre de F par une application linéaire injective f : F — F est
une famille libre de F’
12.1.2. Famille génératrice
f ®)
Une famille finie (eq,---,e,) de vecteurs d'un K-espace vectoriel E est dite généra-
trice si, et seulement si £ = Vect({el, e ,en}), c'est a dire si et seulement si
Vz € E, (A1, A) €K™ r= Y e
1<k<n
Remarque: Si E = Vect({e1,---,e,}) on dit aussi que la famille (e1,---,e,) engendre ou
génére l'espace vectoriel F.
f D
Une famille (éventuellement infinie) (e;);c; de vecteurs d'un K-espace vectoriel E
est dite génératrice si, et seulement si chaque vecteur = de E peut s'écrire comme une
combinaison linéaire (finie) des vecteurs (e;);cr
Ve € E, 3 un ensemble fini J C I et 3 des scalaires (\j);jes tels que z = Z Aje;.
JjeJ
Ezemple. La famille constitué des vecteurs (1,0,0), (0,1,0) et (0,0,1) engendrent R3.
f ®)

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et soit (e;);c; une famille génératrice de E.
Alors, une application linéaire u € L(FE, F) est entierement déterminée par la donnée
des images

u(e;) (1€ 1)

des vecteurs (e;);es par l'application w.

| J/
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’ ®)
Soient E et F' deux K-espaces vectoriels. Deux applications linéaires (u,v) € L(E, F)
sont identiques si, et seulement si elles coincident sur une famille génératrice de E.

Autrement dit

3 famille génératrice (e;);csr de E telle que Vi € I, wu(e;) =v(e;)) <= u=w.

Remarque: 1'interet d'avoir une famille génératrice (e, -, e,) est qu'il suffit de démontrer n
égalités simples u(e1) = v(ey), -, u(e,) = v(e,) pour prouver que u = v, au lieu de prouver

1'égalité compliquée u(z) = v(z) pour tous les z € E.

P
L'image d'une famille génératrice de E par une application linéaire surjective f : £ —
F' est une famille génératrice de F'.
12.1.3. bases
D
Une famille de vecteurs d'un K-espace vectoriel E est une base si, et seulement si,
elle est libre et génératrice.
f ®)
Soit ' un K-espace vectoriel. Alors,
(e1,-+,ey) est une base de F <= Vx € FE, (A1, An) = Z AL€k.
1<k<n
Les nombres (A1, -+, A,,) sont alors appelés coordonnées (ou composantes) du vecteur x
dans la base (e1,- -, ey).

Exzemple. Le K-'espace vectoriel K™ est muni d'une base "canonique" (qui s'introduit naturellement) : la famille
(e1,- -, en) constituée par les vecteurs définis par

vie {1, ---,n}, e; :=(0,---,0, 1 ,0,---,0).
i
Exzemple. {1} est la base "canonique" du R-espace vectoriel R et du C-espace vectoriel C. La famille {1,4} est
la base canonique du R-espace vectoriel C.

P
L'image d'une base de E par une application linéaire bijective f : £ — F est une

base de F'.
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- ({61, .-+, en} base d'un K-espace vecoriel E avec n > 1) @)

Pour chaque éléments f1,---, f, d'un K-espace vectoriel F', il existe une unique
application linéaire u € L(F, F') telle que

Vk€{1,~~~,n}, u(el):fl

| J/

Remarque: Soit (x1,---,x,) une famille de vecteurs d'un K-espace vectoriel E et soit
f € LK™, E) l'application linéaire définie par

f:K"— E,
(12.2) A dn) = ) Ay

1<k<n

Alors, I'image de f est le sous-espace vectoriel

Im(f) = Vect(zq, -+, z,) = Z Mg 2 (A, Ap) € K
1<k<n
de E engendré par la famille (x1,---,z,) et le noyau de f est 1'ensemble

Ker (f) =< (M, ) €K™t Y Mg =0
des coefficients associés a 0 et aux relations de dépendance linéaire des (z1,- -, z,).

la famille (x1,---,x,) est libre <= l'application (12.2) est injective
la famille (x1,---,x,) est génératrice <= l'application (12.2) est surjective

la famille (x1,---,x,) est une base <= l'application (12.2) est bijective

12.2. Espaces vectoriels de dimension finie

12.2.1. Dimenson d'un espace vectoriel

Un K-espace vectoriel E est de dimension finie si, et seulement s'il contient une
famille génératrice finie.

P
Si un espace F contient une famille libre de m éléments et une famille génératrice de

n éléments, alors on a m < n.
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Une conséquence de cette propriété est que :

FE est un espace vectoriel de dimension infinie < F contient une famille libre infinie.

(8 = (e1, - €,) famille libre d'un K-espace vectoriel F, engendré par une famille F = (fy, - - (T n)

On peut compléter la famile € avec des vecteurs de la famille F' pour obtenir une
base B = {e1, -, €m,da, 98, gxn} de l'espace E.

(Théoréme de la base incompléte)

Remarque: en particulier, les bases existent et on sait comment en construire.

p (E K-espace vectoriel engendré par une famille ﬁnie) @

Il existe un unique nombre entier positif ou nul, noté Dimg (FE) et appelé dimension
de E (sur le corps K), tel que

Dimg (F) = nombre d'éléments de toutes les bases (d'une base) de E
= nombre d'éléments de la plus petite (en cardinal) famille génératrice de E

= nombre d'éléments de la plus grande (en cardianl) famille libre de E

| J/

Remarque: Le théoréme précédent ne s'applique pas a l'espace vectoriel {0}, qui par convention
sera dit de dimension 0.

dim R(R) = 1, dim (C((C) =1 et dim R((C) = 2%

’ ®

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1 et soit F := {ey,---,e,} une
famille de vecteurs de E. Alors,

J est une famille libre <= J est une famille génératrice <= J est une base

- (E K-espace vectoriel de dimension finie n > 1) @

L'espace vectoriel E est isomorphe avec K”. Plus précisément , pour chaque base
g =1{e1, --,e,} de E, l'application

(A1, An) = Z AK€k

1<k<n

est un isomorphisme d'espaces vectoriels.

| J/
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Remarque: le théoreme précédent affirme que :

1) tous les K-espaces vectoriels de méme dimension n > 1 ont la m me structure.

2) plutot que de travailler dans un espace théorique E, on peut fixer une base et travailler
dans l'espace K™ avec les coordonnées.

3) Le choix de la base détermine 1'isomorphisme.

( T
Deux espaces vectoriels de dimension finie sont isomorphes si, et seulement s'ils ont
meéme dimension.

|

- (E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension ﬁnie) @

L'espace vectoriel E X F' est de dimension finie et

Si{ei,---,en} et {f1,---, fp} sont des bases respectives de E et F, alors E x F admet
pour base la famille {(e1,0), - (e,,0), (0, f1), -+, (0, fp).

| J/

Remarque: pour n € N*, on a

dim g (R") = n, dim ¢(C") =n et dim xg(C") = 2n.

Un étudiant qui écrit Dimg(E x F) = Dimg(FE) x Dimg (F') devra prier dix fois tous les
soirs pendant une semaine la déesse des mathématiques de bien vouloir le pardonner...

Remarque: Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1, muni d'une base
{e1,-+-,en}, soit F un K-espace vectoriel de dimension finie p > 1, muni d'une base
{f1,--, fp} et soit u € L(E, F) une application linéaire. Alors, pour chaque vecteur

T = Z Aker = Arer + -+ Apep

1<k<n
de 1'espace vectoriel E, on a

u(z) = Z Aiei | = Z Aiu(e),

1<ign 1<i<n

=A1e1 + -+ Apep = Auler) + -+ Mulen)

Or, pour chaque entier ¢ € {1,---,n}, le vecteur u(e;) se décompose sur la base {f1,---, fp}
de maniere unique. Ainsi, il existe (a; j)i1<j<p tel que

(12.1) ule) = Y aijfi=airfi+ -+ ainfa

NN
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Et on a alors

w(@)= Y N D aifi= Y > Naigfi= Y | D Naig | fi
1<i<n 1<<p 1<i<n 1< <p 1<j<p \1<i<n

g

M

Remarque: C'est cette propiété ainsi que le théoreme suivant pour définir la matrice d'une
application linéaire un peu plus loin dans le cours.

Remarque: Pour chaque (7,5) € {1,---n}x{1,---,p}, on note g; ; I'unique application linéaire
uniquement déterminée par

(122) Vk € {1, e 7n}’ gi,j(ek) = { fj s i:k7

= 0 sinon

Alors, on déduit de 1'identité

u(x) = Z Z Niaijfj = Z Z a;,jgi. ()

1gysp Isisn 1<j<p 1<ikn

que l'application u satisfait 1'identité fonctionnelle

u = E Qi,595,55

1<i<n
1<i<p

pour les coefficients {a; ;} 1<i<n définis par (12.1).
1<y<p

- (E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension ﬁnie) @

L'espace vectoriel L(FE, F') est de dimension
dim g L(E, F) = dim g(F) x dim g(F) = np.

Si{e1,---,en} et {f1, -+, fp} sont des bases respectives de E et F, la famille {g; ;} 1<i<n
1<ssp
définie par (12.2) forme une base de L(E, F).

\. J

Remarque: L'application linéaire g; ; est définie apr
gij(Arer + -+ Apen) = Aif;

C'est une "sorte de projection" (ce n'en est pas une) de l'espace E sur la droite Vect(f;)...
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- (E K-espace vectoriel muni d'une base {eg, - - - ,en}} @

Pour chaque entier 1 < k£ < n, on note f; la forme linéaire définie par

gr - B — K
x:)\161+"'+)\nen'_>>\k

Alors, la famille {f1,---, f,} forme une base de l'espace vectoriel £L(F,K) des formes
linéaires sur E. Ainsi, on a

vaL(E7K)’ f: Z f(ek)gk:-

1<k<n

| J/

Remarque: Les formes linéaires les plus utiles sont les formes linéaires sur K™. Une application
f K" — K est linéaire si, et seulement si, il existe (ay,---,a,) € K" tels que

v('xh'"?xn) EK”? f(xla"'7xn) = Z apTE = a1x1 + -+ apy.

1<k<n

Les formes linéaires interviennet particulierrement dans les systemes d'équations linéaires de
plusieurs inconnues.

Remarque: Une forme linéaire v : £ — K non nulle est surjective.
Remarque: Si F est de dimension finie n, on appelle hyperplan de F tou t espace vectoriel
du type Ker (u) ou u : E — K est une forme linéaire non nulle. Un hyperplan de E = K" est
ainsi un ensemble du type

{(z1, -, xn) € K" : a121 + agze + - - + anxy, = 0},

ou (ay,--+,a,) # (0,-+-+,0) est un n-uplet d'éléments de K.

12.2.2. Dimension d'un sous-espace vectoriel

| ®)

Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n > 0 et soit F' un sous-espace
vectoriel de E. Alors, F' est un espace vectoriel de dimension finie et

(ﬁHlK(FU <(ﬁH1K(ED.

De plus, on a
F’ZZE7¢:$>dhn,K(FU::(ﬁan(ED.

| J/

Remarque: Pour prouver que deux ensembles E et F' sont égaux, on procede en général par
double inclusion mais pour les espaces vectoriels, on utilise plutot la méthode suivante :
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Pour prouver deux espaces vectoriels F et I’ sont egaux
1) Prouver que F' C E (cela implique que dim g (F') < dim g(E)).

2) Prouver 1'égalité des dimensions ou établir que dim g(F) > dim g(F)=:n.
Par exemple, en exhibant une famille libre comportant n éléments de F.

| ®

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Le rang d'une famille {x1,---,z,}
de vecteurs de E est la dimension de 1'espace qu'ils engendrent

rg({z1, -+, 2n}) = dim g Vect({z1, -+, z,}).

C'est le nombre d'éléments de la plus grande sous famille libre de la famille {z1,---,z,}.

| J/

,—(F et GG sous espaces, en somme directe, d'un espace vectoriel de dimension finie

dim K(F D G) = dim K(F) + dim K(G)

p {E K-espace vectoriel de dimension ﬁnie) T

Pour chaque sous-espace vectoriel F' de E, il existe au moins un espace vectoriel G
supplémentaire de F' dans FE, i.e. tel que £ = F & G.

|

Remarque: A part lorsque F' = FE ou F' = {0}, il existe méme une infinité d'espaces vectoriels
G tels quie £ = F & G.

F et G deux sous-espaces d'un espace vectoriel de dimension finie

12.2.3. Rang d'une application linéaire

p (u : EF — F application linéaire) @

Si E est un espace vectoriel de dimension finie, alors Im(u) est un sous-espace
vectoriel de dimension finie de F' et

dim F = dim Ker (u) + dim Im(u).

. (Théoréme du rang) /

Remarque. Pour chaque supplémentaire E’ de l'espace Ker (u) dans E, i. e. tel que E =
E'®Ker (u), la restriction u : B — E” de l'application v : E — F a E" au départ et & Im(u)
a l'arrivée est un isomorphisme.
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Soit w : E — F une application linéaire d'image Im(u) de dimension finie. Alors,
on appelle rang de l'application linéaire u, et on note rg(u) la dimension de son espace
image

rg(u) := dim Im(u).

Soit E et F' deux K espaces vectoriels de méme dimension finie n > 1 et soit
u € L(E, F) une application linéaire. Alors,

u est un isomorphisme <= rg(u) = n

Soit F et I' deux K espaces vectoriels de méme dimension finie n > 1 et soit
u € L(FE, F) une application linéaire. Alors,

u est bijective <= u est injective <= u est surjective

( P
On ne change pas le rang d'une application linéaire v : F' — G de rang finin > 1 en
composant a gauche ou/et a droite par un isomorphisme. Autrement dit, si v : £ — F
et w: G — H sont des isomorphismes, les applications linéaires vowu, wowv et ovow sont
de rang n.

|

13. Calcul Matriciel

Dans tout ce chapitre, le symbole K désigne le corps K = R ou le corps K = C et les lettres
n et p désignent deux entiers strictement positifs.

13.1. Opérations algébriques sur les matrices
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13.1.1. Matrices a n lignes et p colonnes

’ ©

Soient n > 1letp > 1 deux entiers. Une matrice, a n lignes et a p colonnes,

d'éléments de K est une famille a = (a;;)1<i<n € K" déléments de K, qui sera
1<isp
représenté sous la forme

ai1 ai 2 000 aip
21 Q22 ... Q2p .
A= (a;;)igign = i i n lignes
1K< . .
an,1 Gp2 ... Qnpp
A ~~ J
p colonnes

L'ensemble des matrices, a n lignes et a p colonnes, d'éléments de K est noté M, ,(K).

| J/

Remarque: Les matrices, a n lignes et a 1 colonne, d'éléments de K sont appelés des vecteurs
colonnes a n lignes/composants.

Remarque: Les matrices, a n lignes et a n colonnes, d'éléments de K sont appelés matrices
carrées, de taille n, d'éléments de K. Par convention, on note M,,(K) = M,, ,,(K).

13.1.2. Addition des matrices

’ ©
Etant données deux matrices A = (a; ;) 1<i<n €t B = (b; j) 1<i<n de M, ,(K), on note
1<isp 1<isp
A + B la matrice de M,, ,,(K) définie par
a1, + b1 S a1p + b1y
A+ B = (i +bij)igicn = : ai j + bi j
Qp, 1 -+ bn,l e Qp.p + bn7p

P
L'ensemble M,, ,(K) muni de l'addition des matrices + forme un groupe commutatif.
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13.1.8. Multiplication externe des matrices

' )
Etant données une matrice A = (a;;)1<i<» et un nombre A € K, on note A\.A la
1<j<p
matrice de M,, ,(K) définie par
)\CL171 500 )\al,p
AA = (Aai)1gion = L Aagy

Ap1 .. Aanyp

’ ®)

L'ensemble M,, ,(K) muni de l'addition + et de la multiplication externe . des
matrices forme un espace vectoriel de dimension

dim M, ,(K) = np,

muni de la base canonique constituée par les matrices définies par

o ... ... 0
Vi € {17"'7”}7 VJE {17"'7p}7 Ei,j = 14t
0O ... ... 0
13.1.4. Produit Matriciel
f ®)

Soient m, n et p trois entiers strictement positifs. Etant données deux matrices
A = (aij) € My n(K) et B = (b ) € M, ,(K), alors le produit (non commutatif)
de la matrice B par la matrice A est la matrice A X B = (¢; 1) de M, ,(K) définie par

Ax B = Z ai,jbj,k

1<5<n
N————
Cik 1<i<m
1<k
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Remarque: le nombre de colonnes de A DOIT étre égal au nombre de lignes de B, sinon, le
produit A x B n'a aucun sens. On remarque que 1 <i<m, 1 <j<net 1 <k<p.

Remarque: pour effectuer rapidement un produit de deux matrices, je vous recommande la
construction mentale suivante :

(m, n, p et ¢ nombres entiers strictements positifs) T

VA e M, »(K), VBeM,,(K), VCeM,,,K), (AxB)xC=Ax(BxC).

(associativité du produit matriciel)
( ; ; )
’ {1, n et p nombres entiers strictement positifs J @

V(A ) € K2 V(A B) € Myn(K)?, VC eM,,(K), (M+ uB)C =)\AC + uBC.
De méme, on a

Y\ p) € K2 VY(A,B) € M, ,(K)?, VO € Mpa(K), CAA+uB)=\CA+ uCB.

. (bilinéarité du produit matriciel) /

(m, n et p nombres entiers strictement positifs) P

VAEK, VAEMun(K), VBEM,,(K), (A)B=A\B)=IAB.

(Loi du scalaire mobile}

13.1.5. Transposition

D
Soient n et p deux entiers strictement positifs. Alors, la transposée d'une matrice

A= (CLZ'J') 1<i<n de Mn,p(K) est la matrice tA o= (ajﬂ-) 1<i<p de Mp,n(K).
1<g 1<5<

ISP I

Remarque: plus visuellement, la transposée de la matrice

a1 Q12 ... Q1p
azi1 Q22 ... QA2p )
A= (a;;)igicn = _ _ n lignes
1<jisp . .
n1 Qp2 ... Qpp

g

p colonnes
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est la matrice obtenue par symétrie de la matrice A par rapport a sa diagonale principale

ai1 a21 ... Qpl
. aiz a2 R 7o) )
A= (aj;)1<i<r = ) ) p lignes
T 1<6<y . .
1p G@2p ... App
n colonnes

Les lignes deviennent colonnes et réciproquement les colonnes deviennent des lignes.
1 4

E:Bemple.t<}l ? 2):(2 5>.
3 6

, )

Soient m, n et p des entiers strictements positifs. Alors,

VA € M, »(K), ttA) = A. (Involution).
V(A p) € K2, Y(A, B) € M. (K)?, "AA4puB) = XA+ !B (linéarité)
VA € M, n(K), VBeM,r(K), ' AB)="'B'A.

13.1.6. Matrices carrées

Remarque: on rappelle que 1'ensemble M,,(K) des matrices carrées de taille n, muni des
opérations + et -, forme un K-espace vectoriel.

’ ®

Soit n € N*. Alors, 'addition et le produit matriciel est une loi interne a M,, (K).
autrement dit :

VA e M, (K), VB e M,(K), A x B € M,,(K).

| J/

Remarque: la transposée d'une matrice carrée de taille n est une matrice carrée de taille n.
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’ O,

Pour chaque entier n > 1, on note I,, la matrice contenant des 0 partout sauf sur sa
diagonale principale (qui va du coin en haut & gauche au coin en bas a droite) ou elle
comporte des 1. Autrement dit :

1 0 .. (IR
0 - 0
L= : -, "o, "o n lignes
0 1 0
0 0 1/ )

n colonnes

, )

Pour chaque entier n > 1, la matrice I,, est 1'élément neutre pour le produit matriciel
dans M,,(K). Autrement dit :

Vn > 1, VA € M, (K), I, x A=AxI, = A.

| ®

Soit n € N*. Une matrice A € M,,(K) est dite inversible si, et seulement si, il existe
une matrice B € M, (K) telle que

AxB=BxA=1,

Une telle matrice B est unique : on la note A~! et on 1'appelle matrice inverse de la
matrice A.

| J/

P
Pour n € N*, L'ensemble des matrices inversibles M € ¢M,,(K), qui est noté Gi,,(K),

forme un groupe pour le produit matriciel x, appelé groupe linéaire.

Identité algébrique

(A et B matrices carrées de méme taille vérifiant AB = BA) T
n—1
Vn>0, A"—B"=(A-B)) A'B"'°F
k=0

Remarque: cette égalité est vraie pour n = 0 avec la convention selon laquelle A° = B? = I,
et selon laquelle une somme vide est nulle.
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(A et B matrices carrées de méme taille vérifiant AB = BA) T
n
Vn >0 A+ B)" = AFBrF,
nzo. rpr= ¥ (})
0<k<n

(Binéme de Newton)

Remarque. Pour A € K, la matrice AI,, commute avec toutes les matrices carrées de taille n.

13.1.7. Matrices diagonales et triangulaires

’ D

Soit n € N*. Une matrice M € ,(K) est dite diagonale si ses coefficients, qui ne

sont pas sur la diagonale principale, sont nuls. Ainsi, une matrice A = (a; ;) 1<i<n est
1<j<n
diagonale si, et seulement si,

Z%] — aid':o.

Le produit de deux matrices diagonales est une matrice diagonale.

V(A, B) € M, (K)?, A et B sont diagonales = AB est diagonale

Exercice : Montrer que 1'ensemble des matrices carrées diagonales de taille n est un espace
vectoriel et déterminer sa dimension.

P
Une matrice diagonale est inversible si, et seulement si, ses termes diagonaux sont
tous non nuls.
f ®)
Soit n € N*. Une matrice M € M, (K) est dite triangulaire supérieure (resp.
inférieure) si ses coefficients en dessous de la diagonale principale (resp. au dessus)
sont tous nuls. Ainsi, une matrice A = (a; ;) 1<i<n est triangulaire supérieure (resp.
1<j<n
inférieure) si, et seulement si,
i>j (resp. i <j) = a;; =0.
P

Le produit de deux matrices triangulaires supérieures (resp. inférieures) est une
matrice triangulaire supérieure (resp. inférieure).
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P
Une matrice est triangulaire supérieure si, et seulement si sa transposée est triangu-

laire inférieure.

Exercice : Montrer que 1'ensemble des matrices carrées triangulaires supérieures de taille n
est un espace vectoriel et déterminer sa dimension.

P
Une matrice triangulaire (inférieure ou supérieure) est inversible si, et seulement si
touts ses termes diagonaux sont non nuls.
13.1.8. Matrices symétriques et anti-symétriques
i ©
Soit n € N*. Une matrice M € M,,(K) est dite symétrique (resp. anti-symétrique) si,
et seulement si, elle vérifie
"M =M (resp. 'M = —M).
( P
L'ensemble S des matrices symétriques M € M, (K) et I'ensemble A des matrices
anti-symétriques M € M,,(K) forment deux espaces vectoriels supplémentaires, i.e. qui
vérifient M,,(K) = A& S.
13.1.9. Trace d'une matrice carrée
f ©
Soit n € N*. La trace d'une matrice carré A = (a; ;) 1<i<n d'éléments de K est la
1<j<n
somme de ses coefficients diagonaux (i.e. sur la diagonale principale)
TI‘(A) 50— Z Q.
1<ign
(1 e N*)
1 UASR, T
Tr: M, (K) - K
La trace est une forme linéaire.
A Tr(A)
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Soit n € N*. Alors, on a

Y(A,B) € M,,(K)?,  Tr(AB) = Tr(BA).

13.2. Matrices et applications linéaires

13.2.1. Vecteur

, ®

Soit E un K-espace vectoriel de dimension p muni d'une base & = {e, -, e,}.
Alors, pour chaque vecteur z € E, il existe une unique famille (x;)1<;<p de scalaires
tels que

1<isp

et on lui associe la matrice Mate(x) = (z;)1<i<o € M, 1(K), appelée matrice des
j=1

J
coordonnées du vecteur x dans la base €. De plus, 1'application définie par

E— Mp’l(K)
x — Mate(x)

est un isomorphisme.

Remarque: pour trouver la matrice X de x sur la base € (c'est a dire Mate(x)), il faut
réussir & obtenir la décomposition (13.1) de z et on a alors

Lp

| J/

Exercice : Déterminer la matrice du vecteur (1, 3,2) de R? dans la base € := {(1,1,1),(1,—1,0), (0, 1,

Remarque: parfois, on identifiera les matrices colonnes de M,, 1 (K) avec les vecteurs de l'espace
vectoriel K”. C'est pratique mais il faut savoir que c'est dangereux d'identifier des vecteurs
colonnes a des n-uplets qu'on écrit en ligne...
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13.2.2. Famille de vecteurs

( D
Soit E un K-espace vectoriel de dimension p muni d'une base & = {e1,- -, e} Q
et soit (vq,---,v,) une famille finie de n vecteurs de E. Pour 1 < j < n, on note
Vj = Mate(v;) la matrice des coordonnées du vecteur v; dans la base €. Alors, la
matrice dans la base £ de la famille de vecteurs (v, --,v,) est la matrice a p lignes
et n colonnes
Mate(vy, - v,) = (Vi Vo ... V).

Exercice : Matrice de la famille de vecteurs ((1, 3,2),(3,2,1),(1,-1,1), (4,2, 1)) de R? dans
la base € := {(1,1,1),(1,—-1,0),(0,1,—1)} ?

13.2.3. Application linéaire

f ®)
Soit E un K-espace vectoriel de dimension p muni d'une base € := {e1,---,e,} et soit
F un K-espace vectoriel de dimension n muni d'une base ¥ := {f1,---, f}. Alors, pour
chaque u € L(E, F), il existe une unique famille (a; ;)1<i<n de scalaires tels que
1<isp

vj€{17"'ap}7 u(ej): Z ai,jfi-

1<i<n

Cette famille (a; ;) 1<i<n» définit une unique matrice, appelée matrice de 1'application
1<isp

linéaire u associée aux bases € et F, qui sera notée Mate 5(u). De plus, 'application
définie par
L(EF)— M,,(K)

U +— Matg,g(u)

est un isomorphisme.

| J/

Remarque: la propriété précédente parait ésotérique et inutile. Pourtant elle est fondamentale.
En effet, elle permet de transformer un probleme théorique portant sur des applications
linéaires en probleme calculatoire et concret portant sur des matrices.

Remarque: En bref, le fait de fixer une base € de E et une base F de F' permet d'associer de
maniere UNIQUE a chaque application linéaire v : £ — F' une matrice U de M,, ,(K) et
réciproquement.

Remarque: L'application précédente étant un isomorphisme, on a bien sur

Y(u,v) € L(E, F)?, V(A p) € K2, Mate 5(Au + pv) = \Mate 5(u) + pMate 5(v).

Remarque: Si E est un K espace vectoriel de dimension finie n, muni d'une base &, I'application

u — Mate (u)
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est un isomorphisme, ot Mate (u) désigne la matrice Mate ¢(u) (cela revient & prendre F = E
et F = € dans le cas précédent).

Remarque: Pour bien comprendre et pour calculer correctement la matrice d'une application
linéaire u : F — F dans les bases € et F de E et de F, je vous recommande la présentation
suivante (ce qui est en couleur restera au brouillon) :

Exercice : Déterminer la matrice dans les bases canoniques de R? et R? de l'application
u: R? — R? définie par

V(Ilf,y,Z) €R37 u(£,y,2’) = ($+3y—22,4$—,2)

Méme exercice dans les bases € = {(1,1,1),(1,—1,0),(0,1,-1)} et F = {(1,1),(1,—1)}.

, ®)

Soient F et F' des K-espace vectoriel de dimension finie muni debase € et JF et soit
ue L(E,F). Alors, on a

Ve € E, Mats (u(x)) = Mate 5(u) x Mate(z).

| J/

Remarque: Autrement dit, si X est la matrice des coordonnéees de x € E dans la base &,
si U est la matrice de 1'endomorphisme u dans les bases € et F et si Y est la matrice des
coordonnées de y € F' dans la base J, on a

y=u(zr) =Y =UX.

Remarque: pour schématiser, on a

(u :E— F et v: F — G applications linéaires et &, F et G bases respectives de E, F' et T

Mate g(v o u) = Matg g(v) x Mate 5(u).

(Matrice d'une composée)

Remarque: pour schématiser, on a
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13.2.4. Famille de formes linéaires

’ ©

Soit E un K-espace vectoriel de dimension p muni d'une base € := {e1,---,e,} et soit
(f1," -, fn) une famille finie de n vecteurs formes linéaires de de E. Autrement dit,

Vie{l,---,n}, fi € L(E,K)

Pour 1 < j < n, on note F; := Mate s(f;) la matrice (ligne) de la forme linéaire
fi + F — K dans la base € et la base canonique BC de K. Alors, la matrice dans la base
€ de la famille de formes linéaires (f1,---, f,) est la matrice a n lignes et p colonnes
Fy
Fy
Matg(fl, 200 fn) =
Fn

Exercice : Matrice dans la base & := {(1,1,1,1),(1,1,1,0),(1,1,0,0),(1,0,0,0)} de la
famille de formes linéaires de R*

fri(z,y,2,t) = 20+ 3y — 2 + 1, foi(y,2,t) = y+ 2+t f3:(z,y,2,t) = t.

13.2.5. Matrices de passage

’ 0

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n muni de deux bases A (comme
ancienne) et N (comme nouvelle). Alors, La matrice de passage de la base A a la
base N de l'espace vectoriel E est la matrice de la (nouvelle) base N décomposée sur
(I'ancienne) base A. En particulier, c'est la matrice

Matrice de passage de la base A a la base N de 1'espace vectoriel £ = Maty 41dEg.

’ ®)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n muni de deux bases A et N. alors, on
a
MatA,N X MatN’A =1,
—— ——

MatN—A  Mat.A—N

En particulier, l'inverse de la matrice de passage de la base A a la base N est la matrice
de passage de la base N a la base A.

| J/
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Effet du changement de base sur la matrice d'un vecteur.

’ ®

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n muni de deux bases A et N et soit x
un vecteur de E. alors, on a

Matj\f(af) = MatA’NIdE X Matﬂ(m).
——————
Mat. N — A

| J/

Remarque: Pour schématiser, on a :

Effet du changement de base sur la matrice d'une application linéaire.

, )

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n muni de deux bases &, (ancienne) et
&, (nouvelle), Soit F' un espace vectoriel de dimension finie p muni de deux bases F,
(ancienne) et F,, (nouvelle) et soit u € L(FE, F') une application linéaire. Alors, on a

Matgmgrnu: Matga’gnIdF XMatga,gauX Matgn’gaIdE .
————— —

Mat. F,, — F, Mat. €, — &,

\. J

Remarque: Pour schématiser, on a :

13.3. Opérations élémentaires sur les matrices

13.3.1. Opérations sur les lignes

Addition d'un multiple d'une ligne a une autre ligne

( P
Soient n > 1 et p > 1 des nombres entiers et soit M € M, ,(K) une matrice. Pour
faire 'opération L; <— L; + aLj, c'est a dire pour ajouter a la ligne L; le produit d'un
scalaire @ € K par la ligne L; de la matrice M, il suffit de multiplier la matrice M a
gauche par la matrice

|

Remarque: Pour effecturer l'opération L; < L; + Zj# a;L;, c'est a dire pour ajouter a la
ligne L; une combinaison linéaire des autres lignes, il suffit de multiplier la matrice M a
gauche par la matrice

Remarque: Cette matrice est aussi égale au produit (commutatif) H (In + o E; 5).

Isjsn
J#i
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Multiplication d'une ligne par un scalaire

P
Soient n > 1 et p > 1 des nombres entiers et soit M € M, ,(K) une matrice. Pour

faire 1'opération L; < aL;, c'est a dire pour multiplier la ligne L; par le scalaire a € K,
il suffit de multiplier la matrice M a gauche par la matrice

Multiplication de chaque ligne par un scalaire

Remarque: Pour effectuer simultanément les opérations L; <+ al;(1 < i < n), qui
commuttent, c'est a dire pour multiplier la ligne L; par a; pour 1 < ¢ < n, il suffit de
multiplier la matrice M a gauche par la matrice

aq 0 e 0

I, + Z (a; —1)E;; = Z a; B = O @2
1<i<n 1<i<n PR (|
0 0 o,

FEchange de lignes

P
Soient n > 1 et p > 1 des nombres entiers et soit M € M, ,(K) une matrice. Pour
faire l'opération L; <+ Lj, c'est a dire échanger la ligne L; et la ligne L, il suffit de
multiplier la matrice M a gauche par la matrice
13.3.2. Opérations sur les colonnes
Addition d'un multiple d'une colonne d une autre colonne
i ®

Soient n > 1 et p > 1 des nombres entiers et soit M € M, ,(K) une matrice. Pour
faire 'opération C; < C;+aC}, c'est a dire pour ajouter a la colonne C; le produit d'un
scalaire o € K par la colonne c¢; de la matrice M, il suffit de multiplier la matrice M a
droite par la matrice

| J/

Remarque: Pour effecturer 'opération C; < C; + > i a;Cj, c'est a dire pour ajouter a la
colonne C; une combinaison linéaire des autres colonnes, il suffit de multiplier la matrice M
a droite par la matrice

Remarque: Cette matrice est aussi égale au produit (commutatif) H (In + o E; ;).

1<y<p
PEZ)
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Multiplication de chaque colonne par un scalaire

Remarque: Pour effectuer simultanément les opérations C; + aCi(1 < i < n), qui
commuttent, c'est a dire de multiplier la colonne C; par «; pour 1 < i < n, il suffit de
multiplier la matrice M a droite par la matrice

a1 0 0

I, + Z (041 - I)Ez,z = Z azEz,z = 0 @2
1<i<n 1<i<n .0
0 0 ap

Echange de Colonnes

P
Soient n > 1 et p > 1 des nombres entiers et soit M € Mn,p(K) une matrice. Pour

faire l'opération C; <+ C}, c'est a dire échanger la colonne C; et la colonne C}, il suffit
de multiplier la matrice M a droite par la matrice

13.3.3. Algorythme d'inversion d'une matrice inversible

Remarque: Si la matrice M est inversible, on la transforme en lui appliquant les opérations
élémentaires pour obtenir la matrice identié et la matrice obtenue en faisant subir les mémes
opérations élémentaires (dans le méme ordre) & la matrice unité est la matrice M ! inverse

de M.
In=E,xEp_ 1 x - EyxE;xM = M'=E,xE, X FEyxEjxI,.

13.4. Rang d'une matrice

13.4.1. Définition

, ®

Soient n et p deux nombres entiers stricetement positifs. Alors, le rang d'une matrice
M € M, ,(K) est le rang de la famille constituée par ses colonnes Ci,- - -, C), dans
l'espace vectoriel des colonnes a n lignes M, 1 (K), c'est a dire la dimension de l'espace
vectoriel engendré par cette famille.

Rg(M) = Rg(Cy,---,C,) = DimVect(Ch, - - -, Cp)

| ®)

Soient F et F' des K-espaces vectoriels de dimensionf finie munis des bases £ =
{e1,---,ep} et F, soit u € L(E, F) une application linéaire de matrice U = Mate 5(u).
Alors, on a

rg(U) = rg(u) =rg(ule1), -, u(ep)) = dim Im(u).
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( P
Soit n € N*. alors, une matrice M € M,,(K) est inversible si, et seulement si, elle est
de rang n.

M € M,,(K) est inversible <= rg(M) =n.

( P
Le rang d'une matrice M € M,, ,(K) ne change pas si on la multiplie par une matrice
carrée inversible (de taille n a gauche et de taille p a droite).

|

’ (n et p entiers strictements positifs ) @
VM € M, ,(K),  rg(M)=rg(*M).

Le rang d'une matrice est égal au rang de sa transposée.

| J/

& et p entiers strictements positifs ) ®

VM e M, ,(K), rg(M) < min(n,p).

P
Si une matrice M contient une sous-matrice de rang r, alors rg(M) > r. ?

Une matrice M € M, , est de rang r si et seulement si il existe P € 9l,,(K) et
Q € G1,(K) tel que la matrice J, = (o ;) étant définie par les relations

lsii=j5<r
o =
“J 0 sinon

| J/

Remarque: pour calculer le rang d'une matrice M, on peut la transformer a l'aide des
opérations élémentaires sur les lignes ET les colonnes afin d'obtenir une matrice du type
Jr-. Le rang de la matrice est alors le nombre entier r obtenu pour la matrice de type J,.
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13.5. Systéme d'équations linéaires

D)

Soient n > 1let p > 1 deux entiers et soit A = (a;;)1<i<n € K. Un systéme

1
12 . s 2 e N 7 . . \ . 1Sssp
d'équations linéaires a n équations lignes et a p inconnues, avec second membre, est un

systeme du type
a1 1%1 + a1 2x2 +...+ a1,pTp = bl

a2 1T1 + A22T2 + ...+ A2 pTp = b
(E)

Ap 121 + An2T2 + ...+ Gy pTp = by

Etant données les matrices X := (z;)1<i<p €t B := (b;)1<i<p, Ce systéme peut se mettre
sous la forme matricielle

(E) AX = B.

Le systeme d'équations linéaires homogene associés au systeme E est
1,121 +a12T2 + ... +aypx, =0

(2171 + a22T2 + ...+ a2 Ty =0
(H)

0n,1T1 + An2T2 + ...+ GppTp =0
Ce systeme peut se mettre sous la forme matricielle

(H) AX =0

7

|

T
L'ensemble des solutions Sy du systéme homogene (H), est le noyau de l'endomorphige
¢ : Mp,l(K) — Mp’l(K)

. Ainsi, § est un sous espace vectoriel de M, ; (K), de dimension
X — AX ’

(%) dim 8y = p — rg(A4).

J/

Remarque: le nombre rg(A) est également appelé rang des systemes (H) et (F). On a bien

S

ur
0 < rg(A4) < min(p,n).
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Ce rang represente le nombre de lignes et de colonnes linéairement indépendantes de la matrice
A. En particulier, le rang rg(A) indique le nombre des équations linéaires du systéme qui sont
linéairement indépendantes. On peut alors interpreter (x) comme suit :

nb de libertés N nb d'équations
) R = nb d'inconnues — | o .
des solutions du systéme linéairement indépendantes

T
L'ensemble des solutions 8 du systeéme avec second membre (E) est :
S ={Xo+ X : X €8y} s'il existe Xg € M, 1(K) tel que AXy= B (si B € Im(¢)).
S = @ sinon, c'est-a-dire si B ¢ Im(¢).
’ ©)

Sin =p=rg(A), on dit que les systémes H et E sont de Cramer. Ils admettent alors
chacun une unique solution : 85 = {0} et 8 = {A~!B}. En effet, la matrice A est
alors carrée et inversible (car de rang égal a sa taille) et on a

AX =0<= X =0 et AX =B+« X =A"'B.

. (systéme de Cramer)

Remarque: Lorsque le systeme n'est pas de Cramer et que son ensemble solution est non vide,
il admet une infinité de solutions, qu'il est bon de paramétrer en exprimant les inconnues en
fonctions des libertés du systeme.

Ezxzemple. Résoudre le systeme

c+2y+3z2+4t+5u=0

{m—l—y—l—z—l—t—l—u:O
Sr+4y+3z2+2t+u=0

Remarque (propriété utile) : Soit A une matrice carrée de taille n. Alors A est inversible, si
et seulement si
AX =0«<= X =0.

Remarque: Pour résoudre les systemes, on pourra utiliser la méthode du pivot de Gauss.
Par ailleurs, certains systéemes sont plus faciles et plus rapides a résoudre que d'autres : les
systemes diagonaux et les systemes triangulaires.

13.6. Déterminant d'ordres 2 et 3



Calcul matriciel 163

Déterminant d'une matrice carrée de taille inférieure a 3.

Le déterminant d'une matrice carrée de taille inférieure a 3 est défini par

dét (a) :=a,

L(a b _
det(c d) = ad — bc,

ap a2 as
dét bl b2 b3 = a16263 + a201b3 + agblcg — a3b201 — a2b103 — agbg,CQ.
C1 Co C3

[ ®)
Pour n € {1,2,3}, on a dét(L,) = 1.
=n € {1,2,3} ', @)

V(A, B) € M, (K)?, dét(A x B) = dét(A) x dét(B).

Une matrice M de taille n € {1,2,3} est inversible si, et seulement si, son détermi-
nant est non nul. Et dans ce cas, on a

1
dét (M~1) = :
LEY dét(M)
i )
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n € {1,2,3} muni d'une base B =
{€1,--,en}. Alors, le déterminant de la famille de n vecteurs (f1,---, f,) dans la base

B est le déterminant de la matrice de cette famille dans la base B :

détg(f1,- -, fn) = dét (Mats(f1, -, fn)) -
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’ ®)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n € {1,2,3} muni d'une base B, alors la
famille de n vecteurs (f1,- -, fn) est une base de E si, et seulement si le déterminant de
cette famille dans la base B n'est pas nul.

(f1,-+, fn) est une base <= déts(f1, -, fn) #0

’ ®

Soit n € {2,3}, soit A = (a;,;) 1<i<» une matrice inversible et soit B = (b;)1<i<n €
1<j<n

M, (R). Alors, le systeme AX = B est de Cramer. Notant X = (x;)1<i<n Son unique
solution, on a

1 ari1 ... Q14-1 b1 1,441 --- Q1n
Vie{l,---,n}, J:i:détAdét
n1 ... (Ang—1 bn Qni4+1 -+ Ann
f ®)
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € {1,2,3} muni d'une base
B = {ée1, --,en}. Alors, le déterminant d'un endomorphisme u € L£(FE) dans la base

B est le déterminant de la matrice de u dans la base B au départ et a l'arrivé.

détg(u) := dét (Matg 5(u)) .

p (% base d'un K-espace vecoriel E de dimension n € {1, 2, 3}) T

V(u,v) € L(E)?, détg(uov) = détg(u) x détg(v).

|

Remarque: En pratique, la base B utilisée pour calculer le déterminant est la base canonique
(et parfois on utilise des bases orthonormées).

(B base d'un K-espace vecoriel E de dimension n € {1, 2, 3}) T

un endomorphisme v : E — FE est bijectif (automorphisme) si, et seulement si
détg (u) £ 0.
u € L(FE) automorphisme <= détg(u) # 0.

Propriétés du déterminant en dimension 2

Le déterminant (i, ¥) — déts(u, ) est une application & valeurs réelles vérifiant

(anti-symétrie) Vi et U vecteurs de P, détg (i, ¥) = — détg (U, u)

(alternée) Vi vecteur de P, détg(u, @) =0



et vérifiant Vii, 7' et @ vecteurs de P et V(\, u) € R? les relations

(bilinéarité) ,

bt (T + i@, 0) = A détas (@, @) + p déts (7, 0)
bt (0, T + p) = \ bt (i, @) + p déts (0, 7)

Propriétés du déterminant en dimension 3

Le déterminant (i, ¥, W) — détg (i, ¥, W) est une application & valeurs réelles vérifiant

détg (0, U, W) = — détg (i, W, )
(anti- symétrie) Vi, U et W vecteurs de €&, = — détg (¥, iU, W)
= — détg (W, U, 0)
détg (4, u,7) =0
(alternée) Vi, v vecteurs de €&, détg(u,v,u) =0
détg (0,4, @) =0

déty (NG + pv, W, T) = A détg (U, W, T) + pdéts (0, 0, T)
(trilinéarité) détg (W, A\ + pt, &) = Adétg (W, 4, &) + pdéts (W, U, T)
détg (W, Z, N + pt) = Ndétg (W, &, @) + p déts (0, &, 0)

14. Suites de nombres

Dans tout ce chapitre, le symbole K désigne K =R ou K = C.

14.1. Corps R

T
L'ensemble R des nombres réels, muni de l'addition + et de la multiplication x
usuelles, forme un corps commutatif noté (R, +, x).
Relations binaires
i D

Soit £ un ensemble. Une relation binaire R de E est un graphe de F x E, c'est a dire
une partie, un sous ensemble R de F.
Pour une relation R de E, on adopte la notation

rRy<=(z,y) € R

| J/

Ezemple. Dans E = R, la relation < définie par z <y <=y —z € R%
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Relation d'équivalence

’ O

soit F/ un ensemble et R une relation binaire de E. Alors, R est une relation
d'équivalence de F si, et seulement si la relation R vérifie les trois propriétés suivantes :

(reflexivité) Vx € E, xRz,
(symétrie) Y(z,y) € E?, (x Ry) = (y R z),
(transitivité)  V(z,y,z) € E, (xRy)et (yRz) <<= (zR2).

| J/

Ezxzemple. La relation d'égalité définie par
(14.1) V(z,y) eR?, z=y<=ax—ye{0}
est une relation déquivalence de R.

Ezxemple. Soit § € R. La relation de congruence modulo ¢ définie par

(14.2) Y(z,y) € R?, =y [f<=z—y€iZ
est une relation déquivalence de R.

Relation d'ordre

f ®)
soit I/ un ensemble et R une relation binaire de E. Alors, R est une relation d'ordre
de e si, et seulement si la Relation R vérifie les trois propriétés suivantes :
(reflexivité) Vz € E, x Rz,
(antisymétrie) V(x,y) € E?, xRy et(yRzx) = zxz=uy,
(transitivité)  V(z,y,z) € E3, (xRy)et(yRz) <= (zR2).
( D
soit F/ un ensemble. Une relation d'ordre R est totale si, et seulement si
(totale) Y(z,y) € E?, (x Ry)ou (y R x)
f @©

La relation < définie par
(14.3) V(z,y) € R?, r<y<=y—zeRy

est une relation d'ordre totale de R.

| J/
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Compatibilité d'une relation binaire R avec une loi ¢

’ O

Soit E un ensemble. Alors une relation binaire R de E est compatible avec une loi
interne ¢ de F si, et seulement si

V(z,2',y,y') € E, (xRy)et (¢’ Ry) = (zox)R(yoy).

| J/

Remarque. Soit E un ensemble. Si la relation R de F est compatible avec la loi interne ¢ de

E, alors
V(z,y,a) € E, (xRy) = (xoa)R(yoa).

P
Les relations d'équivalences (14.1) et (14.2) sont compatibles avec l'addition + et la
multiplication x.

’ ®)

La relation d'ordre naturelle < de R est compatible avec 1'addition (mais pas avec la
multiplication). De plus, on a

ar < a
Va > 0, V(z,y) € R?, wéy:>{ Y
—ay < —ax

|

Valeur absolue

’ )

Pour chaque nombre réel x, la valeur absolue de = est le nombre réel positif ou nul

défini par
rsix >0,
|z] :=

—x sixz <0.
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’ ®)
La valeur absolue  + |z| est une norme sur R, en effet, c'est une application
vérifiant
(positivité) Vz € C, 2| =0
(définie) vz € C, 2| =0 <= 2z=0
(inégalité triangulaire) Y(s, 2) € C?, |s| —|2]| < |s+ 2] < |s| + ||
(positivité homogene) VzeR, VyeR |z.y| = |x|.]y|
D
La distance entre deux nombres réels = et y est la valeur absolue |z — y|.

majorants, minorants.

’ )

Soit (E,R) un ensemble muni d'une relation d'ordre. Alors, M € E est un majorant
d'un ensemble D C FE si, et seulement si

Vr € D, xR M
et m € F est un minorant d'un ensemble D C FE si, et seulement si

Ve e D, m R x.

| J/

Remarque: Dans EF := R muni de sa relation d'ordre naturelle R =<, on a

M € R est un majorant de D CR<«<=Vxre D, x< M,
m € R est un minorant de D C R<—=Vr e D, m<x,

Remarque: On dit qu'une partie D C R est majorée (resp. minorée) si elle admet un majorant
(resp. un minorant).

plus petits et plus grands éléments.

D
Soit (E,R) un ensemble muni d'une relation d'ordre. Alors, M € E est le plus grand

(resp. plus petit) élément d'un ensemble D C F si, et seulement si M € D et si M est
un majorant (resp. minorant) de D.

Remarque: Dans E := R muni de sa relation d'ordre naturelle <, on a

M € R est le plus grand élément de D C R<—= M € DetVre D, x< M,
m € R est le plus petit élément de D CR<= m e DetVxe D, m<x,
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Remarque: S'IL EXISTE, le plus grand (resp. petit) élément de D est unique et on le note
max D (resp. min D).

Remarque: Un ensembe fini et non vide de nombres réels admet toujours un plus petit et un
plus grand élément.

Remarque: le plus petit (resp. le plus grand) élément de D est le plus grand des minorants
(resp le plus petit des majorants) de D.

borne inférieure et borne supérieure.

i D
Un nombre réel S est la borne supérieure d'un ensemble D C R si, et seulement si
Vax € D, r<S
Ve>0, deeD: S—e<z<S8

Si elle existe, la borne supérieure de D est unique et on la note sup D.

i )
Un nombre réel s est la borne inférieure d'un ensemble D C R si, et seulement si
Ve e D, s<z
Ve>0, deeD: s<zx<s+e

Si elle existe, la borne inférieure de D est unique et on la note inf D.

| J/

Toute partie majorée (resp. minorée) non vide de R admet une borne supérieure
(resp. inférieure).

Remarque: une borne supérieure (resp. inférieure) de D n'est pas forcément un plus petit
(resp. un plus grand) élément de D. Ainsi,

sup{z € Q:z < V2} =2 et V2 ¢ Q.

Remarque: Par convention, on note sup @ = —oo (resp. inf @ = +00).
De méme, on note sup D = +oo (resp. inf D = —o0) pour chaque partie D de R non majorée
(resp. non minorée).
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Intervalles

’ O

On appelle droite réelle achevée et 1'on note R ou méme [—o0, +-00] 1'ensemble
R:=RU{—00,+o0}

On convient que —oo < 400 et que —oo < x et que x < 400 pour chaque nombre réel
x.

| J/

Remarque: C'est juste une convention pratique....rien de plus.

’ ©
soient (a,b) € R’ tels que a < b. Alors, l'intervalle ouvert ]a, b| est 1'ensemble défini
par
la,b[:={x € R:a < x < b}.

Si a € R (resp. si b € R), l'intervalle semi-ouvert [a, b], fermé & gauche et ouvert a droite
(resp |a, b, ouvert a droite et fermé a gauche), est 1'ensemble défini par

[a,b={z €R:a <z <b} (resp. |a,b] :={z € R:a <z < b}).
Enfin, si (a,b) € R?, l'intervalle fermé [a, b] est 1'ensemble défini par

[a,b] :={z € R:a < x < b}.

( P
Pour chaque couple (a,b) de nombres réels vérifiant a < b, l'intervalle ]a, b] contient
au moins un nombre rationnel § € Q et un nombre irrationnel x € R . Q.

|

Approzimation décimale des nombres réels.

La partie entiere d'un nombre réel x est le nombre entier défini par
[z] ;= max{n € Z : n < x}
et la partie fractionnaire de x est le nombre de l'intervalle [0, 1[ défini par

(x) =z — [z] (Attention : notation non standard).
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Remarque: la partie entiere d'un nombre réel z est 1'unique entier n € Z tel que
n<r<n+l.

La partie fractionnaire d'un nombre réel x est la quantité x — n qu'il reste quand on lui
retranche sa partie entiere.

| ®)

Pour chaque nombre réel x et pour chaque entier n > 1, il existe un unique entier

N € 7Z tel que
N N +1

— <z
10m 107
Le nombre N x 10" s'appelle approximation décimale de x par défaut a 10™" pres et
s'ecrit sous la forme

Tgn = Gp " " 0201 b1b2b3babsbe - - - by_2,bp_1, by,

e g

[2] développement décimal de (x)

Le nombre (N + 1) x 10~ s'appelle approximation décimale de = par exces a 10~ pres.

| J/

14.2. Suites de nombres

Dans cette section on a K=R ou K = C.
Suites

Soit I C N un ensemble non-vide. Une suite v d'éléments de K indicée par 1'ensemble I est
une application u : I — K, qui sera noté plus simplement v = (uy,)ne;-

Remarque: la plupart du temps on prendra I = N ou I = N*.
Ezemples. u = (n?)

neny V=(e"), ey et w= (%)neN*

Espace vectoriel des suites (KL, +..)

i )
Etant données deux suites u € K/, v € K! et un nombre A € K, on définit les suites
u 4+ v, A.u et u X v en posant

Vn € I, (u+ )y = up + vy,
Vn eI, (Aw)n = A,

Vn € I, (U X V) = Up X Uy

| J/

1 e”
Ezemple. 2.(n? " x(—) =(27 '
remple. on a 2.(n%),, oy + (€"),cn (n+1)nN ( ne n+1>neN
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P
L'ensemble des suites d'éléments de K indicées par I est noté K. C'est un K-espace
vectoriel pour les lois + et . usuelles.

Remarque: Bien qu'elles soient définies a l'aide d'applications, nous n'allons pas nous servir
des suites comme nous nous servons des fonctions.

Suites bornées

( D
Une suite u € KV est bornée si, et seulement si, il existe un nombre M > 0 tel que

Vn € N, lun| < M.

|

Ezemple. pour z € C, la suite (2™),, o si et seulement si |z] < 1.

( P
L'ensemble des suites u € K" forme un sous espace vectoriel de (KN, +,.). De plus, le
produit de deux suites bornées est une suite bornée.

|

’ ®)

Soient u € CN et (z,y) € RY tels que
VnEN, un:xn—i_llyn

r ui mplexe u rnée si, et seulement si uites réelles x
Alors, la suite complexe u est bornée si, et seule t si les suites réelles = et y (de ses
parties réelles et imaginaires) sont bornées.

| J/

Suites minorées, suites majorées

i )
Une suite v € RY est majorée (resp. minorée) si, et seulement si, il existe un nombre
M € R (resp. m € R) tel que

Vn € N, Uy < M (resp. m < un)

\. J

Ezemple. la suite (an? +n + 1), o est minorée si a > 0 et majorée si a < 0.

Comme il n'y a pas de relation d'ordre (utile) dans C, parler de suites complexes minorées
ou majorées n'a aucun sens.
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Une suite réelle u (i. e. dont les éléments sont des nombres réels) est bornée si,
et seulement si elle est majorée et minorée.

Remarque: Une suite u est majorée (resp. minorée) si, et seulement si l'ensemble {|uy,|}nen
admet un majorant (resp. un minorant).

Décalage d'indice

P
Soit v € KN une suite et soit d > 0 un entier. alors, la suite u est bornée (resp.
minorée, majorée) si, et seulement si la suite v := (Un+4)nen est bornée (resp. minorée,
majorée).

Remarque: le fait qu'une suite {u,},en soit bornée, minorée ou majorée ne dépend pas du
tout de ses premiers éléments, mais plutét de u,, pour les grandes valeurs de n.

Relation d'ordre

La relation < de l'ensemble RY définie par
vu e RY, Vo eRY, u<v <= YneN, wu, <uv,.

est une relation d'ordre.

| J/

Remarque: cette relation d'ordre des suites réelles va permettre d'écrire simplement certaines
propriétés fondamentales du calcul de limite (Théoréeme des gendarmes...).

Ezemple. pour u = (1), oy et v = (e™), oy , on a u < v.

Suites monotones.

( D
Une suite réelle u € RY est strictement croissante (resp croissante) si, et seulement si,

Vn € N, G (resp. Upy1 = un).

( D
Une suite réelle u € RY est strictement décroissante (resp décroissante) si, et seule-
ment si,
Vn € N, (O (resp. Up+1 < un).
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D
Une suite réelle u € RY est strictement monotone (resp monotone) si, et seulement s,
elle est strictement décroissante ou strictement croissante (resp. décroissante ou crois-
sante).
Méthode
Pour étudier la monotonie d'une suite {u, }nen, on étudie le signe de w11 — Uy,.
. 2+n I
Exemple. La suite u = ( ) est décroissante.
3n+1/,¢en
14.3. Convergence des suites
14.3.1. divergence et limites
i ©
Une suite v € KN converge vers une limite ¢ € K si, et seulement si
(14.1) Ve >0, N, e N: Vn > N, |up, — ¢ <e.
Si elle existe, la limite ¢ de la suite u est unique et on la note / = limu ou ¢ =
limy, 5 4 o0 Up.-

Remarque: Lorsque u converge vers £ € K, on dit que la suite converge/est convergente. Ainsi,
la suite u converge < il existe ¢ € K tel que u converge vers ¢ <

HeK: Ve > 0, aN € N, Vn>= N, |u,—/{| <e.

Remarque: Si la suite u ne converge pas, on dit que la suite u diverge/est divergente. Alors,
la suite u diverge < pour tout ¢ € K, la suite u ne converge pas vers £ <

Ve K: Je > 0, VN € N, In>=N, |u,—/¥ >e¢.

Remarque: En francais , une suite u = (u,),en converge vers une limite £ si, et seulement si
pour’ “marge d'erreur' & > 0, on peut trouver un rang N. (qui dépend en général de ¢) tel
que la différence entre u,, et sa limite ¢ soit plus petite que la marge d'erreur € quand n est
plus grand que le rang N..

Méthode : Pour prouver, via (14.1), qu'une suite u converge vers £ :
1) Commencer par intuiter la limite ¢ vers laquelle la suite tends.
2) Fixer un nombre € > 0 quelconque
3) Majorer la quantité |u,, — |, en cherchant & la rendre plus petite que € pour des
entiers n plus grand qu'un entier N, a déterminer, sur lequel on pourra jouer
pour obtenir une bonne estimation de u,,.

P
Soit v € KN une suite et ¢ € K. Alors, la suite u converge vers £ si, et seulement si, la
suite de terme général v,, := u,, — £ converge vers 0.
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Remarque: cette propriété illustre un principle important en mathématiques : il est équivalent
(mais beaucoup plus facile) de montrer que la suite u — £ converge vers 0 que de montrer que
la suite u converge vers /.

Si u € KN est une suite convergente, alors v est une suite bornée.

f ®)
Si u € KN est une suite convergeant vers ¢ # 0, alors, il existe un rang N € N & partir

duquel on a
Vn > N, Uy, # 0,

Si u € RN est une suite convergeant vers £ > 0, alors, il existe un rang N € N & partir
duquel on a

/¢
Vn > N, un>§>0.

p (u et v suites convergentes d'éléments de K, \ € K} @

Les suites A.u, u 4+ v et u X v sont convergentes et

lim(A.u) = A limu,
lim(u 4+ v) = limu + lim v,

lim(u x v) = limu x limv.

De plus, si limv # 0, la suite u/v = (u,/vp)n>nN est définie a partir d'un certain rang N
et converge vers la limite

. u lim u

lim (—) =

v limv’

( ; A
p { u suite complexe ) @
Soient x et y les suites réelles x,, = Re (u,) et y, = Sm (uy,), implicitement définies

par

Vn € N, Uy = Tp + 1Yp-

Alors, x converge vers / € R et y converge vers £/ € R si, et seulement si la suite u
converge vers £ + il'.

| J/

P
Soient v € KN une suite convergente et v € K une suite divergente. Alors, la suite
u + v est divergente.

Remarque: si u et v sont deux suites divergentes, la suite u + v peut converger (par exemple
pour u, = n et v, = —n) ou diverger (par exemple pour wu, = v, = n).
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Soient u € RY et v € RY deux suites Réelles et convergentes. alors, on a

YneN, u, <v,<u<v=limu < limw.

&

. (Conservation des inégalités larges par passage a la limite)
- (# nombre réel)

Il existe une suite de nombres rationnels qui converge vers x.

-

L'ensemble des suites u € K convergeant vers 0 forme un espace vectoriel pour
l'addition et la multiplication externe des suites. De plus, si u € KN converge vers 0
et si v € KN est une suite bornée, alors, la suite u.v converge vers 0.

|

_®

f ®)
Soient u € CN une suite complexe et & € RY une suite réelle telles que
Vn € N, lun| < ay, et lim «, =0.
n—4+oo
Alors, la suite u converge vers 0.
P
Soient u, v et w trois suites de nombre réels telles que v < v < w. Siwet w
convergent vers le méme nombre réel ¢, alors la suite v converge vers .
(Principe des genda,rmes)
P
Si u € KN converge vers une limite ¢ € K, alors la suite de terme général v,, = |u,|
converge vers la limite ¢/ := |{|.
14.3.2. Limites infinies
i )

On dit qu'une suite réelle u € RY tends vers +oo, et on note limu = +o0 si,
et seulement si
Vm € R, dN € N: Vn > N, Up = M.

On dit alors que u diverge vers +oo.

|
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f ®)
On dit qu'une suite réelle u € RY tends vers —oo, et on note limu = —oo si,
et seulement si
VM € R, dN e N: Vn > N, up, < M.
On dit alors que u diverge vers —oo.
P
La suite u € RY diverge vers +00 <= la suite —u diverge vers —oo.
f ®)
Soit u € RY une suite divergeant vers +oo. Alors, on a
i 1 n .
lim — =0 et VA>0, lim (Mu,) =+
n—-+4oo Un, n——+oo
Soit v € RN une suite minorée (par exemple v convergente ou v divergeant vers +o00),
alors on a
lim(u + v) = +o0.
De plus, si v est minorée a partir d'un certain rang par un nombre m > 0, on a
lim(uv) = 4o00.
P

Si u € RY converge vers 07 (autrement dit si limu = 0 et si u,, est strictement positif

. N . : 1
a partir d'un certain rang), on a lim | — | = +o0.

n—-+oo Un

Soient u € RN et v € RY telles que u < v. Alors,

limu = +00 = limv = +00.

14.3.3. Suites extraites

D
Une suite extraite d'une suite u € CN est une suite de terme général v,, = Ug(n) OU

¢ : N — N est une application strictement croissante.
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Remarque: En gros une suite extraite de u = (ug,u1,us, us, uq, us, Ug, ...) €st une suite

fabriquée en rayant certains éléments de u et en gardant les autres (dans le meme ordre)
pour constituer une nouvelle suite. Par exemple

v = (u17u4yu57U157u167U187U19aU20au457 e )

est une suite extraite de w.

P
Si u € KN converge vers £ € K, alors toute suite extraite v de la suite u converge
également vers /.

P
Siu € KN diverge vers £ € {—o0, 40}, alors toute suite extraite v de la suite u
diverge également vers /.

Une méthode classique pour montrer que u diverge est d'exhiber deux suites v et w
extraites de u convergeant respectivement vers £ et ¢’ avec £ # (',

Application : La suite de terme général u, = (—1)" diverge.

14.4. Relations de comparaison

14.4.1. Domination

f D
On dit qu'une suite u € CN est dominée par une suite v € CV si, et seulement si il
existe une constante ¢ > 0 telle que

(14.1) Vn e N, |tun| < clog].

On note alors u,, = O(v,) (une notation pratique mais " “pas'' standard est u,, < vy,).

| J/

Remarque: En pratique, on comparera presque toujours u, a une suite v, dont les termes
sont (strictement) positifs. Dans ce cas particulier, la relation (14.1) devient

Vn e N, [un| < cuy,.
De plus, on peut toujours se ramener & cette situation en posant w, := |v,| dans (14.1).

Ainsi, on a
Un, = O(vy) <= 1y, = O(Jvy]).

P
Une suite v € CN est dominée par une suite v € CN dont tous les termes sont non

. . . e u'l’b 7
nuls si, et seulement si la suite de terme général w,, := — est bornée.
UTL
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f ®)
Soient u , v, u/, v' et w des suites complexes.
Si u, = O(vy,) et si v, = O(w,,) alors u, = O(w,),
Si u, = O(wy,) et si v, = O(w,) alors, V(\, u) € C%, on a A\u,, + pv, = O(wy,),
Si u, = O(ul,) et si v, = O(v),) alors u,v, = O(ul,vl,),
Si u,, = O(v,,) alors, pour chaque entier n € N*, on a (u,)* = O((vn)*),
1 1
Siu, = O(vy,) et siVn € N, u, #0, alorsona — = O (—)
/UTL u’n

14.4.2. suites négligeables

i D
On dit qu'une suite u € CV est négligeable devant une suite v € CN si, et seulement si
il existe un entier NV € N et une suite complexe € = (g,,),>n telle que

(14.2) Vn > N, Uy = EnUn et lim ¢, =0.

n——4+oo

On note alors u,, = o(vy,).

| J/

Remarque: En pratique, on comparera presque toujours u, a une suite v, dont les termes
sont (strictement) positifs. On peut toujours se ramener a cette situation car la suite définie
par

0 si v, =0,
=< v
Wn o siv, #0
|vn|

satisfait les relations Vn € N, |w,| < 1 et v, = e,w,, de sorte que

Vn > N, Up = Ep Vp = (Enwy) |Un]
~~—~ N—_——
—0 —0

En particulier, on a
Up = 0(vy,) <= Uy, = o(|vy))

P
u € CN est négligeable devant une suite v € CY dont tous les termes sont non nuls si,

. . A un
et seulement si la suite de terme général w,, := — converge vers 0.
n
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Soient u , v, u/, v' et w des suites complexes.

Si uy, = o(vy,) et si v, = o(wy,) alors u, = o(wy,),
Si u, = o(wy,) et si v, = o(w,) alors, V(\, 1) € C2, on a Au, + pv, = o(w,),
Si u, = o(ul)) et si v, = o(v],) alors u,v, = o(u,vl),

(

)
Si u,, = o(v,,) alors, pour chaque entier n € N*, on a (u,)* = o((vn)¥),
)

1 1
Si u, = o(vy,) et siVn € N, wu, # 0, alors ona—zo(—).

Un Un,

14.4.3. suites équivalentes

La relation ~ définie pour deux suites u et v de nombres complexes par
Up ~ U <> Uy = Uy + 0(Vy)
est une relation d'équivalence appelée ° " équivalence des suites''. La phrase mathéma-

tique u,, ~ v, se lit " "la suite u est équivalente a la suite v'' ou plutot "u,, est équiva-
lent & v,,"".

| J/

f ®)
Deux suites v € CN et v € CN sont équivalentes si, et seulement s'il existe un entier
N € N et une suite complexe a = (o, )p>n telle que

Vn > N, Uy = OpUp, et lim «, =1.
n—-+o0o

P
u € CN est équivalente aune suite v € CN dont tous les termes sont non nuls si,
et seulement si la suite de terme général w,, := — converge vers 1.
Un
P

Si u,, ~ vy, le signe de u,, est égal & celui de v,, & partir d'un certain rang (par signe,
on entend ici *“strictement négatif'', * “nul'' et *strictement positif'').
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i ®)
Soient u , v, u/, v' et w des suites complexes.

Si u,, ~ v, et si v, ~ w, alors u,, ~ w,,

Si u,, ~ v, alors v,, ~ u,

Si uy, ~ ul et si v, ~ v alors uyv, ~ u v,

Si u, ~ v, alors, pour chaque entier n € N*, on a (u,)* ~ (v,)¥,

1 1
Siu, ~v,etsivneN, wu, #0,alorsona — ~ —.
Unp, Un
Attention...on n'a pas le droit d'ajouter des équivalents en général, c'est illégal. Pour
/ / ]'
Up =1, w, =1, v, =-1 et wv,:=-1+—,
n
/ / 1 / /
par exemple, on a u, ~ u,, on a v, ~ v,, et pourtant on a u, + v, =0 ¢ - =u, +v,.
i ®)
Soit u € CN et £ € K*. Alors, on a
lim wuw, =0 < wu,~}¥,
n—-+oo
li = =o(1
Jm un, 0 <= wu,=o()
( 1
p ka>1,a>Oetﬁ>0) T
In(n)? = o(n®), n® =o(a") et a" =o(n!).
. (Comparaison des suites de référence)
T

n
nl ~ <2) 2mn.
e

(

| Formule de Stirling)

14.5. suites monotones et limites



’ @
Une suite croissante (resp. décroissante) u € RY converge si, et seulement si elle est
majorée (resp. minorée). Et dans ce cas, on a

lim wu, = supu, resp. lim wu, = inf u, | .
n——+oo neN n—+o0o neN

i ®)
Si u € RN est une suite croissante non majorée (resp. décroissante non minorée), la
suite u diverge et on a

lim w, =supu, = +00 resp. lim wu, = inf u,, = —o00 | .
n——+o00 neN n—+o0 neN

’ @

Soit u € RY une suite croissante et v € RN une suite décroissante telles que

ngrfoo(vn —uy,) = 0.

Alors, les suites u et v convergent vers la méme limite ¢ € R.

. (Théoréme des suites adjacentes) /

Remarque: des suites u et v vérifiant les hypotheéses du théoreme précédent sont dites
" “adjacentes"

, @

Soit {[un, vn]}nen une famille de segments de R vérifiant

Vn € N, [Un+1, Unt1] C [tn, Un] et longueur defuy,, v,] — 0

g

lim (vy, —uy )=0

Alors, il existe un nombre réel ¢ tel que

ﬂ [, vn] = {£}.

neR

. (Théoréme des segments emboités} /
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15. Dérivation

Dans tout ce chapitre, le symbole K désigne le corps K = R ou le corps K = C.

15.1. Dérivée en un point, fonction dérivée

15.1.1. Définition locale

’ D

Soit I un intervalle et soit f : I — K une fonction. On dit que la fonction f est
dérivable en a € I si, et seulement si, il existe un nombre ¢ € K tel que

o S = f@)
e v

Ce nombre ¢, qui est unique et qu'on note f’(a), est appelé * *nombre dérivé de f en a'".

| J/

Exemple. 1'identité x — x est dérivable en chaque point a € R.

’ )

Soit I un intervalle et soit f : I — K une fonction. On dit que f est dérivable a
gauche (resp. a droite) en a € I si, et seulement si, il existe un nombre ¢ € K tel que

lim M =/ (resp. lim M = E) .
G<a T—o T8 x—a

Ce nombre ¢, qui est unique, est noté f/'(a~) (resp. f'(a™) et est appelé ' *nombre
dérivé a gauche (resp. a droite) de la fonction f en a''.

| J/

Remarque: Le nombre dérivée est la limite des taux d'accroissements en a et on utilise aussi
le changement de variable x = a + h. pour écrire que

f'(a) — %% f(a’—i_h})L_f(a)’
h#0

| ®)

Soit I un intervalle, soit f : I — K une fonction et soit a € ¢ qui n'est pas une
extrémité de I. Alors, la fonction f est dérivable en a, si et seulement si f est dérivable
a gauche et & droite en a avec f'(a~) = f’(a™). Dans ce cas, on a alors

| J/

Ezxemple. La valeur absolue z +— |z| n'est pas dérivable en 0.
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P
Soit I un intervalle et soit f : I — K une fonction. Si f est dérivable en a € I, alors f

est continue en a.

Remarque: En d'autres mots, la continuité en a est une condition nécéssaire pour que f soit
dérivable en A.

’ @

Soient I un intervalle réel, soit f : I — C une fonction complexe et soient g : I — R
et h : I — R les fonctions (parties réelles et parties imaginaires de f) définies
implicitement par

Vo e I, f(z) = g(z) + ih(z).

Alors, les fonctions réelles g et h sont dérivables en a € [ si, et seulement si la fonction
f est dérivable en a. Et dans ce cas, on a

f'(a) = g'(a) + ik (a).

15.1.2. Définition globale

’ ©

Soit E un ensemble et soit f : E — C une application. On dit que la fonction f est
dérivable sur l'ensemble D C FE si, et seulement si la fonction f est dérivable en chaque
point € D. Alors, on note f’ et on appelle fonction dérivée de f 1'application définie
par

f:D—-K
z = f(z)

d
Remarque 1 : la fonction dérivée f’ de l'application f est parfois notée d_f ou encore D f.
x

Remarque 2 : la dérivabilité en un point a est une notion locale alors que la dérivabilité sur
un intervalle est une notion globale. La définition précédente permettant de faire le lien entre
le local et le global.

Remarque 3 :11 existe des fonctions continues sur R qui ne sont dérivables en aucun point.

15.1.3. Opérations
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, @

Soit I un intervalle réel, soit a € I et soient f: I - Ketg: I - K
deux fonctions dérivables en a. Alors, pour A € K, les fonctions A\.f, f + g et f x g sont

dérivables en a et
(A.f) (a) = X.f'(a),

(f +9)(a) = f'(a) + g'(a),
(f9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g (a).

De plus, si g(a) # 0, la fonction f/g, qui est définie au voisinage de a, est dérivable en a

ot on a (i)/ e F(a)g(a) — f(a)gl(a).
g

| J/

(f)/ (@) = /() x —— + f(a) x 2.

Remarque: Les fonctions polyndmes z — P(z) = >_,_, a;x" sont dérivables sur R.

Remarque: Les fractions rationnelles x +— ggg (quotient de deux polynémes) sont dérivables

sur R privé des points annulant le dénominateur.

f @

Soient I et J deux intervalles. Si la fonction f : I — R est dérivable en a € I, si la
fonction g : J — K est dérivable en f(a) € J et si on a

Ve el, flx) € J,

Alors la fonction g o f, qui est définie sur I, est dérivable en a et on a

(90 )'(a) = f'(a) x ¢'o f(a) = f'(a) x g/ ((a)).

Soient I et J deux intervalles et soit f : I — J une bijection. Si f adment en a un
nombre dérivé f/'(a) # 0, alors, sa bijection réciproque f=1 : J — I est dérivable en

b= f(a) et on a , X
F®) = 57 = -
MR O ()
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15.1.4. Dérivées itérées

’ )

Soit I un intervalle, soit f : I — K une application et soit n > 2 un entier. Alors, on
dit que f est n fois dérivable sur I si, et seulement si, la fonction f est dérivable sur I
et si f est n — 1 fois dérivable sur I. Dans ce cas, on pose

veel,  f™(z)= (")

| J/

Remarque: Soit I un intervalle et soit f : I — K une fonction. Par convention, on note
Ve eI, FO () = f(x).
La fonction f(©) = f est parfois appelée dérivée d'ordre 0 de la fonction f.

Remarque: Soit n € N; soit I un intervalle et soit f : I — K une application n fois dérivable
sur I. Alors, on a

Ve e T M (p) = —— — = . _—
reL ;) dz dz dz dz dz f(z)

n dérivations successives

d’l’l
da™

Remarque: la dérivée ni®™ de la fonction f se note f™, ou fouD"f.

’ ®

Soit I un intervalle, soit n > 2 et soit f : I — K une application n fois dérivable sur
I. alors, on a

Welo - mh  vael, @@= ()" @

| J/

Remarque: étant donné un intervalle non vide I, on note CY(I,K) l'espace vectoriel des
applications f : I — K, continues sur I.

D
Pour n € N*, on note €"(I,K) 1'ensemble des applications f : I — K dérivables sur I,

dont la dérivée f’ appartient & C"~1(I,K).

P

Pour n € N, l'ensemble (€™ (I,K),+,.) est l'ensemble des fonctions f : I — K de
classe C" sur I, c'est a dire des applications f : I — K dérivables n fois sur I dont les
dérivées f, f', f",---, f") sont continues sur I.
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Soit I un intervalle et soit f : I — K. Alors, on dit que f est de classe C* sur [ si,
et seulement si f est de classe C" sur I pour chaque entier n € N.

I (w)|

|

On note C*°(I,K) l'ensemble des fonctions f : I — K de classe C> sur I.

__©

— &

[ Pour n € NU {o0}, l'ensemble (€"(1,K),+,.) est un K-espace vectioriel.

— O

[ Pour chaque entier n > 0, on a C"1(I,K) c €"(I,K).

Remarque: la suite des ensembles C"(I,K) (décroissante au sens de l'inclusion) est ainsi
construits par récurence a partir de n = 1. A noter que l'on note souvent C"(I) plutdt
que C"(I,K).

15.1.5. Opérations sur les dérivées itérées

’ @

Soit I un intervalle réel, soit n € N* et soient f: ] - Ket g: [ - K
deux fonctions n fois dérivables (resp. de classe €") sur I. Alors, pour (A, i) € K2, la
fonction Af 4 pg est n fois dérivable (resp. de classe C™) sur I et on a

Veel,  (Af+ug)™(z) = A" (2) + pg™ (x)

’ @

Soit I un intervalle réel, soit n € N* et soient f : [ — Ket g : I — K deux fonctions
n fois dérivables (resp. de classe C™) sur I. Alors, la fonction f x g est n fois dérivable
sur I (resp. de classe C") et on a

wel,  (fxo®@= ¥ (}) @),

0<k<n

(Formule de Leibniz)
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Soit I un intervalle réel, soit n € N* et soient f: [ - Ketg: I - K
deux fonctions n fois dérivables (resp. de classe C™) sur I telle que

Ve el, g(z) # 0.

Alors, la fonction f/g est n fois dérivable (resp. de classe C™) sur I.

\. J

Remarque: Les fonctions polyndmes z — P(z) = >_;'_, a;x" sont de classe € sur R.

Remarque: Les fractions rationnelles x +— ggi; (quotient de deux polyndémes) sont de classe

G sur R privé des points annulant le dénominateur.

’ @

Soient I et J deux intervalles. Si la fonction f : I — R est dérivable en a € I, si la
fonction g : J — K est dérivable en f(a) € J et si on a

Vo e I, f(z) e J,

Alors la fonction g o f, qui est définie sur I, est n fois dérivable (resp. de classe C™) sur
1.

| J/

15.2. Etude globale des fonctions dérivables

15.2.1. Extremums locaux

( D
Soit I un intervalle et f : I — R une fonction dérivable. Alors, le point a € I est un
point critique de la fonction f si, et seulement si f/(a) = 0.

|

( P

Soit I un intervalle et f : I — R une fonction dérivable et soit a € I. Si f admet un
extremum local en a et si a n'est pas une extrémité de l'intervalle I, alors a est un point
critique de f.

|

Remarque: Cette propriété est fondamentale car elle permet de réduire la recherche des
extremums locaux a 1'étude d'un nombre fini de points.

Remarque: Pour trouver le maximum d'une fonction sur un segment [a,b] par exemple, on
commence par chercher les points critiques de f sur l'intervalle ]a, b[ puis on regarde si ces
points critiques sont des maxima et on les compare aux valeurs au bors du segment (c'est a
dire en a et en b).

Remarque: L'algorithme d'étude précédent est extrémement performant si on 1'utilise en
conjonction avec le théoreme de compacité (une fonction continue sur un segment admet
un maximum et un minimum global).
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Exercice : Trouver le maximum de la fonction x — 2" (1 — x) sur [0, +o0l.

15.2.2. Théoréme de Rolle, accroissements finis, prolongement G

T
Soit (a,b) € R? avec a < b et soit f : [a,b] — R une fonction continue et dérivable sur
Ja, b[ telle que f(a) = f(b). Alors, il existe ¢ € |a, b] tel que f'(c) = 0.

(Théoreéme de Rolle)

T
Soit f : [a,b] — R continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[. Alors, il existe ¢ € ]a, b| tel
que

f) = f(a) = f'(c)(b - a).
(

LEgalité des accroissements ﬁnis)

Soit f : [a,b] — R une fonction dérivable et soit (m, M) € R? tels que
Vz € [a,b], m < f'(x) < M.

alors, on a

m(b—a) < f(b) — f(a) < M(b—a)

. (Inégalités des accroissements ﬁnis}

i @
Soit f : [a,b] — K une fonction dérivable et soit M € R tels que
Vz € [a,b], | ()] < M.
alors, on a
|£(b) = f(a)] < Mb—dl
. { \ J/

LInégalités des accroissements finis 11 ]

Remarque: si la dérivée f' d'une application f : I — C est majorée par M sur I, alors,
I'application f est M-lipschitzienne sur I.

Exercice : Etudier la limite de la suite définie par récurence par uy € R et upy1 =
Arctan(u,,) pour n > 1.

T
Soit f : [a,b] — C une fonction continue sur [a,b], de classe ! sur ]a,b] (resp. sur

[a, b]) telle f’ admette une limite finie en a (resp. en b). Alors, la fonction f est de classe

C! sur [a,b)].

(Théoréme de prolongement (‘31]
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15.2.8. Fonctions monotones et constantes

f @
Soit I un intervalle et f : I — K une fonction dérivable sur I. Alors
deeK: Vaxel, flx)=c = Veel, fl(z)=0
f est constante sur [ f’ est identiquement nulle sur I
f ®)

Soit I un intervalle et f : I — R une fonction dérivable sur I. Alors :
Si f'(z) > 0 (resp. f'(x) > 0) pour chaque z € I, alors la fonction f est (resp.
strictement) croissante sur 1.
Si f'(z) < 0 (resp. f'(x) < 0) pour chaque z € I, alors la fonction f est (resp.
strictement) décroissante sur I.

| J/

Remarque: La conclusion de cette propriété est encore vraie si 1'on suppose seulement que f
est dérivable et vérifie les relations précédentes sur l'intervalle I privé de ses extrémités.

Exemple. prouver que x — arcsin(z) est strictement croissante sur [—1, 1].

Soit I un intervalle et f : I — R une fonction dérivable sur I. Alors, si f est
croissante sur I (resp. décroissante), on a f/(z) = 0 (resp. f/'(z) < 0) pour x dans I.

Remarque: il existe des fonctions strictement croissantes dont la dérivée s'annule (par exemple
x — 23 sur R).

15.2.4. Fonctions convezes

, ®

Soit I un intervalle. Une application f : I — R est dite convexe (resp. concave)
sur l'intervalle I, si et seulement si pour chaque couple (z,y) € I? et chaque couple
(a,b) € [0,1]?> de nombres vérifiants a + b =1, on a

faz +by) > af (@) + b/ (y) (vesp. flaz +by) < af(@) + ().

Figure 33. FigConv, Concavité d'une fonction.

Remarque: une fonction est convexe (resp. concave) si tout sous-arc de son graphe est sous
(resp. au dessus de ) sa corde.



’ ®)

Soit I un intervalle et f : I — R une fonction convexe (sur I). Alors, pour chaque
entier n > 2 et chaque n-uplet (z1,---,2,) € I, on a

Ay dn) € 0,400 et > Me=1=f| Y M| < D Anflaw)

1<k<n 1<k<n 1<k<n

( P
Soit f : I — R une fonction de classe @' sur un intervalle I. Alors, la fonction f

est convexe (resp. concave) sur [ si, et seulement si, la dérivée f’ est croissante (resp.

décroissante) sur I.

|

Remarque: Si elle est convexe (resp. concave), une courbe de classe G est située au dessus
(resp. au dessous) de ses tangentes.

Remarque: Etant donnée une courbe convexe (resp. concave), les cordes dont 1'une extrémité
est fixée sur la courbe et dont l'autre extrémité décrit la courbe (dans le sens positif) sont de
pente croissante (resp. décroissante).

P
Soit f : I — R une fonction de classe €2 sur un intervalle I. Alors, la fonction f
est convexe (resp. concave) sur I si, et seulement si, la dérivée seconde f” est positive
(resp. négative) sur I.
16. Intégration
Dans tout ce chapitre, le symbole K désigne le corps K = R ou le corps K = C.
16.1. Fonctions de classe C* par morceaux
16.1.1. subdivisions et fonctions en escalier
i ©
Une subdivision d'un segment [a, b] est une suite strictement croissante finie 0 =
{zo,x1,- -, 2} telle que zy = a et x,, = b. Autrement dit, on a

a=20< 21 < < Tp_1 < Ty, =>b.

subdivision o




192 Intégration

Remarque: on peut munir l'ensemble E des subdivisions du segment [a,b] d'une relation
d'ordre : on dit qu'une subdivision o € E est plus fine qu'une subdivision ¢’ € E, et on note
o < ¢’ si la subdivision o contient tous les points de ¢’ (et éventuellement d'autres en plus).

( D
Une fonction f : [a,b] — K est dite en escalier sue le segment [a, b] si, et seule- ©
ment s'il existe une subdivision o = {zg, -+, x,} de [a,b] et des nombres ¢y, -, ¢, de K
tels que
Vie{l,---,n}, Vz€lr_1,x;], f(z)=c¢
Autrement dit, la fonction f est constante sur chaque intervalle ouvert |x;_1, z;[ pour
1 << n.

Remarque: une telle subdivision o est alors dite adaptée (ou subordonnée) a f.

Remarque: toute subdivision plus fine que o est alors adaptée a la fonction f.

Ezxzemple. La partie entiére est une fonction continue par morceaux sur tout segment réel.

P
L'ensemble des fonctions en escalier sur le segment [a, b] est strable par addition, par

multiplication externe et par produit. En particulier, c'est un sous-espace vectoriel de
F ( [a, b], K) .

16.1.2. Fonctions de classe C* par morceaux

( D
Etant donné un segment [a,b] et k& € N, on dit qu'une fonction f : [a,b] — K est

de classe C* par morceaux sur [a, b] s'il existe une subdivision 0 = {zg, -, z,} du

segment [a, b] telle que, pour 1 < i < n, la restriction a l'intervalle |z;_1,z;[ de f soit

prolongeable en une fonction de classe CF sur le segment [z;_1,z;].

|

Remarque: autrement dit, pour 1 < i < n, la fonction f doit étre de classe €% sur l'intervalle
ouvert |x;_1, z;[ et les dérivées f, f',---, f(*) doivent admetre une limite & droite en z;_; et
une limite a gauche en x;.

Remarque: une telle subdivision o est alors dite adaptée (ou subordonnée) a f.

Remarque: on se moque totalement des valeurs de f aux points xg, 1, -+, Zy.

P
L'ensemble des fonctions de classe CF sur le segment [a, b] est stable par addition, par

multiplication externe et par produit. En particulier, c'est un sous-espace vectoriel de
F([a,b], K).
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Remarque: la composée g o f d'une fonction g de classe C* avec une fonction f de classe CF
par morceaux est de classe C* par morceaux.

( f :]a,b] — R fonction continue par morceaux sur [a, b]) T

Pour chaque € > 0, il existe deux fonction réelles ¢ et 9 en escalier sur [a, b] telles
que
p<f<y et Y-p<e

16.2. Intégrale d'une fonction continue par morceaux

16.2.1. Intégrale d'une fonction en escalier

i )
Soit f : [a,b] — C une fonction en escalier sur [a,b], avec a < b. Alors, pour chaque
subdivision o = {xg, -+, z,} de [a,b] adaptée & la fonction f, la somme

> (@ —zim1)f(wi)

1<ign

est indépendant du choix de la subdivision o et des nombres y; € Jz;_1,2;[ (1 <i<n)
utilisés pour la calculer et appartient au corps K. On l'appelle intégrale de la fonction
en escalier f sur le segment [a, b] et on la note

b 5 o
/[ b]f:/ f=) (@-=zi)f (%%M) (par exemple)

1<ign \ ,
un choix de y;

Par convention, on pose

/baf::—/abf et /aaf:().

| J/

Remarque: 1'intégrale d'une fonction en escalier est l'aire (algebrique) de la zone délimitée
par l'axe des abscisses et le graphe de la fonction f pour a <z < b.

Remarque: la notation f[a 0] f n'a de sens que si a < b contrairement a la notation f; f-

En pratique, on utilise une variable muette (qui appartient a l'intégrale et pas & vous) pour
préciser par rapport a quelle variable on intégre. On notera ainsi

f(x)dx ou /ab f(z)dx

[a,b]

Le * " dx' ne sert qu'a préciser le choix de la lettre utilisé pour la variable muette. Veuillez
ne pas l'oublier tout de méme.
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Remarque: le fait de modifier les valeurs de la fonction en un nombre fini d'endroits ne modifie
pas son intégrale.

i ®)

Soient (a,b,c) € R3>et f : [a,c] — K une fonction en escalier sur le segment

d'extrémités min{a, b, c} et max{a,b,c}. Alors, la fonction f est en escalier sur les
segments [a, b], [b, ], [a,c| et on a

/acf=/abf+/bcf-

> (Relation de Chasles) g

' ®
Soit (a,b) € R? et soient f : [a,b] — K et g : [a,b] — K deux fonctions en escalier sur
[a,b]. Alors, pour (\, ) € K2, la fonction A\f + pg est en escalier sur [a,b] et on a

/ab(Aerug):A/:wau/abg-

\ (Linéarité de 1'intégrale) /

’ ®

Soient a < b deux nombres réels et soit f : [a,b] — R une fonction en escalier sur
[a, b]. Alors,

b
Vo € [a,b], f(z) >0 == / f=0.

f20

. (positivité de l'intégrale) /

, )

Soient & < b deux nombres réels et soient f : [a,b] — Ret g : [a,b] — R deux
fonctions en escalier sur [a, b]. Alors, on a

b b
welt, J@<oe) = [f</[

g

f<g

N (Croissance de l'intégrale) /
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’ ®)

Soient a < b deux nombres réels et soit f : [a,b] — R une fonction en escalier sur
[a, b]. Alors, 1'application |f| est en escalier sur [a,b] et on a

/abf </abrf\-

{module)

16.2.2. Intégrale d'une fonction continue par morceaux

’ ©

Soient (a,b) € R? avec a < b et f : [a,b] — R une application continue par morceaux
sur [a,b]. Alors, il existe une suite croissante (¢, )nen et une suite décroissante (¢, )nen
de fonctions en escaliers sur [a, b] telles que

(16.1) Vn € N, on < f <Yy et Y — pn <

Alors, les suite ( ff ©n)nen et ( fab Y )nen convergent vers une méme limite ¢, qui ne
dépend pas du choix des suites (¢, )nen €t (Un)nen vérifiant (16.1). Cette limite £ est
appelée intégrale de la fonction f sur le segment [a, b] et on la note

b b b
/[a,b] f - /a f = ngr—lr—loo . O ngr-lr-loo/a ¢n

Par convention, on pose

/baf::—/abf et /aafz().

| J/

Remarque: la premieére chose que 1'on fait AVANT d'intégrer une fonction sur [a, b], c'est de
vérifier qu'elle est bien intégrable [a,b], c'est-a-dire qu'elle est continue par morceaux sur
[a, b].

Remarque: le fait de modifier les valeurs de la fonction en un nombre fini d'endroits ne modifie
pas son intégrale.
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f D
Soient (a,b) € R?, soit f : [a,b] — C une application continue par morceaux sur [a, b]&—
et soient g : [a,b] = R et h: [a,b] — R les parties réelles et imaginaires de la fonction f.
Autrement dit
Vo € la,b],  f(z)= g(z) +i h(z)
~~ ——

Re f(z)  Sm f(z)

Alors, l'intégrale de la fonction f de a a b est par définition le nombre

/abf;: /abg+@‘/abh_

| J/

Remarque: 1'intégrale d'une fonction sur [a, b] d'une fonction continue par morceaux est (par
définition) l'aire (algebrique) de la zone délimitée par 'axe des abscisses et le graphe de la
fonction f pour a <z < b.

Remarque: le fait de modifier les valeurs de la fonction en un nombre fini de points ne modifie
pas son intégrale.

16.2.3. Propriétés fondamentales de l'intégrale

’ ®

Soient (a,b,c) € R® et f : [a,c] — K une fonction continue par morceaux sur le
segment d'extrémités min{a, b, ¢} et max{a,b,c}. Alors, la fonction f est continu epar
morceaux sur les segments [a, b|, [b, c], [a,c] et on a

/acf:/aber/bcf-

b (Relation de Chasles) g

f ®)
Soit (a,b) € R? et soient f : [a,b] — Ket g : [a,b] — K deux fonctions continues
par morceaux sur [a, b]. Alors, pour (\, ) € K2, la fonction Af + pg est continue par

morceaux sur [a, b] et on a
b b b
Jossng=r[ t+us

. (Linéarité de l'intégrale)
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’ ®)

Soient a < b deux nombres réels et soit f : [a,b] — R une fonction continue par
morceaux sur [a, b]. Alors,

b
veelt, J@z0 = [ 30

. (positivité de l'intégrale) /

’ ®)

Soient a < b deux nombres réels et soient f : [a,b] — Ret g : [a,b] — R deux
fonctions continues par morceaux sur [a,b]. Alors, on a

b b
veltl f@2e0) — [ f>]

f;g
. (Croissance de l'intégrale) /
f ®)

Soient & < b deux nombres réels et soit f : [a,b] — R une fonction continue par
morceaux sur [a, b]. Alors, l'application |f| est continue par morceaux sur [a,b] et on a

g </ab|f|-

{module)

f \f ¢ [a,b] = R fonction contlnue1 T

Va € [a,b], f(m):Q <:>/f

=0
16.2.4. Moyennes
- ( f : a,b] — K fonction continue par morceaux) D

La valeur moyenne de la fonction f sur le segment [a, b] est le nombre

b
= bia/ f(z)dx
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Remarque: si f : [a,b] — R est continue par morceaux, on a

inf f(z) <m(f) < sup f(2).

a<z<h a<z<b
’ ®)
(inégalité de la moyenne). Soient a < b deux nombres réels et soient f : [a,b] — K
et g : [a,b] = K deux fonctions continues par morceaux sur [a, b]. Alors,
b b
fg| < sup |f(z) / lg].
a a<z<b a
En particulier, on a
b
/ fIl<(b—a) sup !f(x)‘
a a<z<h

16.2.5. Produit scalaire intégrale et inégalité de Cauchy-Schwartz

Soient a < b des nombres réels. alors, 1'application

C([a,b),R)* = R

b
(F,9) = (F,g) == / F(Hg(t) dt

est un produit scalaire sur G([a, b], R), c'est a dire une forme, bilinéaire, symétrique,
définie, positive.

| J/

Remarque: la norme || - || associée au produit scalaire (-,-) est alors définie par

vfeC(ablR), | fl= 7= o) de.

‘ ‘| a<b ', @
2 b b
v(fa g) S e([aa b]vR) 5 T| < / f(a:)2 dx % / g(.fE)2 dx.
\ (Inégalité de Cauchy—SChwarz) /

Remarque: Cette inégalité peut s'écrire plus simplement sous la forme

o<l Flixlgl-
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16.2.6. Sommes de Riemann

Soient a < b deux nombres réels. Alors, le pas d'une subdivision o = {zg, =1, -, 2}
du segment [a, b] est le nombre réel défini par

lo| = 1r<n]?é<n(a:k — Tp_1).
f )
Soient a < b deux nombres réels et f : [a,b] — K une fonction continue. Pour chuaqe
subdivision o = {zg, -, z,} du segment [a, b] et chaque famille Y = {y1,---,yn}
vérifiant
Vke{la"'an}a Tp—1 S Yk < Tk,

on appelle Somme de Riemann la quantité définie par

Roy(f) = D (zx —xx-1)f(ys).

1<k<n

- ( f :[a,b] — K fonction continue) @)

b
da = I .
/a f(.’l?) & o subdivislif)rli de [a,b] 7Y(f)

|o|—0

Autrement dit, 1'intégrale de f sur le segment [a, b] est la limite des sommes de Rie-
mann associées a des subdivisions de [a, b] dont le pas converge vers 0. En particulier,

on a )
b . b—a (b—a)
/a f(x)dx = ngr—ir—loo - I;)f (a + kT)

o b—a (b—a)
= lim — Zf(awf - )

k=1

(Somme de Riemann)

) . n
Exercice : Calculer lim E RNCE
n—-+oo k +n
1<k<n



’ ®)

Soient a < b deux nombres réels et f : [a,b] — K une fonction K-lipschitzienne.
Alors, pour chaque subdivision o de [a,b], on a

b
/ f(z) dz = Ry (f) + O(lo)).

| J/

Remarque: Methode des trapezes pour calculer des intégrales. Plutot que de calculer 'aire en
utilisant des rectangles a l'aide de la formule (z;11 — z;)f(y;), on calcule l'aire en utilisant
des trapezes a l'aide de la formule

J(xi) + f(2ig1)
2 )

($i+1 - iUz)

donnant 1'aire du trapeze passant par A(z;,0), B(x;, f(2:)), C(xit1,0) et D(xiq1, f(xit1)).
Ainsi, on a

n

/ ft)dt = lim (Tip1 — xl)f(@) + f(@it1)

n—-+oo 2
=1

17. Intégration et dérivation

Dans tout ce chapitre, le symbole K désigne le corps K = R ou le corps K = C.

17.1. Primitives

17.1.1. Lien entre intégrale et primitive

Une primitive sur un intervalle I d'une application f : I — K est une fonction
F : I — K dérivable (sur I) telle que f soit la dérivée de F' sur I. Autrement dit

Vo el, F'(z) = f(=).

( P
Soit I un intervalle et F': I — K une primitive d'une fonction f : I — K. Alors, on a

G : I — K est une primitive de f sur I <= JeeK: Vzel, G(z)=F(z)+c

|

Remarque: on pourra retenir que deux primitives d'une méme fonction différent d'une
constante.
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p ( f I — K continue sur un intervalle I, a € ) @
L'unique primitive de f qui s'annule en a est 1'application F' définie par
F:I—-K
xX
T f(t)dt

Par ailleurs, la fonction F est de classe G sur I

\ (Théoréme fondamental de l'analyse) /

’ ®)

Soit I un intervalle et a € I. Pour toute primitive F' sur I d'une fonction f : I — K,
on a

vz el, /I F(t)dt = [FI” = F(z) — F(a).

En particulier, pour toute fonction f ce classe C! sur I, on a

/ " Pt = [fIE = f(@) — fla).

17.1.2. Théorémes fondamentaux

f @
Soit (a,b) € R? avec a < b et soient f et g deux fonctions de classe C! sur le segment
la, b]. Alors, on a

[ g @a =15t - [ rwgtar

. (Intégration par partie) /

f @
Soit (a,b) € R? avec a < b, soit ¢ : [a,b] — I une fonction de classe Ct et f: [ — K
une fonction continue. Alors, on a

©(b)

b
/f(so(w))so’(w)dw:/ £(t) dt.
a ¢(a)

. (Changement de variable) /
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f @
Soit (a,b) € R? avec a < b et soit f : [a,b] — K une fonction continue. Soit [
un intervalle et soit ¢ : I — [a,b] un difféormorphisme de classe C! (i.e. une bijection
¢ : I — [a,b] de classe C! sur [a,b] dont la bijection réciproque ¢! est de classe C! sur

I). alors, on a
b ¢~ (b)
/ £t dt = / F((@))¢'(z) da.
. o=1(a)

. (Changement de Variable) /

17.2. Calcul de primitives

Remarque: Une primitive ' quelconque d'une fonction f : I — K sur un intervalle I est notée

F(m):/f(m)da: (x €1).

C'est une notation extrémement pratique qui sera utilisée en conjonction avec intégration par
partie et changment de variable pour trouver rapidements des primitives.

Remarque: les primitives d'une fonction f sur un intervalle I étant unique a une constante
pres, il est important de se rappeler qu'il y a une constante additive sous-jacente a la notation
[ f(z)dz. NE JAMAIS OUBLIER LA CONSTANTE !

17.2.1. Polynomes

Monomes

Pour chaque nombre réel n € N, on a

xn+1
/x”dx: +c (x € R).

| J/

Polynomes

d
: Pour chaque polynéme P(z) = Z apz®, on a
k=0

d k+1 d+1 ok
/P(x)dx:];akk+1+c:c+kz::1ak_1? (r € R).

| J/

Remarque: on sait intégrer facilement les polynomes et la primitive d'un polynéme de degré
d est un polynome de degré d + 1.
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17.2.2. Fractions rationnelles

1

1 *
YT

Fonctions du type

[
1C2

203

f ®
Soit a € R, soit n > 2 et soit I un intervalle réel ne contenant pas a. Alors, on a
1
/ dz =In|x —a|+c (x el),
x—a
1 1 1
——dzx = X el).
/(x—a)" T 1 n (x—a)"_1+c (z 1)
Fonctions du type e
i ®
Soit n > 2. Alors, on a
? o= Lln(e?
o] :c:in(ac +1)+c (x € R),
x 1 1
———dx = X € R).
/ P YT @ ¢ @R
Fonctions du type e
’ ®

1

Soit e € R. Pour calculer / W

1
/ o dz = Arctan(z) + ¢ (x € R),

1 2n —1 1 1 x
—  _dz= S — D).
/ R T g, / @ C @@ (zel)

|

— dz, on procede par récurence en utilisant que

J/

Remarque: on trouve la seconde relation en intégrant [ WTxl)" par parties en écrivant que

1 2 +1 1 n o x
p— = xT _—
(x24+1)  (2+1)"+1 (z2+1)"+1 ~~ (2 4 1)+t
a dériver ~———
a intégrer

d'ou

(x2 4+ 1)» - (22 4 1)ntl 2n (22 4+ )7t 2n ) (224 1)
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Fonctions du type %

rotertd

ar +b

_ 2
2 tcrtdr avec 0 = 4d —c¢* < 0, on

Remarque: Pour trouver les primitives de la fonction

met d'abord sous la forme canonique

axr+b B axr +b
(@ +ex+d)"  ((z+c/2)2 +6)"

puis on procéde au changement de variable u = x + ¢/2 pour ecrire que

ar +b ar +b au~+b —ac/2
3 ndili': 5 ndl': ﬁdu
(2 + cx 4+ d) ((a:—i—c/Z) +5) (u —|—5)

puis au changement de variable u = tv/§ pour en déduire que

ar +b au+b—ac/2 Vo [ ta/s+b—ac/2
(22 + cx + d)" (u2 + ) on/2 (2 +1)
Et ensuite, on sait calculer....
Fractions rationnelles
i ®)
Une fraction rationnelle & coefficients dans K est le quotient F = £ de deux

polynomes a coefficients dans K, avec @@ # 0. Le degré d'une fraction rationnelle F' non
nulle (i.e. pour laquelle P # 0) est le nombre

deg(F') = deg(P) — deg(Q).

Les poles de la fraction ratrionnelle F' sont les racines du polynome (). La valuation
d'un pole b est le plus grand entier n tel que

0=Q)=Q®) =--=Q" )

’ ®)

Pour chaque fraction rationnelle F', il existe une unique décomposition en éléments
simples sur le corps C de la forme

P = 28 = pe 2D gy O g T 3

Q(z) 041_[1<i<p($ — 9i); 1<i<p 1<j<n; (z —b;)?

ou E est un polyndéme, ou a; ; est un nombre complexe, ou b; est un pole de la fraction
rationnelle F' et ou n; est la multiplicité du pole b;.

| J/
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Remarque: pour trouver cette décomposition. Effectuer d'abord la division euclidienne du
polynéme P par le polynéme () pour trouver la partie entiere £ du quotient et le reste R de

la division euclidienne.

Remarque: puis on ecrit le développement sous la forme

F(z) := i Z Z aw

1<i<p 1<]<'n1

Et on détermine les coefficients a; ; en considérant la parité de R et @), en calculant des

valeurs en certains points x de la fraction rationnelle F, des limites du type ﬁ(x)xk en +0o
ou encore en utilisant la formule (bourrine mais qui marche toujours)
L (F@e-n)" " )
aj=——— x)(x —b)"™ .
" (ng =)
’ ®)

Pour chaque fraction rationnelle F' réelle, il existe une unique décomposition en
éléments simples sur le corps R de la forme

i, % +Bz,
F@=B@+ > 3 oiu+ Y ¥ ot

1<i<p 1<5<n;, <ip! 1<j<m;

ou E est un polynoéme réel, ol a; ; est un nombre réel, ot b; est un pole réel de la
fraction rationnelle F' et ou n; est la multiplicité du pole b;, ot a; ; et 3; ; sont deux
nombres réels, ou z; est un pole complexe non réel de la fraction rationnelle F' et ou m;
est la multiplicité des poles conjugués z; et z;.

| J/

Remarque: pour trouver cette décomposition. On effectue la décomposition en éléments
simples sur C puis on rassemble les termes complexes conjugués pour obtenir la décomposition
en éléments simples sur R.

Intégration des fractions rationnelles

Pour intégrer une fraction rationnelle, on la décompose en éléments simples puis on intégre
chaque élément simple.

Remarque: C'est la décomposition en éléments simples sur R qui permet d'intégrer les fractions
rationnelles réelles, donc il faut savoir la faire.

17.2.3. Fractions rationnelles de fonctions élémentaires
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Fraction rationnelle F(cosx,sinx).

’ ®

Soit F' une fraction rationnelle. Pour calculer une primitive, de la fonction G : z —
F(cosx,sinx), on peut utiliser plusieurs méthodes :
1) (méthode générale) On procede au changement de variable x = 2 Arctant,
c'est a dire ¢ = tan 3, pour obtenir que

1—t2 2t 2
/F(cos:c,sinx) dr = /F ) X dt
14+¢27 14 ¢2 14 t2

et se ramener au calcul d'une primitive d'une fraction rationnelle.

2) (méthode partielle) on pose x = Arcsint , c'est a dire ¢ = sinz sur un intervalle ou
sin’(z) = cos(x) > 0 par exemple) pour obtenir que

/F(cosx,sin:c) dz = /F (t, V1 —tQ) ﬁdt

Si la fonction G est impaire, cela marche bien en général.

3) (méthode partielle) on pose x = Arccost , c'est a dire ¢ = cosx sur un intervalle ou
cos’'(z) = —sin(x) > 0 par exemple) pour obtenir que

/F(Cosx,sinx)dx: —/F(t,—\/l—t2> ﬁdt

\. J

Fraction rationnelle F(chx.shz).

| ®)

Soit F' une fraction rationnelle. Pour calculer une primitive, de la fonction G : z —
F(chz,shz), on peut utiliser plusieurs méthodes :
1) (méthode générale) On procede au changement de variable x = 2 Argtht, c'est a dire
t = th §, pour obtenir que

1+t 2t 2
/F(chx,shx)dx:/F(l_t271_t2) S de

et se ramener au calcul d'une primitive d'une fraction rationnelle.

2) (méthode partielle) on pose x = Argsht , c'est a dire ¢t = shz, pour obtenir que

/F(chx,shw)dxz/F(\/1+t2,t> ﬁdt

3) (méthode partielle) on pose z = Argcht , c'est & dire ¢ = chz sur un intervalle ou
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ch’(z) = —sh(z) > 0 par exemple) pour obtenir que

1
/F(chx,shx)dxz—/F(t,— t2—1>ﬁdt

Si la fonction G est impaire, cela marche bien en général.

Fraction rationnelle F (w, (\L// %) avec ad — bec # 0.

i ®)
Soit F une fraction rationnelle et soient (a,b,c,d) € R* tels que ad — bc # 0. Pour
calculer une primitive, de la fonction x — F(z, { 2;1’3), on procede au changement de
variable t = 7 % pour obtenir que
ar +b dt™ —b ad — be
/F T, { dx:/F — ) x n———=t""tda
cr+d ct™ —a (ct™ — a)?

peut utiliser plusieurs méthodes :
1) (méthode générale) On procede au changement de variable z = 2 Argtht, c'est a dire
t = th §, pour obtenir que

1+t 2t 2
/F(chx,sha:)dxz/F<1_t2,1_t2) 1 de

et se ramener au calcul d'une primitive d'une fraction rationnelle.

Fraction rationnelle F(x.\/az? + bz + ¢) avec a # 0.

i ®)

Soit F une fraction rationnelle et soient (a,b,c) € R? tels que a # 0. Pour calculer
une primitive, de la fonction z — F(z,vax? + bz + ¢), on commence par metttre
ax? + bx + ¢ sous la forme canonique pour obtenir que

/F(x,m)dx:/F o a[(x—i)z—A] dz

2a

Selon le signe du discriminant, on procede alors aux changements de variables qu'il faut
pour faire apparaitre :

la fonction vx2 — 1 auquel cas, on pose ensuite x = ch(u).

la fonction vx2 + 1 auquel cas, on pose ensuite x = sh(u).

la fonction v/1 — 22 auquel cas, on pose ensuite x = cos(u) ou z = sin(u).
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17.3. Formules de Taylor

Soit n € N et f: I — K une fonction de classe C" sur I. Alors, on a

®) (g _
V(a,b) € I?, Z f b—a)’“+/ (lzn _t)l) F () at

g

R (b)
- (Formule de Taylor) /
Remarque: si a et fixé, la relation précédente pour x € I s'écrit
f(’“) ko, [T @0
Ve el, Z QZ—CL) + i W'f (t)dt
g R;Ex)

Polynéme T, (z)

si de plus a = 0, on déduit du changement de variable t = ux que

M

n—1
B F®(0) o [P A=t)"

Soit n € N et f: I — K une fonction de classe C" sur I. Alors, on a

n—1
f®)(a b—a)"” "
v e, |f) - S LD < Loy jpmy)
=0 k! mn. a<z<b
. (Inégalité de Taylor—Lagrange) /

Remarque: si a et fixé et si l'intervalle I est un segment , la relation précédente pour x € I se
traduit par

*) (@
Vo e 1, Zf x—a)k—l—O((x—a)”)
si de plus a = 0, on déduit du changement de variable ¢ = uz que

= M) ,

Vo eI, f(z) = ot O(z").

k=0



Intégration et dérivation 209

17.4. Développements limités

17.4.1. Développement limité en un point

’ ©

Soit f : I — R une fonction et @ € I. On dit que f admet le polynome P(z) =
> h_oak(r — a)¥ de degré inférieur ou égal & n comme développement limité en a a
l'ordre n si, et seulement si

f(x) = P(z) + oa<(:v — a)") = zn:ozk(x —a)f + o0, ((:c - a)").

k=0

Le développement limité de f en a a l'ordre n est unique.

| J/

Remarque: Si P(xz) = > p_jai(z — a)* est le développement limité de f en a, alors la
troncature Q(z) = > -, ar(z — a)® a l'ordre m (avec 0 < m < n) est le développement
limité de f en a a 1'ordre m.

17.4.2. Opérations algébriques

Si P(x) et Q(x) sont les développements limités en a des fonctions f et g a 1'orde n,
alors (P + Q)(z) est le développement limité de f + g en a a 1'ordre n.

)

Si P(x) et Q(x) sont les développements limités en a des fonctions f et g a 1'orde n,
alors la troncature a l'ordre n du polynéme (P x Q)(x) est le développement limité de
f X genaalordre n.

— @

Si P(x) et Q(x) sont les développements limités en a des fonctions f et g a l'orde
n et si g(a) # 0, alors la division a l'ordre n de P par @), suivant les puissances
croissantes, en a est le développement limité de f/g en a a l'ordre n.

N )

Pour chaque entier n € N, on a
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Remarque: on peut utiliser la propriété précédente pour calculer le développement limité d'un
quotient (plutot que d'effectuer la division suivant les puissances croissantes).

’ @

Soit f une fonction de classe €™ sur un intervalle I. Alors, la fonction f admet un
développement limité & 1'ordre n en tout point a € I donné par

- " £®)(a)
x) = ag(x —a)” + o4 (x —a avec ap = pour 0<k<n.
f(@) =" ay(z — a)* +oq (@ — a)") - 0< k<
k=0 '
. (Formule de Taylor Young) /
: ®)

Soit f : I — K une fonction dérivable sur I dont la dérivée admet en a le développe-
ment limité a 1'ordre n suivant

n
f(z) = Zak(x —a)* + 0a<(.r — a)").
k=0
Alors, la fonction f admet en a un développement limité a 1'ordre n + 1 donné par

W + 04 <(ZE - a)”“)

| ®)

Soit f : I — K une fonction continue sur I admettant en a le développement limité a
l'ordre n suivant

f(z) = iak(aﬁ —a)* + 0a<(x — a)”).
k=0

Alors, une primitive F' de f admet en a un développement limité a 1'ordre n + 1 donné
par
n+l (z — a)*+!

e + 04 ((a: — a)n+1>

17.5. Application auxr courbes paramétrées



17.5.1. Comportement local

f ®)
Soit I un intervalle, f : I — R? une courbe paramétrée de classe C* et a € I. S'ils
existent, on note

p le plus petit entier n € {1,---,k} tel que £ (a) # 0,

q le plus petit entier n € {p+1,---,k} tel que {fP)(a), f™ (ty)} forme une famille libre.
Alors, le comportement de 1'application ¢ — f(a+t) en 0 dans le repére (O, f,j), ou l'on
a posé O = f(a), i = f®)(a) et j= f@(a), est entierement déterminer par la parité des

nombres p et g et on a

p q

fla+h)=0+ %(1 +o(1))i + %(1 +o(1))j  (h—0).

| J/

Remarque: La droite (O, Z) est appelée droite tangente & la dourbe paramétré (I, f) au point

0.

17.5.2. Classification du comportement d'une courbe en un point

Point (pseudo) réqulier

Si p est impair et g est pair (cas général), on dit que la courbe paramétrée (I, f) présente
un point (pseudo) régulier en a. Elle présente alors 1'aspect suivant :
Figure 34. FigConva, Point (pseudo) régulier.

Point d'inflexion

Si p est impair et ¢ est impair, on dit que la courbe paramétrée (I, f) présente un point
d'inflexion en a. Elle présente alors l'aspect suivant :

Figure 35. FigConve, Point d'inflexion.

Point de rebroussement de premiére espéce

Si p est pair et g est impair, on dit que la courbe paramétrée (I, f) présente un point de
rebroussement de premiere espece en a. Elle présente alors 1'aspect suivant :

Figure 36. FigConven, Point de rebroussement de premiere espece.

Point de rebroussement de seconde espéce

Si p est pair et ¢ est pair, on dit que la courbe paramétrée (I, f) présente un point de
rebroussement de seconde espece en a. Elle présente alors 1'aspect suivant :

Figure 37. FigConvena, Point de rebroussement de seconde espece.
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18. Fonctions de plusieurs variables

18.1. Continuité des fonctions de plusieurs variables

18.1.1. Normes et Topologie de R™

f ®)
Soit m > 1 un entier. Une norme de R™ est une application NV : R® — R vérifiant les
propriétés suivantes :
e L'application NV est bien définie et a valeurs réelles positives :
Ve € R", N(z) > 0.
e L'application N est dite " définie'" :
Ve € R", N(z)=0 <= x=0.
e L'application N est positivement homogene :
Vr € R", VXeR, N(\z) = |A|N(x).

e L'application N satisfait 1'inégalité triangulaire :

(18.1) Vr e R", VyeR", N(z+y) < N(z) + N(y).

Ne pas confondre cette propriété " " définie'" avec la propriété standard " " défini=existe".

f ®)
L'application définie par

Vo= (z,1,-,2,) € R, Hx”:\/x%+x§++x%

est une norme appelée norme euclidienne de R".

| J/

Remarque: Une norme N satisfait nécéssairement les deux inégalités triangulaires

Ve e R", VyeR", ‘N(:U)—N(y)’gN(a:—l—y)gN(x)—l—N(y).
Remarque: Dans l'espace R™ muni de la norme euclidienne || - ||, la distance d'un point
x=(x1, -+,2y,) & un point y = (y1,- -+, yn) est le nombre réel positif

d(z,y) =z —y = V(1 =912+ + (20 — ya)?

Remarque: si n = 1, la norme euclidienne de R = R"” est la valeur absolue.
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La boule ouverte de centre a € R™ et de rayon r > 0 est 1'ensemble

Bla,r):={zeR" |z —al<r}.

’ ©

Un ensemble £ C R” est ouvert si, et seulement si, pour chaque x € E, il existe une
boule ouverte de centre x et de rayon r > 0 contenue dans F

V CR" est ouvert <= VzeV, Ir>0: B(x,r)CV.

, ®

Un ensemble V' C R™ est un voisinage du point a € R" si, et seulement s'il contient
une boule de centre a et de rayon r > 0.

V C R" est un voisinage de a € R" <= Jr>0: B(a,r)C V.

| J/

18.1.2. Limites d'une fonction de plusieurs variables

’ D

Soient n et p deux entiers strictement positifs et soit D C R™. Alors, on dit qu'une
fonction f: D — RP est une fonction (réelle si p = 1 et vectorielle sinon) de n variables.
En particulier, on a

i@y ) o f@, e mn) = (A@), R@), - @)

reR™

f(z)eRr

, D

Une fonction de n variables f : D C R™ — RP admet la limite ¢ € RP en un point
a € R™ si, et seulement si

Ve >0, da>0: Vo € D vérifiant ||z —a||[< a, ona || f(z)—C|<¢

Cette limite ¢, si elle existe est unique. On la note lim f(x).
Tr—a

| J/

Remarque: On dit parfois la fonction f converge/tends vers £ en a/quand x tends vers a a la
place de "la fonction admet la limite ¢ en a".
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Remarque: Pour les fonction réelles, on peut également définir la notion de divergence vers
400 d'une fonction de n variables.

’ ©

Une fonction réelle de n variables f : D C R™ — R admet la limite ¢ = 400 (resp.
¢ = —o0) en un point a € R" si, et seulement si

VM eR, 3a>0: Vze D vérifiant ||z —a ||[<a, ona f(z) > M (resp. f(x) < M).

| J/

Remarque: Attention, lorsque 1'on travaille avec des vecteurs x € R™, on ne peut pas faire
tendre x vers l'infini (lequel 7), ni faire tendre x vers a par la droite ou par la gauche, cela
n'a pas de sens.

’ ®)

Une fonction réelle de n variables f : D C R" — RP admet la limite £ € RP en un
point a € R” si, et seulement si

Pour V voisinage de ¢, il existe U voisinage de a tel que Ve € DNU, f(x) € V

( P
une fonction f : D C R™ — RP converge vers £ en a si, et seulement si la fonction
f — £ converge vers 0 en a.

\.

( P
une fonction f : D C R™ — RP converge vers ¢ en a si, et seulement si la fonction
g:h— f(a+ h) converge vers ¢ en 0.

|

Remarque: les deux propriétés précédentes permet de transformer un probléme de limite vers
¢ € RP en a € R" en un probléme de limite vers 0 en 0, qui est a priori, plus facile a résoudre
(on translate le probléeme pour se ramener en 0).

18.1.8. Opérations sur les limites

(u : R™ — RP application linéaire) T

Va € R", lim u(z) = u(a).

r—a

Remarque: Soit a = (a1, a2, -+, a,) € R". Alors, pour 1 <k < n,ona

lim T = Q.
(xlz"’,mn)—ﬂl
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®)
Soit D un ouvert de R™ et a € D. Si la fonction réelle de n variables f : D — R
converge en a vers £ # 0, alors il existe un voisinage V' C D de a pour lequel on a
Ve eV, f(x) #£0. (f ne s'annule pas au voisinage de a)
Si f: D — R converge en a vers £ > 0, alors il existe un voisinage V' C D de a tel que
l
Ve eV, f(x)>§>0.
(f est minorée par un nombre strictement positif au voisinage de a).
p (a € D, ouvert de R™" \ € R) @

Si f:D— RPetg:D— RP admettent une limite en a, alors les fonctions A.f, f + g

et f X g convergent en a et

lim (\.f(z)) = A lim f(z),

lim (f(z) + 9(@)) = lim f(z) + lim g(z),
lim (f(z) x g(z)) = lim f(z) x lim g(z).

De plus, si lim g(x) # 0, la fonction f/g est définie au voisinage de a et on a
Tr—a

r—a

i (@) N w

g()) = lim g(a)’

@

Une fonction polynéme de n variables est continue sur R".
Une fraction rationnelle de n variables est continue sur son ensemble de définition.

|

- (a € D un ouvert de R™, b € D’ un ouvert de Rp}
Si f: D — RP converge vers b en a, si g : D' — RP converge vers £ € R en b et si

Vz € D, f(x) e D,

alors, l'application g o f, qui est définie sur D, converge en a vers /.

@

\.
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- (D c R") D)
Pour 1 < k < p, la fonction fr : D — R converge en a € R™ vers {; € R si,
et seulement si l'application f définie par

vee D, f() = (h@), o), fl)

converge en a vers £ = (I1,la,- -+, 4}).

| J/

Remarque: Cette propriéte permet en particulier de ramener 1'étude de la convergence d'une
fonction vectorielle a plusieurs études de convergence de fonctions réelles (pour 1'ensemble
d'arrivée, cela se passe bien).

Remarque: Par contre, on ne peut pas ramener l'étude de la convergence d'une fonction
de plusieurs varaibles a plusieurs études de convergence de fonctions d'une variable (pour

'ensemble de départ, cela se passe mal).

18.1.4. Continuité, prolongement par continuité en un point

| ®

Soit D C R™ et soit a € D. Alors, l'application f : D — RP est continue en a si,
et seulement si

Ve >0, 36> 0: Ve € D vérifiant ||z —a|<a, ona || f(zx)— f(a) [|[<e.
Autrement dit, on a

f est continue en a < li_1>n f(z) = f(a).

f )
Soit D C R™ et soit a ¢ D un point au contact de D. Alors, 'application f: D — RP

est prolongeable par continuité en a si, et seulement si f converge en a. Dans ce cas, la

fonction définie par
- { f(x)six e D,

flz) = il_rgf(ac) siz=a

est une application de D’ := D U {a} dans R?, continue en a, qui prolonge la fonction f.

| J/

Remarque: En général, s'il n'y a pas de contre indications, on confondra I'application f avec
son prolongement pas continuité f.

Exercice : Prolongement par continuité en (0,0) pour l'application f définie par

2
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( n |
- LDCR ,)\ERJ @
Sif:D—Retg:D — R sont continues en a € R, alors les fonctions A.f, f + g et

f % g sont continues en a.
De plus, si g(a) # 0, la fonction f/g est continue en a.

| J/

( hl
- (D CR" et D' C RP} D
Si la fonction f : D — RP est continue en a € D, si la fonction g : D’ — R? est
continue en b = f(a) et si on a

Vz € D, f(z) e D,

Alors la fonction g o f, qui est définie sur D, est continue en a.

n
- ‘.DCR ', @

Pour 1 < k < p, la fonction fr : D — R est continue en converge en a € D si,
et seulement si l'application f définie par

Vx € D, f(x) = <f1($)af2(x)7"'vfp(x)>

est continue en a.

| J/

Remarque: Cette propriéte permet en particulier de ramener 1'étude de la convergence d'une
fonction vectorielle a plusieurs études de convergence de fonctions réelles (pour 1'ensemble
d'arrivée, cela se passe bien).

Remarque: Par contre, on ne peut pas ramener 1'étude de la convergence d'une fonction
de plusieurs varaibles & plusieurs études de convergence de fonctions d'une variable (pour
'ensemble de départ, cela se passe mal).

P
Soit D C R™. Si f : D — RP converge en a € D vers une limite £/ € RP, alors la
fonction || f || converge en a vers || £ ||. En particulier, si l'application f est continue en
a alors la fonction || f || est continue en a.
P

Soit D C R"”, soit f : D — RP une fonction convergeant en a vers une limite finie et
soit g : D — RP une fonction divergeant en a. Alors, f 4 g diverge en a.

Remarque: si f et g sont deux fonctions n'admettant pas de limite en a € R, la fonction f+ g
peut converger ou diverger.
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( P
Soit D un voisinage du point a € R"™. alors, l'ensemble des fonctions f : D — R de
limite nulle en a forme un espace vectoriel pour 1'addition et la multiplication externe
des fonctions. De plus, si f : D — R converge vers 0 en a et si g : D — R est bornée au
voisinage de a, alors, la fonction f x g converge vers 0.

|

f ®)
Soit D C R”™ un voisinage du point a et soient f : D — RP et g : D — R deux

fonctions telles que

Vx € D, |f ()] < g(z) et lim g(z) = 0.

r—a

Alors, la fonction f converge en a vers 0 .

| J/

( P

Soient D un voisinage de a € R" et soient f, g et h trois fonctions de D dans R telles
que f < g < h. Si f et h convergent en a vers le méme nombre réel ¢, alors la suite g
converge vers en a vers /.

\ (Principe des gendarmes)

P
Soient D un voisinage de a € R™ et f, g deux fonctions de D dans R avec f < g.
Si lim f(x) = 400, alors lim g(x) = +oc.
r—a r—a
Si lim g(x) = —o0, alors lim f(z) = —oc.
Tr—a r—a
(Conservation des inégalités larges par passage a la limite)
- (D voisinage de a € ]R”) @
Une application f: D — RP est continue en a si, et seulement si
pour tout suite u € DY vérifiant lim w, =a, ona lim f(u,) = f(a).
n——+oo n——+oo

Remarque: Cette propriété est extremement utile pour deux raisons :
a) Si une suite de terme général u,, € D tends vers a, si f: D — K est continue en a alors

lim f(un> = f(a)

n—-+o0o

b) Si une suite de terme général u, € D converge vers a et si la suite de terme général
vp, = f(uy) diverge, alors, la fonction f n'est pas continue en a.

D
Soit D un ensemble de R™. Alors, la fonction f : D C R™ — RP est continue sur D si,

et seulement si elle est continue en chaque point a de D.
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18.2. Différentiabilité

18.2.1. Différentielle df

Soient n et p des entiers strictement positifs et U un ouvert de R".

i D
L'application f : U C R™ — RP est différentiable en a € U si, et seulement si, il existe
une application linéaire u € L(R", RP) telle que
fla+h)=f(a) +u(h)+o(| k)  (h—(0,--,0)),
c'est a dire telle que 1'application € définie par

fla+h)= f(a)+u(h)+ || k| elh) (a+hel)

vérifie  lim e(h) =0.
h—(0,---,0)

\. J

Remarque. L'application linéaire u est unique, lorsqu'elle existe. On la note df, et on l'appelle
différentielle de f en a.

Ezemple. Pour f: I C R — RP dérivable en a € I, on a dfs : h — h.f'(a) car
fla+h) = f(a) +h.f'(a) + 0o(h) ~ (h—0).

f i Mnp(R) — M, (R)

Ezxemple. Pour et A€ Mp(R),ona dfs: H— HA+ AH car

M — M?
FAA+H)=(A+H)x (A+ H)= A2 + HA+ AH+ H> (HeMn(]R))
A wmy e(IHID)
i ©

La différentielle df d'une application f : U C R"™ — RP différentiable dur U est
I'application df définie par
df : U — L(R",RP)

a— df,

18.2.2. Applications partielles

Soient n et p des entiers strictements positifs et soit U un ouvert de R™.
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Dérivée sutvant un vecteur

f D
Soit ¥ un vecteur de R", soit f : U C R™ — RP une fonction de n variables. Soit
a € R" et soit g l'application définie par

vVt € R" tel quea + tv € U, g(t) := f(a+ t0).

Lorsqu'elle existe, la dérivée ¢’(0) de la fonction vectorielle g est appelée dérivée de la
fonction f en a selon le vecteur ¥ et on la note Dgf(a).

|

Applications et dérivées partielles

f , ®)
Pour 1 < k < n, la kK™ application partielle de la fonction f : U C R" — RP?
en (ay,---,an) € U est 'application

fk :t'_>f(ala"'7ak—17ak+t7ak+17"':an)'

Lorsqu'elle existe, sa dérivée f/(0) en 0 est appelée k'®™° dérivée partielle de la fonction

2

f:UCR* = RPen (a,--,a,) €U et on la note g—f(al,---,an) ou d;f(ay, -+, an).
T

| J/

Remarque: Les dérivées partielles sont des dérivées selon les vecteurs de la base canonique.

Remarque: On appelle k'°™€ dérivée partielle ou dérivée partielle par rapport a z;, I'application

O ycr SR
6$k
0
(alu"'va“n)'_> a_:l{;(alv"':an)

Exemple. Dérivées partielles du changement de variables sphériques.
¥ (r,9,¢) — (rcospcosd, rcospsind, rsinp).

Maitrice Jacobienne et Jacobien

i )

Soit f : x (fl(x), s fp(x)) une application de U C R"™ dans RP dont toutes les
dérivées partielles sont définies en a € U. On appelle matrice jacobienne de f en a la
matrice J[f](a) € M, »(R) définie par

gﬁ(a) gi(a)
2L 2L )

af 8f 8531 o .. o .. amn

0= (g am@) = | 70y
e ... . )
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f D
Si n = p, on appelle Jacobien de f au point a et 1'on note
D(f1,--, fn)
— = =dét J
By = deTl)(a)
le déterminant de la matrice jacobienne de f en a.

| J/

Lien entre différentielle et dérivées partielles.

Remarque. Pour 1 < i < n, on note dz; la forme linéaire dz; : (z1,---,2,) — x; de R™ et
I'on pose
of
df, = Z " dz;
1<i<n

L'application df, appartient alors a 1'espace £(R"™,RP) et on a Matpc df, = J[f](a).

Fquation aux dérivées partielles

i ®)
Soit U C R™ un ouvert connexe (consitué d'un seul morceau). alors, une fonction
f € CY(U,R) vérifie la relation

of .
V.CCEU, a—wl(il?)—o

si et seulement s'il existe un ouvert V.C R"~! et une fonction ¢ € V' — R de classe C!
telle que
Ve = (21, -,x,) €U, flxy, - xpn) =gz, -+, Tp).

| J/

Remarque: plus simplement, si la dérivée partielle % d'une fonction f selon la variable k, la
fonction f ne dépend pas de la variable xj et réciproquement .

Gradient et lien avec la matrice Jacobienne

f ©
Sig:U CR"™ — R admet toutes ses dérivées partielles en a € U, on appelle gradient
d
7 (@)
de g en a et on note grad g(a) le vecteur | :
le]
72 (@)

Remarque. Soient a € U C R" et f: x — (f1 (), -, fp(x)) une application dont toutes les
tgrad fi(a)
dérivées partielles sont définies en a. Alors J[f](a) = :

t graci fp(a)
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Gradient et différentielle

( P
Soit f: U C R™ — R une application différentiable en un point a € U. Alors, on a

Vh e R",  df.(h) = gradf(a).h

|

Remarque: En particulier, le gradient en un point a d'une fonction f de plusieurs varaibles (par
exemple P(V,T)) indique la direction & suivre pour que les valeurs de la fonction augmentent.
Dans le sens contraire, la fonction décroit et perpendiculairement a cette direction, la fonction
reste constante.

18.2.3. Applications de classe CF

Caractérisation

( D
Soit k > 1. Une application f : U — RP est de classe C* sur 1'ouvert U C R” si, et
seulement si, toutes ses dérivées partielles sont définies et de classe C*~1 sur U.

|

f ®)

La fonction F : z — (fi(z), -, fo(x)) est de classe C* sur un ouvert U C R™ si, et

seulement si, 'application coordonnée f; est de classe €% sur U pour 1 < i < p. Etant
donné a € U, on a alors

dFa(h) = (d(f1)a(h), -+, d(fp)a(h)) (R €R?)

| J/

Opérations

P
Pour k > 1, 'ensemble des fonctions f : U — R? de classe C¥ sur U forme un espace
vectoriel que 1'on note C*(U, RP).
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.Soient f : U C R* — RPetg : V C RP — RY deux fonctions de classe C!
telles que f(U) C V. Alors, l'application go f : U — RY est de classe C! et on a

Jlgo fl(a) = Jlg](f(a)) x J[f](a)  (a€U).

Autrement dit, pour 1 <i<qget1<j<n,ona

a(%%j)i(a): S %9 1a) gi’; Y %0i(f(a))d;fila)  (a€l)

1<k<p 1<k<p

| J/

Remarque. En particulier, pour 1 < j < n, on a 1'égalité vectorielle

3(gof)(a): Z @(f(a))g_f;(a): Z g (f(a))0; fr(a) (a€U).

o0z 0
j 1<k<p f 1<k<p

Ezemple. Soit f € C1(R?,R). Calculer la dérivée de la fonction g : z +— f(1 — 22, e%).

D
Soient £ > 1 et U,V deux ouverts de R™. L'application f : U — V est un
difféomorphisme de classe C si, et seulement si, f est une bijection de U sur V, de
classe C¥ sur U, dont la bijection réciproque f~':V — U est de classe C¥ sur V.
P

Soit f : U C R® — V C R™ un difféomorphisme de classe C'. Alors, J[f](a) est

inversible et
JUN(f@) =Jifl@)™" (acU).

Théoréme de Schwarz

Exemple. Calcul de l'inverse de la matrice jacobienne des changements de variables : Polaire (r,9) —
(rcos ¥, rsind) et Cylindrique (7,9, z) — (rcos?, rsind, z).

- (Théoreme de Schwarz) D

Soit f: U C R™ — RP une application de classe C2. Alors, pour (4,j) € {1,---,n}, on

aii <§Ti) (a) = a% (Sj) (@) (a€).
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Dérivées d'ordre supérieur

Remarque. Si k > 2, on peut calculer les dérivées partielles (d'ordre total inférieur a k)
de f € Gk(U, RP) dans 1'ordre que 1'on veut. Pour 1 <i < net 0<¢<k, on pose

o' f 0 0
of = —(a) = =—--- U).
———
¢ fois
Etant donné (¢4,---,¢,) € N vérifiant {1 + - -+ + £, < k, on pose de méme
3é1+---+€nf ol Hin
8£1~~8f;” a)= ————7+(a)i= — -+ —f(a acU).
Pl i@ = e @)= S f@) (@)
L'entier ¢; est 1'odre partiel de dérivation par rapport a la ™€ variable z; et l'entier L :=

b1+ ---+ ¢, est l'ordre total de dérivation

D
f U CR™ — RP est de classe C* sur l'ouvert U si, et seulement si, f est de classe

C* sur U pour chaque entier k € N,

Remarque. Une fonction f : U C R™ — RP est de classe € (resp. ) sur U si, et seulement
si, toutes ses dérivées partielles (resp. d'ordre total inférieur a k) existent et sont continues
sur U (on tient compte de l'ordre de dérivation dans cette remarque).

Exemple. Toute fonction polynomiale f : R™ — R est de classe €°° sur R™.

Formulaire pour les différentielles

D
Soit U C R™ un ouvert. On appelle différentielle de f € C'(U,RP) et on note df
o df : U — L(R",RP)
I'application )
a— df,
Ezxemple. Yu € L(R™,RP), l'application u est de classe € sur R™ et vérifie du = w.
P

Soient U un ouvert de R™, k appartenant a 1'ensemble N* U {oco} et deux fonctions
f € CF(U,RP) et g € CI(U,RP). alors,

Sip=qet (\pu)cR2 alors \f + ug € C*(U,RP) et
d\f + pg) = Adf + pdg.
Si p =1, alors fg est de classe C* sur U et

d(fg)a = dfagla) + f(a)dga  (a €U).
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Sip=1etsif(x)#0pourzcU,alors g/f est de classe C¥ sur U et

d <g> _ fla)dga — dfag(a)

f fla)?

7 (a €U).

Soient f : U C R* — RPetg : V C RP — R? deux fonctions de classe C!
telles que f(U) C V. Alors, l'application go f : U — R? est de classe C! et on a

d(go f)a = dgf(a) © dfa.

18.3. FExtrema

’ ©)

Soient A C R™ et a € A. L'application f: A C R” — R admet un minimum (resp. un
maximum) relatif en a si, et seulement si, il existe r > 0 tel que

Vx € B(a,r)N A, f(z) > f(a) (resp. f(z) < f(a)).

On appelle extremum relatif tout maximum ou minimum relatif.

| J/

’ )

On dit que le point a est un point critique d'une fonction f : D C R” — R, si
et seulement si f admet des dérivées partielles en a, qui sont nulles, i. e.

af

Vke{l--n}, 5t
k

(a) = 0.

| J/

Remarque: Si f est différentiable en un point critique a, on a forcément df, = 0.

T
Soient U un ouvert de R™ et f € C1(U,R). Si f admet un extremum relatif en a € U,
alors a est un point critique de f.

Exemple. extrema de (z,y) — \/m —(z+y)/2.

Remarque. C'est une condition nécéssaire mais pas suffisante, la réciproque est fausse.
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i )
Soit a € R?, soit » > 0 et soit f : B(a,r) C R? — RP une application de classe ©2.
Alors, lorsque h = (x,y) tends vers (0,0), on a
of of Pf, ax*  Of *f \y 2
h) = — —- —(a)— — (a)Z h
flath) = F0) + @+ Ptaw+ T @5 + 51 @y + S @Y% +o( 11 1P)
dfa\(rw,y) q(;ty)
. (Formule de Taylor Young) /

Remarque. Si a € U est un point critique de 1'application f € C2(U,RP), on a

ro? + 25Ty + ty?

fla+h) = f(a)+ +o(z* +y%) (b —(0,0)).

2
ot l'on a posé h = (z,y),
% f 0% f o*f
(*) r= ﬁ(a)7 s = axay(a) et t= a_yZ(a)
) D

Soient U un ouvert de R?, soit f € C2(U,R), soit a € U un point critique de f
et soient r, s et ¢t les nombres réels définis par (*). Alors, quatre cas se présentent :

1) Sirt —s* > 0etr <0, la fonction f admet un maximum relatif en a.

2) Sirt—s?>0etr>0,lafonction f admet un minimum relatif en a.

3) Si rt — s? < 0, la fonction f n'admet pas d'extremum relatif en a (selle de cheval).
4) Si rt — s> = 0, on ne peut conclure. Il faudrait affiner l'estimation de f en a.

| J/

Exzemple. Extrema de (x,y) — 22 + 9% — 1, (z,y) — 22 — y? et de (z,y) — 22 — 2xy +y> +y" ?

18.4. Théorémes d'inversion

f @
Soient U et V deux ouverts de R", k € N* U {oo} et f € C¥(U, V) une bijection telle

que
D(fl;"‘7fn>

D@h~wm%®%0 (a €l),

c'est-a-dire telle que la matrice jacobienne (resp. la différentielle df,) de f en a soit in-
versible pour a € U. Alors f : U — V est un difféomorphisme de classe C*.

| J/

FExemple. Les changements de variables polaires, cylindriques et sphériques sont des difféomorphismes de classe
Ce.



f o)
(des fonctions implicites). Soient U un ouvert de R?, f € CY(U, R) et (zo,y0) € U

0
tel que —f(xo, yo) # 0. Alors, il existe des réels a, b, ¢, d tels que

dy
a<xg<b, c<yo <d, la,b] X ]e,d[ C U
et il existe une unique application ¢ € €*(]a, b[,]c,d[) vérifiant (zo) = yo et

Vr € ]a’7b[7f ('T> cp(x)) = f(x(%y())'

De plus, on a

g(fﬂo Yo)
@' (w0) =~ 37

a—y(ﬂcoayo)

et si f est de classe C* (resp. C) sur U, alors ¢ est de classe C* (resp €*°) sur a, b|.

| J/

Remarque: plus généralement, on peut calculer ¢'(x).

Ezemple. Paramétrisation des courbes de niveau de f : (z,y) — 22 + y2.

19. Intégrales multiples

Dans tout ce chapitre, la théorie des intégrales multiples est exposée en dimension 2 (mais
se généralise en dimension 3 et méme n > 2).

19.1. Définition
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’ O,

Soient a < b et ¢ < d quatres nombres réels et soit f : [a,b] X [¢,d] — R une fonction
continue a valeurs réeles. Alors, étant donnée des subdivisions o et 7 des segments [a, b]
et [e,d],

a=ag<ar---<ap=>= et c=cp<c < <¢cg=d,

v~ \~
e T

pour chuaque couple (7,7) € {1,---,p} x {1,---, ¢}, on se donne un point M, ; dans le
rectangle [a;_1,a;] X [cj_1,¢;] et on pose

S i= Y, ¥, f(M

1<i<p 1< <gq

Lorsque 1'on fait tendre le pas | o || et || 7 || des subdivisions o et 7 vers 0, cette
somme converge vers une limite, qui ne dépend ni du choix des subdivisions ¢ et 7, ni
du choix des points M; ;. Cette limite est appelée l'intégrale de la fonction f sur le pavé
[a, b] X [c,d] et on la note

— Ydu = lim So.r
/ = / flw)du = //fxy " (ol = 0.0 "M

[a,b]x[c,d

| J/

Remarque 1 : Cette définition, qui utilise un quadrillage du pavé, est semblable a celle
s'appuyant sur les sommes de Riemann, en dimension 1.

Remarque 2 : De la méme maniere, on peut définir 1l'intégrale d'une fonction continue
f : A — R sur un ensemble A constitué des points (z,y) € R? vérifiant des conditions
simples du type

a<z<b et o(z) <y< ()

et plus généralement sur des domaines * " quarrables''.

Remarque 3 : L'intégrale d'une fonction f: A — R est le volume (algebrique) du * " cylindre"
délimité par le graphe de la fonction f(z,y) pour (z,y) € A et par la surface palce A x {0}.

Remarque: le fait de modifier les valeurs de la fonction sur un nombre fini de courbes
(d'épaisseur 0) ne modifie pas son intégrale.

19.2. Propriétés

' ®
Soit A C R? un ensemble (quarrable) et soient f : AtoR et g : A — R deux fonctions
continues. Alors, on a

/A (Af(x) + Mg(:v)> dr = A/Af(x) dz + M/Ag(x) do.

\ (Linéarité de l'intégrale) g




Intégrales multiples 229

Remarque: 1'égalité précédente se note également avec des intégrales doubles comme ceci :

//A<Af(f”’y)+“9(f”’y)>dxdy:A//Af(x,y)dxdwy//Ag(x,y)dzdy.

Cette notation étant un peu lourde, je ne 1'utiliserai que lorsqu'elle sera réellement utile (pour
Fubini par exemple) d'autant plus qu'elle n'est pas plus précise que la notation précédente
(comme on intégre sur A C R?, on sait que 1'on intégre selon 2 variables)

’ B

Soient A et B deux domaines quarrables de R? et soit f : AU B — R une fonction
continue sur la réunion AU B. Si A et B sont disjoints (i.e. AN B = &), alors on a

/f(x)dx:/Af(x)dH/Bf(x)dx.

AUB

. (Additivité par rapport au domaine d'intégration) /

Remarque: Cette propriété analoque a celle de la relation de Chasles pour les intégrales d'une
seule variable, ne permet pas d'intégrer les fonctions de plusieurs variables sur des ensembles

algeébriques : la relation ff f=— [, [ (valable en dimension 1) ne se généralise en dimension
n > 2.
f ®)

Soit A un domaine quarrable de R? et soit f : A — R une fonction continue sur A.
Alors, on a
Vee A, f(x)>=0 = /f(a:)da:}O.
> ’ A

g

f20

(positivité de l'intégrale) /

i ®)
Soit A un domaine quarrable de R? et soient f : A — Ret g : A — R deux fonctions
continues sur A. Alors, on a

Va € A, f(x) < g(xz — /Af(x) dz < /Ag(ac) dz.

f<yg

. (Croissance de l'intégrale) /
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’ ®)

Soit A un domaine quarrable de R? et soit f : A — R une fonction continue sur A.
Alors, 1'application |f| est continue qur A et on a

IRCL

(Valeur absolue)

< /A | f(z)] dz.

19.3. Théorémes
19.3.1. Théoréeme de Fubini

f @©

Soient a < b et ¢ < d des nombres réels et f : [a,b] X [c,d] — R une fonction continue.
alors, on a

/ab (/cdf(a:,y)dy> d:c://f(x,y)dxdyz/cd (/abf(:l:,y)dx> dy.

[a,b] X [c,d]

(Théoréme de Fubini}

Remarque 1 : Ce théoreme est fondamental car il permet de décomposer le calcul (difficile)
d'une intégrale en dimension 2 en deux calcul d'intégrale d'une fonction d'une variable.

Remarque 2 : Lorsque la fonction a intégrer est du type f(z,y) = g(x)h(y) (& variables
séparables), son intégrale double se décompose en produit de deux intégrales simples.

b d
/ gwmwmwz/mme/Mw@
[a,b] X [c,d] ‘f—‘( ) a c
f(z,y

R 27
Exemple. / rdrdd = / (/ rdﬂ) dr = 7R2.
0 0

[0,R] x[0,27]

Remarque 8 : Pour resoudre un probléme (de difficulté moyenne/difficile) posé en concours
sur les intégrales multiples, il suffit souvent d'appliquer le théoréme de Fubini (généralisé).
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i @©
Soit A C R? et f : A — R une fonction continue. S'il existe des nombre a < b et des
fonctions continues ¢ : [a,b] — R et ¢ : [a,b] — R vérifiant ¢ < ¢ et

A={(zy)a<z<bet p(a) <y <o)}

| [ s@deay= [ b ( L fj)ﬂx,y)dy) dr.

S'il existe des nombres ¢ < d et des fonctions continues ¢ : [¢,d] — Ret ¥ : [¢,d] — R
vérifiant ¢ < ¥ et

Alors, on a

A:{(x,y):céyédet@b(y)éxgw(y)}

[ [ swnacay= [ ' ( /w Zj)ﬂx,y)dx) dy.

. (Théoréme de Fubini génémlisé} /

Alors, on a

Exemple. Soient D := {(x,y) € R? : 22 + y?> < 1} et f: D — R continue. Alors,

1 Vi1—z?
[z, y)dedy = / f(z,y)dy | dz.
\/D —1 —V1-22
Ezemple. Soient T := {(z,y) € R?:0< x <y <1} et f: T — R continue. Alors,

/Tf(ﬂc,y)dﬂcdyz/01 (/xlf(wyy)dy) dw:/o1 (/Oyf(w,y)dw> dy.

Remarque 1 : En particulier, le théoreme de Fubini permet d'inverser 1'ordre d'intégration,
car on a alors

/ab ([Of::j)f(x,y)dy> d:c://Af(a:,y)dxdyZ/cd (/;(?)f(x,y)dw> dy.

Remarque 2 : pour les intégrales multuples en dimension n > 3, ce la marche pareil sauf qu'il
y a plus de possibilités :

R 27 /2 47T R3
Ezxzemple. / r2 cos pdrddde = / </ (/ r2 cos ¢ dgo) d19> dr = 773 .
0 0 —m/2

[0,R] X [0,27] X [—7 /2,7 /2]

19.3.2. Théoreme de changement de variables
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, @

Soient U, et V' des ouverts (quarrables) de R™, soit f : V' — R une fonction continue
sur V et son bord et soit ¢ : U +— V un difféomorphisme de classe C' de U dans V.
Alors, on a

D y y oo ’yn
/ fyrs - yn)dyr - -+ dyn =/ f(yr, - yn) ‘Q dzy - -+ dzy,.
v v’ S——"|D(z1, -, n
¢($17"'amn)
. (Théoréme de changement de variable) /

Remarque: C'est un théoreme fondamental, qui permet essentiellement de transformer une
intégration sur un ensemble tordu en intégration sur un pavé.

19.4. Aires et Volumes
19.4.1. Aire

Aire d'une surface plane

, ®

Soit S une surface (quarrable et bornée) de R2. Alors, 1'aire de S est le nombre

A(S) ::/dedy.

| J/

Exemple. Pour S := {(x,y) € R? : 22 + y? < R?}, on a A(S) := 7R?.

Aire d'une surface

’ D)
Soit U un ouvert (borné) de R? et f : U — R3 une fonction (bornée) de classe C.
Alors, l'aire de la surface S := {f(z,y) : (z,y) € U} paramétrée par f est l'intégrale

A(S) ::/U

| J/

of of
2w n P

dz dy.

Ezemple. Pour S := {(x,y,2) € R? : /22 + y2 + 22 = R}, A(S) = 47 R2.

19.4.2. Volume

, D

Soit U un ensemble (quarrable et borné) de R3. Alors, le volume de U est le nombre

Vol(U) ::/ dzdydz.
U




4w R3
Ezemple. Pour B := {(m,y,z) ER3: Va2 4+ 92 +22 < R}, on a Vol(B) := W3 .

20. Espaces vectoriels euclidiens et géométrie euclidienne

20.1. Espace pré-hilbertien (réel)
20.1.1. Produit scalaire (réel)

Rappel : Soit E un R-espace vectoriel et soit @ : £ x E — F une application. Alors,
& est une forme <& F est le corps des scalaires.
Y(z,y) € E?, &(z,y) = D(y, x).
Ve € E, P(x,z)>0.
Ve € E, P(z,z)=0=>z=0
Yy € E, x> P(z,y) et z— P(y,z) sont linéaires sur E.

@ est symétrique
& est positive
@ est définie

@ est bilinéaire

tt e

On appelle produit scalaire réel d'un R-espace vectoriel F toute forme bilinéaire,
symétrique, définie, positive de E. Autrement dit, toute application

f:ExE—>R

possédant les qualités précitées.

|

D)

Remarque: pour (z,y) € E2, le produit scalaire f(x,y) est usuellement noté

(z,y) ou (zly) ou (zy) ou Iy

Exemples. L'espace vectoriel R™ est naturellement muni du produit scalaire défini par

Ve = (z1, - ,xn) €ER"? L
z,y) = T
{VyZ(y1,-~-,yn)€R” < y> kgl kYk

De méme, 1'espace vectoriel M;, 1(R) est naturellement muni du produit scalaire
Y(X,Y) € M, 1(R)?,  (X,Y):=! XY.

L'espace C‘?([a, bl, R) est naturellement muni du produit scalaire défini par

b
v(r.9) e e(labl®)’  (ho)= [ F@lt)at

20.1.2. Espace pré-hilbertien (réel)

On appelle espace pré-Hilbertien (réel) tout R-espace vectoriel muni d'un produit
scalaire (réel).

D

Rappel : Soit E un R-espace vectoriel. Une application N : E — R est une norme de FE si, et seulement si, on a

Vr € E, N(z) =0

Vr € E, N(z)=0<=z=0
V(A z) ERX E, N(\z) = |A\|N(x)
V(z,y) € E X E, N(z+vy) < N(z) + N(y)
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Norme euclidienne

’ ®)

Pour chaque espace vectoriel £ muni d'un produit scalaire réel (-,-), 'application z |
x || définie par
VeeE, | =zll= im0,

est une norme de E, appelé norme euclidienne (associée au produit scalaire (-, -)).

| J/

Remarque: En particulier la norme euclidienne satisfait les 2 inégalités triangulaires :
v(z,y) € E?, lzlf=1llyll|<lz+yl<lzl+lyl-

Identités de polarisation

, ®

Réciproquement, on peut exprimer le produit scalaire (forme polaire) en fonction de
la norme. Ainsi, pour (z,y) € E? ona

lz+yl* ==l -1yl

(Identité de polarisation symétrique) (x,y) =

2
2 ;a2
(Identité de polarisation asymétrque) (x,y) = oty 1 2=yl
Identité du parallélogramme.
’ ®)

La somme des carrés des longueurs des diagonales d'un parallélogramme est égale a
la somme des carrés des longueurs de ses cotés.

Y@y €E%,  otylP+llz—ylP=20z1*+2[y|*.

| J/

Inéqalité de Cauchy-Schwarz

Soit E un R-espace vectoriel muni d'un produit scalaire (-,-). Alors, on a
V(z,y) € B2,  [z,y)| <zl x|yl
Cas d'égalité. De plus, on a

[z, y)| =z || x|ly|| < la famille de vecteurs {z,y} est lice.

. (Inégalité de Cauchy—Schwarz) /




Espaces vectoriels euclidiens et géométrie euclidienne 235

Remarque. Ce théoreme permet démontrer des inégalités difficiles. Par exemple, on a

n in

>

k=1

Vn € N*, < 16\/5

V6

On a également

3

Vax >0,

xT e—t
0L —dt < —.
\/() /—1+t2 X 9

Distance associée.

’ O,

Soit E un espace pré-hilbertien. Alors, la distance (euclidienne) associé a son produit
scalaire (-,-) est l'aplication d : E x E — R définie par

V(z,y) € E?, d(z,y) =z —y | .

| J/

FEspaces vectoriels euclidiens

D
Une espace vectoriel euclidien est un R-espace vectoriel de dimension finie muni d'un

produit scalaire (réel).

Remarque: Un espace euclidien est donc un espace préhilbertien réel, de dimension finie.

20.2. Géométrie euclidienne

20.2.1. Orthogonalité

Dans cette section, F désigne un R-espace vectoriel muni d'un produit scalaire (-, -).

, ®

Deux vecteurs x et y de E sont orthogonaux (pour le produit scalaire de F) si, et
seulement si, leut produit scalaire est nul.

rly << (x,y)=0.

Deux vecteurs = et y de E sont orthogonaux si, et seulement si

lz+yP=lz*+ 1yl

. (Théoréme de Pythagore)
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Familles orthogonales

’ O

Une famille {x;};c; de vecteurs de E est orthogonale si, et seulement si, ses vecteurs
sont non nuls et orthogonaux 2 a 2. C'est-a-dire si, et seulement si,

<.’13i,.73i/> =0sizs 7é 7:’

v(i,i') € I?, (ziyxp) #0sii=14
——
llill?
( P
Une famille orthogonale est libre.
Vecteurs unitaires
( D

Un vecteur x de E est unitaire si, et seulement s'il est de norme 1.

x est un vecteur unitaire de £ <= |z |=1.

|

Familles orthogonormales

’ O,

Une famille {x;};c; de vecteurs de E est dite orthonormale si, et seulement si, c'est
une famille orthogonale de vecteurs unitaires, c'est a dire si, et seulement si

1sii=14

0 .. ./
V(Z,Z/) c 12, <xi’3§'i/> _ { S1 1 ;é 1
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FExpression du produit scalaire dans une base orthonormale/orthonormale

’ ®

Soit € := {ey,---,e,} une famille d'un espace pré-hilbertien E et soient deux
vecteurs x = Yy, A\geg et y = > 1 _, pge. Sila famille € est orthogonale, on a

(@) =) Mo | ex || -
k=1
Si la famille € est orthonormale, on a

(*) <$7 y) = Z Ak b -
k=1

| J/

Remarque. La donnée d'une famille orthonormale permet de ramener le produit scalaire au
cas simple (x).

Orthogonalisation/orthonormalisation d'une famille libre.

f )
Soit E un R-espace vectoriel muni d'un produit scalaire (-,-), soit n € N* et soit
{zr}1<k<n une famille libre de E. Alors, il existe une unique famille orthonormale

{Zk}lgkgn de E telle que

Vect(zl, - -,zk) = Vect(xl, - -,xn),

Vke {1, --,n} {

(zk, z1) > 0.
La famille {z1,---, 2, } est définie par récurence par
k—1
21 = e et Vk € {23 T 7”}7 k= Tk Zi:_ll <xk7 Z£>Z£
| z1 | Hwk — D1 <$k72e>ZéH
b (Procédé d'orthonormalisation de Gram—SChmidt) g

Remarque 1 : Normaliser un vecteur non nul z, consiste a le diviser par sa norme || || pour
le rendre unitaire.

Remarque 2: Si {x1,---,x,} est une famille orthogonale et si y est linéarement indépendant
de {z1,---,x,}, on peut fabriquer un vecteur z,; de la forme

n
Tpy1 =Y+ Z ATk
k=1
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tel que la famille {x1,---,z,41} soit orthogonale. Pour cela, il suffit de choisir (A1, -+, A,)
de telle sorte que, pour 1'on ait

Vk€{17"'7n}7 0= <$n+1,xk> :<y7$k>+)‘k H Lk H2
——
>0
Remarque 3 : Pour fabriquer une famille orthonormale {z1, - - -, 2, } & partir d'une famille libre
{z1, -+, z,}, on peut s'y prendre de deux facons différentes (pour le méme résultat) :

Procédé d'orthonormalisation de Gram-Schmidt

On orthogonalise et on normalise en méme temps : on normalise z; pour obtenir
z1, puis on fabrique un vecteur y, orthogonal a z; qu'on normalise pour obtenir z,,
puis on fabrique un vecteur y; orthogonal & z; et z; qu'on normalise pour obtenir zs,
etc...jusqu'a obtenir {z1,---,2z,}.

Procédé d'orthonormalisation recommandé
On orthogonalise la famille {z1,---,z,} pour obtenir une famille orthogonale {yi,---,y3},

qu'on normalise ensuite pour obtenir {z1,---,z,}.

Dans 1'espace C([—1,1],R) muni du produit scalaire (f,g) = f_11 f(t)g(t)dt, orthonor-
maliser la famille constituée des fonctions polynémes

po it 1, pritt, po tt > 12, py it tS et pa:tsth

P
Chaque espace vectroriel euclidien admet au moins une base orthonormale (une base
constituée par une famille orthonormale).
Ensembles orthogonaux
f D
Soit E un espace pré-hilbertien. Un vecteur = de E est orthogonal a un sous-
ensemble G de F si, et seulement si, x est orthogonal a tous les vecteurs de G,
rlF <— VyedG, (z,y)=0.
———
zly
f ®)

Soit E un espace pré-hilbertien. Un sous ensemble F' de E est orthogonal a un sous-

ensemble G de F si, et seulement si, chaque = de F' est orthogonal a tous les vecteurs y
de G,

x Ll
.
F1G < VzxeF, VyeG, (zy)=0.

zlG
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Remarque. Si E est un espace pré-hilbertien et si F' et G sont deux sous-espaces vectoriels de
E, on note

L L
F+@G (resp. F @& G)

si et seulement si l'on a F' L G (resp. si, et seulement si, l'ona F & G et F' L G).

Orthogonal d'un ensemble

i ©
Soit E un espace préhilbertien. Alors, I'orthogonal d'un sous ensemble non vide
F C FE est 'ensemble
zly
1L ’ y
F-:={zxeE:VyeF,(z,y) =0}
xIF

P
Soit F un espace préhilbertien. Alors, 1'orthogonal F+ d'un sous ensemble F' non
vide de E est un sous-espace vectoriel de F.
i ®)
Soit E un espace euclidien. Alors, pour chaque sous espace vectoriel F' de E, on a
1L
E=FoFt.
C'est pourquoi, 1'orthogonal de F' est appelé le suplémentaire orthogonal de F' (il est
unique).
i ®)

Soit E un espace pré-hilbertien et soit F' un sous ensemble non vide de E. Alors, on

F c (FH)*

De plus, si E est un espace euclidien (si E est de dimension finie), on a

Vect(F) = (F+)*+

| J/

Remarque: en particulier, dans un espace euclidien, on a

I'ensemble non vide F' est un sous-espace vectoriel de E <= F = (F)*.

20.2.2. Applications linéaires fondamentales
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Formes linéaires d'un espace euclidien

|

soit E un espace euclidien. Alors, pour toute forme linéaire f : F — R de F, il existe
un unique vecteur a € E tel que

Vo € E, u(z) = (z,a).

©

Projection orthogonale

Rappel : Un projecteur de E est un endomorphisme p : E — E vérifiant p? = p. Un tel endomorphisme vérifie

E =1Im(p) ® Ker (p)
z €lm(p) <= pla)==
x €Ker (p) <= p(z)=0

et est appelé projecteur sur Im(p) = Ker (Id — p) parallélement & Ker (p).

Soit E un espace pré-hilbertien. Un projecteur de E est orthogonal si, et seulement
s'il satisfait
Im(p) L Ker (p).

D

Remarque: En particulier, un projecteur orthogonal p d'un espace préhilbertien F satisfait

1
E =1Im(p) @ Ker (p).

Soient E un espace pré-hilbertien et F' C E un sous-espace de dimension finie. Alors,
pour chaque x € F, il existe un unique vecteur p(z) € F' tel que

x —p(z) L F.

L'application p : x — p(z) est un projecteur de E (appelé projection orthogonale sur F')
vérifiant

F =TIm(p) et Im(p) L Ker (p).

Enfin, pour chaque base orthonormale {ej,---¢e,} de F, on a

Vz € E, p(z) = Z(w,ek>ek.
k=1

®)

Soit E un espace préhilbertien. Alors, un projecteur p de E est orthogonal si,
et seulement si,
VeeE, |p)l<lzl.
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’ O,

Soient F un espace pré-hilbertien, I’ un sous espace vectoriel de F et x € E. On
appelle distance du vecteur x a l'espace F et on note d(x, F') le nombre positif

d(z, F) zylgg ly—=x] .

Soit E' un espace pré-hilbertien de norme associée | - ||, soit F' un sous espace
vectoriel de dimension finie de E et soit p la projection orthogonale sur F. Alors, on

a
Vr e E, d(z, F) =|| p(x) —x || -

| J/

Remarque: en particulier, les projections orthogonales constituent 1'outil adapté au calcul de
la distance d'un vecteur a un espace vectoriel.

Pour E = €([—1,1]) muni du produit scalaire (f,g) = fil f(t)g(t) dt, calculer la distance
de l'application ¢ — sht a l'espace des fonctions polynomes de degré inférieur ou égale a 2.

Symétries orthogonales

Rappel : Une symétrie de E est un endomorphisme s : E — E vérifiant s2 = Idg. Un tel endomorphisme vérifie
E =Ker (s —Idg) ® Ker (s + Idg)
z€Ker (s—Idg) <= s(z)==x
z €Ker (s+1dg) <= s(z)=—xz
et est appelé symétrie par rapport a l'espace Ker (s — Idg) parallélement a 1'espace Ker (s + Idg).

D
Soit E un espace pré-hilbertien. Une symétrie de E est orthogonale si, et seulement

si elle satisfait
Ker (s —Idg) L Ker (s + Idg).

Remarque: En particulier, une symétrie orthogonale s d'un espace préhilbertien F satisfait

I
E =Ker (s —Idg) ®Ker (s + Idg).



’ ®)

Soient E un espace pré-hilbertien et F' C E un sous-espace de dimension finie. Alors,
notant p 1'unique projection orthogonale sur F', I'application

s:x v 2p(r) —x
est une symétrie de E (appelé symétrie orthogonale par rapport a F') vérifiant
F =Ker (s — Idg) et Ker (s —Idg) L Ker (s + Idg).

Enfin, pour chaque base orthonormale {ej,---¢e,} de F, on a

Vx € E, s(z) = 2Z(x,ek>ek — .
k=1

| J/

Remarque 1: Si p est la projection orthogonale sur F' et si s est la symétrie orthogonale par
rapport a I, on retiendra que
s =2p—Idg.

En particulier, si 'on dispose d'un renseignement sur p (resp. s), on peut en déduire quelque
chose sur s (resp. p).

Remarque 2 : Si s est la symétrie orthogonale par rapport a F, alors —s est la symétrie
orthogonale par rapport a F*.

Trouver une formule pour la symétrie orthogonale s(z,y, z) et la projection orthogonale
p(x,y, z) (vectorielles) de R3 sur le plan d'équation z +y + z = 0.

Soit E un espace préhilbertien. Alors, une symétrie s de E est orthogonale si,

et seulement si,
VeeE, | s(@) =[]

Pour E = €([—1,1]) muni du produit scalaire

1
(f.9) = / (a0t

calculer la distance de 1l'application t +— sht a l'espace des fonctions polynémes de degré
inférieur ou égale a 2.
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21. Automorphismes orthogonaux

Dans tout ce chapitre, F désigne un espace euclidien, c'est-a-dire un espace vectoriel de
dimension finie 7 > 1, muni d'un produit scalaire (-, -).

21.1. Généralités

21.1.1. Le groupe (O(E),o)

’ o)

Un endomorphisme u d'un espace euclidien E est orthogonal si, et seulement si il
conserve le produit scalaire, i. e.

V(z,y) € E?,  (u(z),u(y)) = (z,y).

L'ensemble des endomorphisme orthogonaux de E est noté O(E).

| J/

conserve la norme, i. e.
VeeE,  |lu(x) (=]l

Chaque endomorphisme orthogonal v de E est bijectif. En particulier, u est un

P
[ Un endomorphisme u d'un espace euclidien E est orthogonal si, et seulement s'il
[automorphisme de F.

| ®)

La composé v o u de deux auomorphismes orthogonaux u et v est un automorphisme
orthogonal. La bijection réciproque v~! d'un automorphisme orthogonal u est un
automorphisme orthogonal.

u€ O(E)etve O(E) = wvoue O(F).
ueOE) = u'ecO(E).

En particulier, 'ensemble (O(FE), o) forme un sous groupe de (Gi(E)o), appelé groupe
orthogonal de FE.

| J/

Remarque: Le mot orthogonal prette a confusion. A part 1'identité, les projections orthogo-
nales (notion définie dans le chapitre précédent) ne sont pas des automorphismes orthogonaux
(notion de ce chapitre). Par contre, les symétries orthogonales le sont.
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’ ®)

Un endomorphisme orthogonal v d'un espace euclidien E transforme une base

orthonormale B = {ej,---,e,} de E en une base orthonormale {u(e;), -, u(e,)} de
E.

u € O(F) et B base orthonormée de £ =  u(B) base orthonormée de E.

’ ®

Soit 4 un endomorphisme d'un espace euclidien E. S'il existe une base orthonormée
B = {e1, -,e,} de E telle que u(B) = {u(ey), -, u(en)} soit orthonormée, alors u est
un automorphisme orthogonal de E.

u€ L(E), B etu(B) bases orthonormées de ¥ — u € O(F).

| J/

Remarque: Le mot orthogonal est encore utilisé de maniere inconsistante ici : un automor-
phisme orthogonal est un endomorphisme qui transforme une (resp. toute) base orthonor-
male en base orthonormale.

Soit E un espace euclidien muni d'une base orthonomrée B. Alors, on a

Vu € O(F), détg(u) € {—1,1}.

21.1.2. Le groupe (80(FE),0)

| o

Soit E un espace euclidien orienté, muni d'une base orthonormée directe B. Alors,
I'ensemble des automorphismes orthogonaux de déterminant 1 est noté

SO(E) := {u € O(E) : déts(u) = 1}

P
L'ensemble SO(F) muni de la loi o forme un sous-groupe de O(FE), appellé groupe
spécial orthogonal de E.
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|

|

|

®)
Soit E un espace euclidien orienté. alors, un u € SO(FE) transforme une base
orthonormée directe de e en base orthonormée directe de E.
Inversement, si un endomorphisme v € £L(F) transforme une base orthonormée
directe B en base orthonomrmée directe u(B), alors u apparteint a SO(E).
21.1.3. Le groupe (O(n), x)
D
Une matrice M € M, (R) est orthogonale si, et seulement si, ‘MM = 1,,.
L'ensemble des matrices orthogonales de M,,(R) est noté O(n).
P
Le produit de deux matrices orthogonales est une matrice orthogonale.
Une matrice orthogonale est inversible et son inverse est orthogonale.
La transposée d'une matrice orthogonale est orthogonale.
®)

Soit n € N*. Alors, on a la caractérisation suivante :

M matrice orthogonale <<= ‘MM =1,
— M'M=1,
<= M est inversible et M~ =M.

P
L'ensemble (O(n), o) forme un sous groupe de (Gl,,(R), x), appelé groupe orthogonal.?

phisme de E. Alors, on a

u est orthogonal <= Matg(u) est orthogonale.

|

Soit F un espace euclidien muni d'une base orthonormale B et soit © un endomor-

®)

J/

Remarque: en particulier, la matrice d'un endomorphisme orthogonal u dans n'importe quelle

base orthonormale B est orthogonale.
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’ ®)

Soit E un espace euclidien muni d'une base orthonormale B. Alors, les groupes
(O(E),o) et (O(n), x) sont isomorphes via 1'application

(O(E),0) = (0(n), x)
u +— Matg(u)

, ®)

Une matrice M € M, (R) est orthogonale si, et seulement si ses colonnes (resp. ses
lignes) forment une famille orthonormale pour le produit scalaire des colonnes

(X,Y)='XY (resp. des lignes (X,Y) = X'Y).

Soit n € N*. Alors, on a

VM € O(n), Det(M) € {—1,1}.

&

|

21.1.4. Le groupe (80(n), x)

Soit n € N*. Alors, l'ensemble des matrices orthogonales de taille n et de déterminant
1 est noté
8O(n) :={M € O(n) : Det(M) =1}

—©

L'ensemble SO(n) muni de la loi x forme un sous-groupe de O(n), appellé groupe
spécial orthogonal.

)

, )

Soit E un espace euclidien orienté, muni d'une base orthonormale directe B. Alors,
les groupes (SO(F),0) et (8O(n), x) sont isomorphes via 1'application

(8O(E),0) = (80(n), x)
u +— Matg(u)




Automorphismes orthogonauz 247

21.1.5. Changement de base orthogonale

’ ®
Soit u un endomrophisme de E et soient B = {e1,---,e,} et B" = {f1, -, fn} deux

bases orthonormales de E. Alors, on a
MatB/’B/(u) = Matg,g/(IdE) X Matg,g (u) X MatB/,B (IdE).

D'apres la formule de projection sur E appliquée aux bases orthonormales B et B’, on a

n n

Vie{l---,n},  fi=) (e fidei et e => (fie;)fi

En particulier, on remarque que les deux matrices de passages

Matz 5 (ldg) = <<ei7fj>) 1<ign ©F Maty 5(1dp) = <<fi7€j>) 1<i<n

1<j<n 1<j<n

sont d'une part inverses l'une de 1'autre mais aussi transposées 1'une de 1'autre. Ce sont
donc des matrices orthogonales. En particulier, on a

Matp: 3 (IdE) = tMCLtB’B/ (IdE)

(Changement de base orthonormale) /

Remarque: aprés un changement de base orthonormal, la relation entre 1'ancienne matrice A
et la nouvelle matrice N est ,
N = "PAP

ot P est une matrice orthogonale (de passage).

21.2. Classtfication des automorphismes orthogonaux

21.2.1. Théoreme fondamental

’ O

Les reflexions d'un espace euclidien E sont les symétries orthogonales s de E vérifi-
ant
dim Ker (s — Idg) = dim (E) — 1.

Autrement dit, ce sont les symétries orthogonales par rapport aux hyperplans de FE.

| J/

Soit E un espace euclidien, muni d'une base orthonormale B. Alors, pour chaque
reflexion s de F, on a détg(s) = —1.
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( T
Soit F un espace euclidien de dimension n. Alors, tout endomorphisme orthogonal de
E est la composée d'au plus n reflexions.

|

Soit E un espace euclidien orienté de dimension n. Alors, tout automorphisme de
SO(E) est la composé d'un nombre pair k£ < n de reflexions.

|

’ @

Soit E un espace euclidien de dimension n. Alors, pour chaque automorphisme de
O(F), il existe une base orthonormale B dans laquelle on a

Matg(u) = R(01)

avecn=p+q+2ret (V1,---,9,) € R" et

cos?d —sind
VI ER, R(9) = (sim}l cos v )

De plus, on a
u € 8O(F) <= q est pair.

| J/

Remarque: on a alors

détp(u) = (-1)7 et  Tr(u)=p—q+2 »  cos(i).

1<k<r

21.2.2. Automorphismes orthogonaux du plan

Dans toute cette section, F désigne un plan euclidien, c'est-a-dire un espace euclidien de
dimension 2.

Reflexions

’ ®

Soit E un plan euclidien orienté, muni d'une base orthonormée B. Alors un endomor-
phisme u de E est une reflexion de E si et seulement s'il existe 9 € R tel que

cost¥  sin? >

sin?d —cosd

Mats(u) = <

Dans ce cas, u est une reflexion par rapport a la droite vectorielle Ker (s — Id).

| J/
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Remarque. Si u une reflexion d'un plan euclidien. Alors, Tr(u) = Tr <Mat3 (u)) = 0.

Rotations

’ 0

Soit £ un plan euclidien orienté, muni d'une base orthonormée directe B. Alors un
endomorphisme u de E est une rotation ry d'angle ¥ € R (modulo 27) si, et seule-
ment si

sin?d cos?

Mats (u) = <cosz9 —sm19) ‘

| J/

Remarque: les rotations d'un plan euclidien E appartiennent toutes a SO(E).
Remarque: la composée de deux rotations d'angle ¥ et ¢ est une rotation d'angle ¥ + ¢'.

Remarque: on a Idg = rg et —Idg = r;.

’ ®

Soit E un plan euclidien orienté. Si u est la rotation de E d'angle ¥ € R, alors
Tr(u) = Tr (Matg (u)) = 2 cos(1).

De plus, si a est un vecteur unitaire de F/, on a

{ cos? = (a,u(a)),

sin = Det(a, u(a)).

P

Un endomorphisme u d'un plan euclidien est une rotation si, et seulement s'il trans-
forme une base orthonomrée directe en base orthonormée directe.
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Composée de deux reflexions

Soit F un plan euclidien et soient deux droites vectorielles D et A. Alors, la com-
posée s o sp, des reflexions sp et s par rapport a D et A, est une rotation d'angle

(%) 9=2D,A) [27].

Réciproquement, étant donnée une rotation ry une rotationd'angle ¥ et une droite
vectorielle D, il existe une unique droite vectorielle A vérifiant (%) et on a

Ty =8SA0Sp,

ou sp et sp désignent les reflexions par rapport a D et a A.

|

©

@)
Structure de SO(E)

Soit E un plan euclidien. Alors, le groupe (8O(FE), o) est constitué par toutes les
rotations de E. En particulier, c'est un groupe commutatif.

Classtfication des automorphismes orthogonaux du plan

Soit E un plan euclidien et soit u € O(F). Alors, deux cas se présentent :
Si u € SO(FE), alors u est une rotation ry d'angle ¥.

Siu ¢ SO(E), alors u est une reflexion par rapport a la droite vectorielle D =
Ker (u—Idg).

|

@)
Structure de $O(2) et de O(2).

Le groupe O(2) est constitué par toutes les matrices du type

(9 € R)

R() = (cosﬁ —sinﬂ)

sind  cosd

et du type
S(ﬂ):<cosﬁ sin 9 ) (W € R).

sind —cos?
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Le groupe 80(2) est constitué par toutes les matrices du type R(¢¥) (9 € R). En
particulier le groupe (80(2), ><) est commutatif.

Remarque: La matrice R(¥) est appelée matrice de rotation d'angle 1) et 1'application

(R, +) = (80(2), x)
Y= R(V)

est un morphisme surjectif de groupes.

21.2.3. Automorphismes orthogonaux de l'espace

Dans toute cette section, E' désigne un espace euclidien de dimension 3.

Reflexions

’ ®

Soit E un plan euclidien orienté, muni d'une base orthonormée B. Alors un endomor-
phisme u de E est une reflexion de E si et seulement s'il existe une base orthonormale
B pour laquelle
0
0
-1

Matg(u) =

S O =
o = O

Dans ce cas, u est une reflexion par rapport au plan vectoriel Ker (s — Id).

| J/

Remarque. Si u une reflexion d'un espace euclidien de dimension 3, alors

détg(u) = -1 et Tr(u)=Tr <Mat3 (u)) =1

Rotations

, D

Soit E un espace euclidien orienté de dimension 3, muni d'une base orthonormée
directe B. Alors un endomorphisme u de E est une rotation ry d'angle ¥ € R (modulo
27) si, et seulement s'il existe une base orthonormée directe B telle que

1 0 0

Matg(u) = | 0 cos? —sind
0 sind cosv

Si u # Idg, la rotation u est alors d'axe Ker (v — Idg).

| J/

Remarque: les rotations d'un espace euclidien E de dimension 3 sont éléments de SO(FE).
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Remarque: la composée de deux rotations d'angle ¥ et 9 est une rotation, qui n'est pas
nécéssairement d'angle ¥ + 9.

Remarque: u est une rotation d'angle 7 si, et seulement si v est un retournement.

, ®)

Soit E un plan euclidien orienté. Si u est une rotation de E d'angle ¢ € R. Alors
Tr(u) = Tr (MatB (u)) — 14 2cos(¥).

Soit v le vecteur unitaire orientant 1'axe A = Ker (u — Idg) de rotation de u. Alors,
pour chaque vecteur x orthogonal a l'axe A, on a

u(z) = cos(¥)x + sin(d)a A x.

En particulier, si x est unitaire, on a

{ cos¥ = (z,u(x)),

sing = Det(a,z,u(z)).

Un endomorphisme u d'un espace euclidien de dimension 3 est une rotation si, et
seulement s'il transforme une base orthonomrée directe en base orthonormée directe.

Composée de deuzx reflexions

, ®)

Soit ' un plan euclidien et soient deux plans vectoriels P # P. Alors, la composée
sp o sy, des reflexions sp et sp par rapport a P et P, est une rotation d'axe P NP et
d'angle

—

(xx) v =2(P,P) [27].

Inversement, étant donnée une rotation ry une rotation d'angle ¥ et un plan vecto-
riel P, il existe un unique plan vectoriel P vérifiant (%) et on a

T9 = 8p 0 Sp,

ou sp et sp désignent les reflexions par rapport a P et a P.

| J/




Composée de trois reflexions

P
Dans un espace euclidien E de dimension 3, la composé de trois reflexions est soit
une reflexion, soit la composée commutative d'une rotation et d'une reflexion par
rapport a un plan orthogonal a 1'axe de rotation.
f ®)

Un endomorphisme u d' un espace euclidien E de dimension 3 est la composée
commutative d'une rotation et d'une reflexion par rapport a un plan orthogonal a l'axe
de rotation si, et seulement s'il existe une base orthonormée telle que

—1 0 0
Matg(u) = 0 cosd —sind
0 sind cos?

@)
Structure de SO(E)

T
Soit E un espace euclidien de dimension 3. Alors, le groupe (8O(E), o) est constitué
par toutes les rotations de F.

Classtfication des automorphismes orthogonaux du plan

’ @

Soit E un plan euclidien et soit u € O(F). Alors, deux cas et plusieurs sous-cas se
présentent :

Cas u € 8O(E) :

Soit u = Idg (auquel cas Ker (u — Idg) = E n'est pas une droite vectorielle)

Soit u est une rotation ry d'angle ¥ # 0 [27] et d'axe D := Ker (u — Idg).

Cas u € 8O(E) :

Soit P := Ker (u — Idg) est un plan vectoriel et alors u est la reflexion par rapport a P.

Soit Ker (u — Idg) = {0} et u = —Idg (auquel cas Ker (u + Idg) = {E} n'est pas un
plan vectoriel)

Soit Ker (u — Idg) = {0} et D = Ker (u + Idg) est une droite vectorielle, alors u est
la composée commutative d'une rotation d'axe D et d'une reflexion par rapport au plan
vectoriel perpendiculaire a D.




254 Champs de vecteurs

22. Champs de vecteurs

22.1. Formes différentielles de degré 1
22.1.1. Généralité

f )
Soit n € {2,3}. On appelle forme différentielle de degré 1 sur A C R™ toute

application définie sur A du type

w:A— L(R™"R)

(xla"'axn) le(xla"'axn)dxl+"'+wn(w17"'7xn)dmn

La forme différentielle w est dite continue sur A si, et seulement si, la fonction w; : A —
R est continue sur A pour 1 <7 < n.

| J/

Exemple. (z,y) — ydz — xz dy ou encore (z,y,2) — dz + zchzdy + shydz.

Remarque. Si f : A — R est une fonction de classe C!, sa différentielle

df : A — L(R™,R)
af of

(1 m) = (e an) oy b e (@) day

est une forme différentielle continue.

22.1.2. Intégrale curviligne
Rappel : On appelle arc paramétré (ou chemin) de classe €F toute fonction ¢ : [a,b] — R™ de classe €. Le support de

cet arc est alors 1'ensemble @([a, b])

f1:[1,4] —» R? f2:[0,8] = R3

Exemples. e .
t — (tcosbt, t sin 5t) t — (2 cos bt, 2 sin 5t, 1)

, ®

Soit n € {2, 3}, soit ¢ : [a,b] — R™ un arc paramétré de classe C! et soit w une forme
différentielle de degré 1 continue sur le support de cet arc. Alors, l'intégrale de la forme
w sur le chemin ¢ est le nombre

o= [ ()0 ++en(s0)eh(0) a

ot l'on a posé p(t) := (p1(t), -, n(t)) pour a <t < b.

\. J

Remarque. Cette intégrale définit la circulation/le travail de la forme différentielle w sur 1'arc
©...
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15 d d
Ezemples. / (zdx +ydy) = 5 et / (zxm—i—zyy +1In+/x2 + 42 dz) =81n2.
f1 f2

$2+y2

’ ®
Soient n € {2,3}, ¢ : [a,b] — R™ un arc paramétré de classe C* et F' une fonction de
classe G! sur un ouvert contenant 1'image de ¢. Alors,

/W dF = F((b)) — F(o(a)).

| J/

Remarque 1. L'energie interne U, 1'enthalpie H et 1'entropie S vérifient cette propriété, d'apres
le postulat fondamental de la thermodynamique et le ™ “théoreme" de Carathéodory.

Remarque 2. La propriété n'est pas vérifiée par toutes les formes différentielles :

z(t) = cost dy —yd
pour (1 : (*) ] avec 0<t<2r omna /%ZQW#O.
y(t) = sint e Tty

22.2. Formes différentielles de degré 2
22.2.1. Généralité

’ ©

Une forme différentielle de degré 2 est une application définie sur A du type
w:(z,y,2) = Plz,y,z)de A dy + Q(z,y,2)dz A dz + R(x,y,z)dy A dz.

La forme différentielle w est dite continue sur A si, et seulement si, les fonctions P, )
et R sont continues sur A.

| J/

Exemple. (z,y,z) — xdz A dy 4+ ch(zyz)dz A dz +shydy A dz

22.2.2. Intégrale de surface

Une surface paramétrée est une application de classe C' du type

f:DcR?> > R?
(u,v) = (X (u,v),Y (u,v), Z(u,v)).

a nd
Remarque. Si le paramétrage est * “régulier', le vecteur —(u,v) A —f(u, v) ne s'annule pas,

ou ov

il est normal & la surface, qu'il oriente.
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f - ©
Soit f : (u,v) — (Xum,Yuyv,Zu,v), définie sur D C R?, une surface paramétrée
de classe C! et soit

w: (z,y,2) = Plz,y,z)de A dy + Q(z,y,2)dz A dz + R(x,y,2)dy A dz

—

une forme différentielle continue sur cette surface (sur l'image de f). Alors, l'intégrale
de la forme différentielle w sur la surface paramétrée f est la nombre

N

/w ::/P(Xu,vayu,mZu,v)qu,v A dYu,v+/Q<Xu,v7Yu,v:Zu,v)qu,U N dZU:U
f ~ g
D

'

DX,Y) b D(X, Z)

D(u,v) D(u,v) dudv

+ /R(Xu,vayu,vyzu,v)dyu,v A dZu,v
N—————
D

D(Y, Z)

dud
D(u,v) "

| J/

Ezemple. Pour f : (u,v) — (ucosv,usinv,u) sur D :=[1,2] x [0,27], on a
/ zdz A dy =7
f

Remarque. Cette intégrale définit le flux du champ de vecteur w a travers la surface orientée
paramétrée par f.

22.2.8. Analyse vectorielle

L'espace E = R3 est muni de sa structure usuelle d'espace vectoriel euclidien orienté, du
repere orthonormé directcanonique {0, 1, 7, k}.

Gradient

i D
Soit f : U — R une fonction numérique de classe €' sur un ouvert U de R3. Alors,
le gradient de la fonction f au point (x,y,z) € U est le vecteur

0
% (2.12)

. of
o f(x,y.7) 1= | 5(2,3,2)
of
% (iE, Y, Z)
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Divergence

i ©
Soit f : (z,y,z2) — (P(x,y, 2),Q(x,y, z), R(z,y, z)) un champ de vecteur de classe C!

sur un ouvert U de R3. Alors, la divergence de f au point (z,y,2) € U est le nombre
réel

. _op aQ OR
div f(m7yvz) O %(%Z/, Z) + a_y(a:?yvz) + &(I’,?J,Z).
Rotationnel
i ©

Soit f: (r,y,2) — (P(m,y,z),@(a:,y,z),R(m,y,z)) un champ de vecteur de classe C!

sur un ouvert U de R3. Alors, le rotationnel de f au point (x,y,z) € U est le nombre
réel

e - Pwa) (2
8y ) ) az ) 9 al‘ P(m’ y7 Z)
- oz | oP OR _ 12
Rot (.Cl],y,Z) T %(xaya Z) - %(l’,y,Z) o 8y A Q(.’I?,y,Z)
or r,Yy,z ay r,Yy,z &
Laplacien
¢ )

Soit f : U ~ R une fonction numérique (resp. f : U — R3 un champ de vecteur) de
classe €2 sur un ouvert U de R3. Alors, le laplacien de f en (z,y,2) € U est

o2 o? 2 f
Af(l’,y,Z) = @(ZII,Z/,Z) + a_yg(xvya Z) + @(IL’,@/,Z)

| J/

Remarque. On a Af(x,y,z) = div (gr?ld f)(z,y,2).

D
Un ouvert U de R" est étoilé si, et seulement si, il existe a € U tel que Vx € U le

segment S(a,x), d'extrémités a et x, est inclus dans U.

Exzemples. 1'ouvert R? < {(0,0)} n'est pas étoilé alors que R? ~ {(¢,0) : t < 0} l'est par rapport & (1,0).
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Potentiel scalaire

i 3 ®)
Soit n € {2,3}, U un ouvert étoilé de R™ et soit V' un champ de vecteur de classe C!
sur U. Alors, les deux propositions suivantes sont équivalentes :

*) 11 existe une fonction f : U — R de classe €2 telle que V= grad fsur U.
*%) Rot V = 0 sur U.

Lorsque ces propriétés sont vérifiées, on dit que V dérive du potentiel scalaire f.

| J/

Ezemple. Le champs de vecteur V : (x,y) = (2x, —2y) dérive de f: (z,y) > 2 — y?

Remarque: On a f(z - = + fo t:z:l,- txg). (21, - ~ , ) dt lorsque U est étoilé
par rapport & 0. Notant V ( V..), on a donc
f(@1, - zn) = f(0 Z fEk/ Vi(tey, - twy)dt (w1, ,2,) € U).
1<k<n

Remarque: Le théoréeme de Schwarz donne (¥ = xx) et le théoréme de Poincaré donne

Potentiel vecteur

i ©
Soit n € {2,3}, U un ouvert étoilé de R™ et V un champs de vecteur de classe C! sur
U. Alors, les deux propositions suivantes sont équivalentes :

*) 11 existe un champ de vecteur W : U — R de classe C2 tel que V =Rot W sur U.
**) Div V = 0 sur U.

Lorsque ces propriétés sont vérifiées, on dit que V dérive du potentiel vecteur w.

Le champs de vecteur V : (2,9, 2) = (yz, —x2,2% + 2y) dérive d'un potentiel vecteur

—

Remarque. Lorsque U est étoilé par rapport & 0, on a W(w, Y, z2) = fol V(tx, ty,tz) A(z,y, z) dt
a un champ de gradient pres. Notant V= (V1, Vo, V3) et W= (W1, W, W3), on a

t
Wiz, y,z) = / t(sz(tx,ty,tz) — y%,(tx,ty,tz)) dt
0
'
Wo(z,y,2) = / t(xvg(tac,ty,tz) — le(t:c,ty,tz)> dt ((z,y,2) € U).
0

t
W3(£7y7 Z) = / t<yv1(t$, ty7tz) - I‘/Q(t.’ﬁ,ty, tZ)) de
0



Rappel :

22.3. Formule de Green-Riemann, de Stokes et Ostrogradski

i @
Soit w = Pdz + @Qdy une forme différentielle de degré 1 et de classe C! sur un
compact simple K de R%. Notant K le bord orienté de K, on a

/aK“’ - /K o= //K (%(x»y) - g—j(w,y)> dz dy

(Formule de Green—Riemann)

’ @
Soit X une surface (compacte simple) orientée de R? et soit X son bord orienté.
Pour toute forme différentielle w, de degré 1 et de classe C!, on a

fo= [

ou dw represente la différentielle exterieure de w.

|

(Formule de Stokes)

f @
Soit w = Pdzr A dy+ Qdx A dz + Rdy A dz une forme différentielle de degré 2 et

de classe C! sur un compact simple K de R3. Notant 9K le bord orienté de K, on a

/8Kw:/K dew:= ///K (%—f(%y)—%(%y)ﬂLg—f(%y)) dzr dydz.

. (Formule d'Ostrogradski) /

Remarque. Ces formules sont des applications de la méme idée, a 3 contextes légérement
différents. Attention a l'orientation !

23. Métrique des courbes planes

Dans ce chapitre, le symbole P désigne un plan affine euclidien (muni d'un produit scalaire)
et (0,1,7) désigne un repére orthonormé direct de P.

23.1. Arcs géométriques (orientés)
Une courbe paramétrée de P est le couple formé par un intervalle I et par une application
f:I—>7
t— M(t)
Elle est de classe C” si, et seulement si, ses fonctions coordonnées t + x(t) et t — y(t) définies par
vtel,  OM(t) = f(t) = z(t)i + y(t)].
sont k fois dérivables, de dérivées continues, sur l'intervalle I.
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Rappel :

Rappel :

Rappel :

260 Métrique des courbes planes

Le support d'un arc paramétré (I, f) est 'ensemble {f(t) : t € I'}.

Remarque: 1'arc paramétré (I, f) est orienté : le sens de parcours de l'arc est déterminé par
f(t) pour les valeurs croissantes de t € I.

Arc géométriques

D
Un ensemble A C P est un arc géométrique de classe CF s'il existe un arc paramétré
(I, f) de classe C* dont A est le support.

Remarque: Si A est le support d'un arc paramétré (I, f) de classe ¥, alors A est un arc
géométrique (orienté) de classe C*.

Soit (I, f) un arc paramétré de classe C'. Alors,

L'arc (I, f) est singulier en un point ¢ € T si, et seulement si f/(t) = 0.

L'arc (I, f) est régulier en un point ¢ € I si,n et suelement si f(¢) # 0.

L'arc (I, f) est régulier si, et seulement si l'arc (I, f) est régulier en chaque point

(I, f) est régulier <= Vzel, f'(t)#0.

Soit ¢t € I un point régulier d'un arc parameétré (I, f) de classe Cl. Alors, le vecteur unitaire tangent en
M = f(t) al'arc (I, f), orienté par le sens de parcours, est le vecteur

0

el
Soit (I, f) un arc parameétré de classe C2. Alors,

L'arc (I, f) est birégulier en t € I si, et seulement si, la famille {f/(t), f”/(t)} est libre.

L'arc (I, f) est birégulier si, et seulement si l'arc (I, f) est birégulier en chaque point ¢ € I.
(I, f) est birégulier <=Vt € I, la famille {f'(t), f"/(t)} est libre.

23.2. Abscisse curviligne

Soit (I, f) un arc parametré de classe C! et (to,t) € I?

—

OM(t) = f(t) = ()i +y(®)] (tel)

Alors, 1'abscisse curviligne de M (t) a partir de M (tp) est le nombre réel s(¢) défini par

t
(23.1) st)) = [ 115/ du.

to
On remarque que t — s(t) est une fonction croissante, de classe C! sur I et que

ds ,
prid FAON BN ASR
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i ®)
Si l'arc (I, f) est régulier, l'application t +— s(t) est un difféomorphisme de classe C!
croissant et on a

d - d _dfdt df ds  fi(t) =
P AU e T e T TR T N

| J/

Remarque: on dit aussi que l'abscisse curviligne est un paramétrage admissible : cela signifie
que l'on peut utiliser s a la place de ¢t pour paramétrer la courbe. Ainsi, on pourra utiliser le
paramétrage normal f(s) pour s(a) < s < s(b) a la place du paramétrage f(t) pout a <t < b.

’ o)

La longeur d'un arc paramétré A := ([a,b], f) de classe C! est le nombre

b
L(A) = / | £ 1| dt = s(b) - s(a).

23.3. Repére de Frenet et courbure

Soit (I, f) un arc parametré plan de classe C! régulier en t € I, avec

—

OM(t) = f(t) = a(t)i+y(t)] (tel),

et soit T’ le vecteur tangent en M = f(¢) a (I, f). Alors, on appelle vecteur unitaire
normal a (I, f), orienté par le sens de parcours, 1'unique vecteur unitaire N vérifiant

(%) (T,N) = [27].

|

| J/

Rappel : Si le vecteur T =ai+ bf est unitaire, alors le vecteur N=—bi+ aj' est unitaire est satisfait ().

Remarque. Le repere (M, T, ]\7) est appelé repére de Frenet de (I, f) en M = f(t).
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i o ®)
Soit (I, f) un arc parametré de classe €2 régulier en ¢t € I et soit (M, T, N) son
repere de Frenet en M = f(t). Alors, il existe un unique nombre v € R tel que

ar 1 AT o

- — =~N
ds [ /() || dt
Ce nombre réel v est appelé courbure de l'arc (I, f) en M = f(t) et il vérifie également

dN a
— = —AT.
ds "

| J/

Remarque: les deux relations précédentes sont les relations de Frenet.

P
L'arc (I, f) est biregulier en t si, et seulement si v # 0. ?

Remarque 1. Dans les cas de points d'inflection, la courbure ~ est nulle.

Remarque 2. La courbure 7 peut étre négative. |7y| est appelé courbure géometrique.

’ D)
Soit (I, f) un arc birégulier en ¢t € I, de repere de Frenet (M,T,N) en M = f(t).
Alors, le rayon de courbure de l'arc (I, f) en M est le nombre

1
r=—.
Y
Le point C' défini par MC =rN est appelé centre de courbure de l'arc (I, f) en M.

Le cercle C(C,r) de centre C' et de rayon r est appelé cercle de courbure ou cercle
osculateur de l'arc (I, f) en M.

| J/

23.4. Relévement

f ®)
Soit (I, f) un arc paramétré régulier de classe C* pour k > 2. Alors, il existe une
fonction o de classe C*~! sur I telle que

—

(23.1) vVt eI, T'(t) = cos a(t)i + sin a(t) 7.

| J/

Remarque: cette propriete de relévement permet d'associer un angle de classe C*~1 au vecteur
tangent unitaire, sans utiliser Arctan, Arccos ou Arcsin.
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Soit (I, f) un arc parametré régulier de classe G2, avec

—

OM(t) = f(t) = z(®)i +y(t)]  (te ).

et soit a la fonction de classe @' vérifiant (23.1). Alors, les fonctions x et y vérifient

de () 19 dy in o
— = cos(« e — =35 )
ds ds
La courbure satisfait
B da
7= ds

De méme les vecteurs T et N du repere de Frenet vérifient

dar -
da ¢ do

( P
Soit (I, f) un arc parametré birégulier de classe C2. Alors, 'angle « est un paramé-
trage admissible.

|

23.5. Vitese et acceleratino dans le repére de Frenet

Soit (I, f) un arc parametré régulier de classe G2, avec

— —

OM(t) = f(t) =x(t)i+ y(t)j (tel).
Alors, le vecteur vitesse instantannée en t € I est

_ dOM (t)

o =0 =2Wi+y 07 = F©) | T =v®T.

u(t)
la vitesse instantannée en ¢t € I étant définie par

ds

o) = = F O

Le vecteur acceleration instantanné en ¢t € I est

— d2OM(t) _ = " =

at) T 7't =2" )i+ y" ()] = ' ()T + yv(t)N.
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24. Réduction des matrices et des endomorphismes

24.1. Introduction

24.1.1. Qu'est-ce-que la réduction ?

Réduire une matrice carrée A consiste a construire une matrice inversible P réalisant la
décomposition de A en produit matriciel du type

(Trigonalisation de A) A =P T avec T matrice triangulaire supérieure,
ou mieux encore, lorsque A est dite diagonalisable, en produit du type

(Diagonalisation de A) A=P'DP avec T matrice diagonale.

24.1.2. Algorithme de réduction

Pour réduire les matrices, le cours suggere 1'algorithme (bourrin mais efficace) suivant :

Résolution de

(A= X\I,)X =0

Trigonaliser

A

A - P D P
. N

Inversion

24.1.3. A quoi sert la réduction ?

En pratique, un probleme est plus simple s'il porte sur une matrice diagonale que s'il porte
sur une matrice triangulaire ou sur une matrice quelconque. D'une part parce qu'il comporte
moins d'inconnues et d'autre part parce que les calculs sont moins lourds.

La réduction permet de simplifier ou de résoudre de maniere élégante des problemes complexes
faisant intervenir des multiplications de matrices (ou des compositions d'endomorphismes)
tels que

1) Résoudre les systémes linéaires du type AX = B.
2) Déterminer les racines ni®™° d'une matrice fixée A.
3) Calculer les puissances A™ d'une matrice carrée A fixée.
4) Résoudre les systemes différentiels du type X'(t) = AX(t) + B(t).
“ Exercice’ 1. Résoudre le systéme
ro+x3+ -y =1
1 +x3+ -+ xn =2

T+ +Tp-1="n
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) 2Exercice 2. Trouver toutes les matrices M € Ma(R) vérifiant M? = Io.

4 iExercice 3. Exprimer la matrice A™ en fonction de A = <1 1

1 0),de12 etden > 1.
) 1Exercice 4. Résoudre le systeme différentiel

{ 2 (t) = x(t) +y(t) + 1

S0 = 2(t) —y) 4ot R

25. Déterminant

25.1. Formes multi-linéaires

Applications multi-linéaires

( )
kEetFK—EV,n}lj @
Une application @ : E™ — F est n-linéaire < elle est linéaire par rapport a chacune

de ses variables, les autres étant fixées. Autrement dit, pour (\, ) € K2 et (z,y) € EZ,
on a

vZe{l,’n}’ @(7)\1'_'_/1/1/,):)\@(., x,)_i_,u@(, y)...)
— = -+

|

Ezemple 1. L'application de & : R* — R avec @ : (a, b, c,d) — abcd est une forme 4-linéaire sur R.
2. Le produit vectoriel (&, %) — @ A ¥ est une application 2-linéaire sur R3.
3. Le produit scalaire (&, V) — 4.7 est une forme 2-linéaire sur R™.
4. Le produit mixte (&, ¥, W) — (@ A 7). est une forme 3-linéaire sur R3.

Remarque: utiliser linéaire, bilinéaire et trilinéaire de préférence a 1-linéaire, 2-linéaire et
3-linéaire.

(Fac) 1pxercice 5. Prouver que 1'on définit une forme trilinéaire ¢ : R3 x R3 x R3 — R sur R3 en posant

z1 Y1 z1
o] 22 |, y2 |, | 22 ‘= x1Y121 + Tay222 + £3Y323
x3 Y3 23

Fac) 1 . ce o .
(Fac) {Exercice 6. Montrer que 1'ensemble des formes bilinéaires sur R? est un espace vectoriel. En donner une base.

1

Applications alternées

( \
kEetFK—EV,n>2J @
Une application @ : E™ — F est alternée <= @ s'annule chaque fois que deux de ses

variables sont égales. Autrement dit,

I1<i<j<netzx=y = &(--, z -, y ,--)=0.
~—~

|

Ezemple. Le produit vectoriel (‘7, W) — V AW est une application alternée sur R3.
M1

1Exercice 7. Donner toutes les formes bilinéaires alternées sur R2.



(Fac) %

M1

Déterminant 271

Exercice 8. Donner toutes les formes trilinéaires alternées sur R2. Plus généralement, que dire des formes

m-linéaires alternées sur un espace de dimension n lorsque m > n 7

1Exercice 9. Prouver que 1'on définit une forme trilinéaire f, alternée sur R3, en posant
Y(@, 7, @) € R3, f(@,7,%) = (uAv).0.

Applications anti-symétriques

( )
, (E et F K-EV, n > 2) )

Une application @ : E™ — F' est anti-symétrique <= Si 1'on échange deux variables
de places, le résultat est multiplié par —1. Autrement dit, pour (x,y) € E2, on a

1<Z<j<n :> @(...7 x,...’ y’...):_@(...7 y,...’ I,...).
@ j i J

FEzxemple. Le produit vectoriel (\7, W) — V AW est une application anti-symétrique sur R3.

(@ application n-linéaire, n > 2} P

@ est alternée <= @ est anti-symétrique.

Demonstration. Supposons que ¢ soit anti-symétrique. Alors, pour 1 < i< j<netz=ydans E, on a

anti—symetrie =y
~~ ~~
By x e,y ) = By e, @) (e, T e, Y )
~~ ~—~ ~—~ ~~ ~~ ~—~
i J i J i J
de sorte que &(---,x,---,y, ) = 0 et, par suite, l'application & est alternée.

Réciproquement, supposons que & soit alternée. Alors, pour 1 < i < j < n et (x,y) € E?, nous avons
O:@(...7m+y,...,m+y7...)
:@(...7x,...7x’...)+®(...’(L-’...’y’...)+@(...7y’...’x,...)+¢(...,y’...’y’...)

v~

0 0
Ainsi, nous obtenons que @(---,x, -, y, ) = —P(---,y, -+, x, ) et donc que P est anti-symétrique.

(E K-EV de dimension n > 1} T

[ L'ensemble des formes n-linéaires alternées sur F forme une droite vectorielle.

Demonstration. Théoréme admis.

Remarque: ce théoréme, d'aspect anodin, est tres important pour le cours : il affirme que le
déterminant existe et qu'il est unique a une constante multiplicative pres. Nous verrons une
belle application pratique de ce théoréme plus loin (déterminant par blocs).

25.2. Déterminant

25.2.1. Déterminant d'une famille de vecteurs
(E K-EV de dimension n > 1, B base de E}

Le déterminant dans la base B, que 1'on note détg, est 1'unique forme n-linéaire
alternée de E vérifiant détg(B) = 1.
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Demonstration. Comme les formes n-linéaire alternée de E forment une droite vectorielle, il en existe au moins
une, noté @, qui n'est pas identiquement nulle.
Pour 1'existence, montrons dans un premier temps que #(B) # 0 puis que l'on peut prendre

1
* détg = ——&.
*) )
Par définition de 9, il existe n vecteurs { f1, -, fn} de E vérifiant ¢(f1, - -, fn) # 0, que 'on peut décomposer
sur la base B = {e1,- -, en) pour écrire que
Vi€ {l,---,n}, fi= Z a;,kCk-
1<k<n
En utilisant la n-linéarité de &, nous obtenons alors que
0#D(f1, -, fn) = Z A1 ky Ok, Py s s €k, )

(k1, o kn) €41, ,n}™

La forme & étant alternée, et donc anti-symétrique, les termes $(ey,,- - -, e, ) de la somme précédente sont

soit nuls, soit égaux & +@(B). En factorisant dans 1'inégalité précédente, nous remaquons alors que

0# > ta1k, Ak, | 2(B)
(k1,,kn)€{1,--,n}"
A fortiori, @(B) # 0 et l'identité (*) définit bien une forme n-linéaire alternée de E vérifiant détg(B) = 1.
Pour 1'unicité, nous remarquons qu'une forme n-linéaire alternée f vérifiant f(B) = 1 appartient nécés-
sairement a la droite vectorielle engendrée par @. De sorte qu'il existe ¢ € K tel que f = c®. Comme
1 = f(B) = ¢®(B), nous obtenons alors que f = &(B) " '® = déty.

(E K-EV de dimension n, B base de E}

P
n vecteurs {x1,---,x,} forment une base de £ <= détgs(z1, - -, z,) #0
Demonstration. Nous procédons par double implication.
Prouvons d'abord l'implication (1) = (2). Pour cela, supposons que la famille {1, -, xy} forme une base

C de E et montrons que détg(x1,---,zn) # 0.
Notant & une forme n-linéaire alternée de E, non nulle, il résulte des raisonnements effectués dans la
démonstration précédente que @(B) # 0 # &(€). En reportant dans (*), nous obtenons alors que

, , 2(€)
détg(z1,---,zn) = détg(C) = ) .
Prouvons maintenant 1'implication (1) < (2). Pour cela, supposons que détg(z1,: -, Zn) # 0 et montrons
que {z1, -, xy} forme une base de E. Comme FE est de dimension n et comme la famille comporte n vecteurs,

il suffit d'établir que la famille est libre. Fixons donc (A1, -, An) € R™ tel que

(**) Z )\kmk =0
k=1

et établissons que A\; = --- = A, = 0.
Pour chaque entier i € {1,---,n}, nous remarquons que
Xi détg(ze, -, xn) = détg (@1, -+, -1, \iTi, Tig1, -, Tn)
et nous déduisons de (**) que A\jz; = — > ) ; Akxy. Le déterminant étant n-linéaire et alterné, il suit
Xi détg (z1, -+, on) = détg (21, i1, — D AeTh, Tig1, *, Tn)
ki
- Z)\k détB(Q}'l, te '7mi717xk7mi+17 o ',IL',,—L) - O
k#1i ‘O’
Comme détg(z1,---,zn) # 0, nous concluons alors que A\; = 0 pour 1 < i < n. Nous avons donc bien prouvé

I'implication (1) < (2).

(E K-EV de dimension n, B base de E}

Une famille de n vecteurs de F est liée <= son déterminant dans la base B est nul.

P
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Demonstration. C'est la contraposée de la propriété précédente.

(E K-EV de dimension n, B base de E} P

V(xy, -, xp) € B, VA €K, détg(Axy, -, Axy) = A détg(xq, -+, xp).

Demonstration. Conséquence immédiate de la multi-linéarité de détg.

(E K-EV de dimension n, B base de E} P

On ne change pas le déterminant d'une famille de vecteurs lorsque 1'on ajoute a 1'un
de ses vecteurs une combinaison linéaires des autres vecteurs

Demonstration. Si nous ajoutons au vecteur x; la combinaison linéaire 3, £i AT des autres vecteurs, nous
remarquons que le déterminant ne change pas

détg(xl,-'-,:rn) = détB(l‘l,"',an) + Z)\k détg(xl,-'-,xi_l,xk,xi+1,-~,xn)
ki

0

= dét%(ZBla T Ti—1, % + Z)‘kxkami-‘rh e ‘71377»)'

iExercice 10. Soit A une matrice carrée de taille n dont tous les coefficients appartiennent, & {-1,+1}.

Prouver que dét A est un multiple de 271,

25.2.2. Déterminant d'un endomorphisme

- (E K-EV de dimension n) @
Le déterminant d'un endomorphisme u de E est le nombre

dét u = dét (u(B)) = déts (uler),- -, ulen)),

ou B = {ey,--,e,} désigne une base quelconque de E.

| J/

Demonstration. Prouvons que le nombre détu ne dépend pas de la base choisie pour le calculer. Soient
B={e1, - ,en} et C={f1, -+, fn} deux bases de E. Alors, nous remarquons que déte,

$:E" =K v:.E" 5K
7’ et 7’
(z1,--+,zn) — déty (u(wl), . ,u(wn)) (x1,- -, 2n) — déte (u(:rl), .- ,u(a:n)>

sont trois formes n-linéaires alternées de E. Comme 1'ensemble des formes n-linéaires alternées sur E forme
une droite vectorielle, engendrée par I'un de ses éléments non nuls tels détg ou déte, nous remarquons qu'il
existe trois constantes a, b et ¢ telles que

déte = adétg, d = bdéty et ¥ = cdéte.
En injectant B ou € dans ces relations, nous obtenons que ces constantes valent
déte(B) =a  détg (u(B)) =d(B)=b et déte (u(e)) —7(@) =
En reportant dans les égalités précédentes, nous obtenons alors que
déte = déte(B) déty, & = déty @(B)) déty et W =déte (u(e)) déte .
Nous déduisons de l'identité déte = déte(B) déty que ¥ = déte(B)P puis que
déte (u(e)) déte(B) déty = déte (u(e)) déte = ¥ = déte(B)d = déte(B) déty (u(B)) déty
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En identifiant de chaque coté le coefficient de déty, nous obtenons que

déte (u(e)) déte(B) = déte(B) déty (u(B)),
puis en simplifiant par déte(B) # 0 que

déte (u(e)) = déty (u(B)).

(E K-EV de dimension n) P

u € L(F) est un automorphisme de E <= dét(u) # 0.

Demonstration. Soit B une base de E. Alors, on a

u est un automorphisme <= wu(B) est une base de E <= détg (u(B)) #0
<~ dét(u) #0.

(E K-EV de dimension n, u et v deux endomorphismes de E

dét(vou) = dét(v) x dét(u).

Demonstration. Si w ou v n'est pas un automorphisme, il est évident que wov n'en est pas un non plus et par
suite que

dét(vou) =0 =dét(v) x dét(u).
Ce cas trivial étant traité, supposons maintenant que u et v sont des automorphismes. Etant donnée une
base B de E, nous remarquons que C := u(B) est également une base de E. Comme les formes n-linéaires
détp et déte sont alternées et non-nulles et comme 1'ensemble des formes linéaires alternées forme une droite
vectorielle, il existe une constante a # 0 telle que

déty = avdéte .
En injectant la base € = u(B) dans cette identité, nous obtenons alors que
dét(u) = détg(C) = adéte(C) = o
et par suite que détg = dét(u) déte. Nous concluons alors que

dét(v o u) = déty (v o u(B)) = détg («;(e)) = dét(u) déte (v((‘f)) = dét(u) x dét(v).

Exercice” 11. Soit F un R-espace vectoriel de dimension finie impaire. Prouver qu'il n'existe aucun f € L(E)

vérifiant 2 = —Idg.
Solution : S'il existait un tel endomorphisme, on aurait

dét(f)? = dét(f?) = dét(—Idg) = —1dim(E) = —1,

ce qui est impossible dans R.

FE K-espace vectoriel de dimension finie, u automorphisme de E.

dét(u=1t) = dét(u) .

25.2.3. Déterminant d'une matrice carrée

‘|n>1= D

Le déterminant d'une matrice carrée M € M, (K) est le déterminant de ses vecteurs
colonnes dans la base canonique de M,, 1 (K).
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Remarque: 11 n'est pas nécessaire de disposer d'une formule pour calculer un déterminant, les
propriétés précédentes suffisent en pratique. Rappelons cependant les formules permettant de
calculer un déterminant en dimension n < 3 :

dét (a) :=a,
a b
= ad — bc
c d ’
ay G2 asg
b1 bQ bg = a1b263 + CLQClbg + agblcg — agbgcl — agblcg — CLngCQ.
Ci C2 C3
1 1 9
(Fac) {Exercice 12. Les nombres 119, 153 et 289 sont divisibles par 17. Montrer sans le calculer que |1 5 3| l'est
2 8 9

aussi.

Remarque: La belle expression compacte du déterminant d'une matrice en fonction de ses
coefficients n'est pas au programme en PT (elle recquiert des concepts hors-programmes).

En notant € = {ci1,---,¢,} la base canonique de M, 1 (K) et en utilisant la n-linéarité du
déterminant, nous établissons cependant facilement que

(1) VvA=(ai;) 1Sign dét A = Z Qi) 1Giy,2 " - G, déte(ciy, -5 ci, )
IIXN v
(i1, i) €41, md ef-1;0; 1}

Cette formule (moche et compliquée) permet de traiter certains exercices simplement
(I'alternative est de procéder par récurence sur la taille de la matrice, apres l'avoir développé
selon une ligne ou une colonne).

3Exercice 13. Pour A € M, (C), démontrer que dét A = dét A.
Notions intervenant dans la solution : développement par rapport & une colonne|récurrence|n-linéarité

Indication : développer par rapport & la premiére colonne puis procéder par récurrence.

A1 b ...0b

3Exercice 14. Pour a,b, A1, -+, A\n € C, calculer le déterminant D de la matrice A := | ©
b
c ¢ An

n

¢ H(Ai—b)—ﬁn(ki—c)sic;éb
=1

c—b

n n
[Ti=v)+> [[Ni—b)sic=b
i=1 i=1j#i
Notions intervenant dans la solution : Polynémes|Opérations élémentaires|Développement par rapport a une

Solution : D =

colonne|degré
Indication : Notant M := (1);,; ;<,, Introduire le polynéme P := dét(A + X M), dont I'on determinera le

degré puis 1'expression.

(E K-EV de dimension n > 1, u € L(E), B base de E} P

dét(u) = dét (Matzu) .
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Demonstration. Rappelons tout d'abord que dét(u) := détg (u(B)) = dét B (u(e1),- - -, ulen)).
Notant (@i, ;);¢; j<n les coefficients de la matrice Matgu de u dans la base B, nous remarquons que

Vie{l,---,n},  ule) = Y aije
1<i<n
Reportant dans 1'expression précédente, nous déduisons de la n-linéarité du déterminant déty que
B

dét(u) = détg | D ai 1€, D Ginn€iy

1<i1<n 1<in<n

= > @iy 1iy,2 " Qi détg (€5, €5, ).
(i1, in)€{L,---,n}"
Notant € = {f;}1<i<n la base canonique de M,, 1 (K), nous remarquons alors d'une part que
détB(eil’“'?ein) = dét(‘}(fip"')fin)

déterminant dans E  déterminant dans M,, 1 (K)

et d'autre part que

dét(u) = Z @iy 1G55,2 G4y o déte(fiy, o) fin)
(i1, in)E{L, -}

:déte Z ail,lfil)"'7 Z ain,nfin

1<ii<n 1<in<n

colonne 1 colonne n

= dét (Matpu) .

(A et B matrices carrées de taille n > 1) T
dét(AB) = dét(A) dét(B).

Demonstration. Soient u et v les endomorphismes de My, 1 (K) définis par
v Mnﬁl(K) — Mn’l(K) ot u : Mnﬁl(K) — Mnﬁl(K)
X — AX X — BX
Notant € la base canonique de 1'espace des colonnes M,, 1 (K), nous remarquons que
Mate(v) = A, Mate(u) = B et Mate(vou) = AB.
Comme le déterminant d'un endomorphisme est le méme que celui de sa matrice dans n'importe qu'elle base,
nous obtenons alors que

dét(AB) = dét Mate(v o u) = dét(v o u) = dét(v) dét(u) = dét (Mate(v)) dét (Mate(u))
— dét(A) dét(B).

(MP™) I Exercice 15. Montrer que dét(A2 + B2) > 0 pour des matrices A et B de M, (R) qui commuttent.

2) Chercher deux matrices A et B ne commutant pas telles que dét(A2? + B2) < 0.

o (1 X . 0 A
Indication : essayer avec A = (A 1) et B = (_)\ 0)'

(A matrice inversible de taille n > 1.) P
dét (A7) = dét(A)~ .

Demonstration. Soit A € Gl (K). Alors A-1A=1,. La multiplicativité du déterminant induit alors que
1 =dét(I,) = dét(A~1A) = dét(A~ 1) dét(A)
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Déterminant d'une matrice triangulaire supérieure par blocs.

(A € M,(K), B € My(K), C € Mp,q(K)) P

L (A C\ ’
det(o B)—det(A)xdet(B)

Demonstration. (preuve non exigible) Nous remarquons que l'application
P :Mp(K) - K
L (X C
X —dét ( 0 B>

est une forme p-linéaire alternée de M, (K). A fortiori, il existe une constante a € K telle que & = adét, le
symbole dét désignant le déterminant des matrices carrées de taille p. En injectant I, dans cette relation,
nous obtenons alors d'une part que

dét (16' g) — &(I,) = adét(Ip) = a

et d'autre part que

L (A C . (I, CN .
dét ( 0 B) =P(A) = adét(A) = dét < 69 B) dét(A).

Comme le déterminant ne change pas si l'on ajoute & une colonne une combinaison linéaire des autres colonnes,
nous utilisons les p premieéres colonnes pour établir que

L (Ip CN . (I, O
det(O B)—det(o B)

Nous remarquons alors que l'application
¥ Mg(K) - K

L (I, O
Y +—dét < 0 Y)
est une forme g¢-linéaire alternée de M, (K). A fortiori, il existe une constante 8 € K telle que ¥ = B dét, le

symbole dét désignant cette fois-ci le déterminant des matrices carrées de taille g. En injectant I, dans cette
relation, nous obtenons alors d'une part que

1=daee (2 D) =w(ry) = Bdenry) = B
0 I,
et d'autre part que
L (A C . L (I C . L (Ip O . . .
dét ( 0 B) = dét(A) dét ( 6’ B) = dét(A) dét ( é’ B) = dét(A)P(B) = dét(A) dét(B).
3Exercice 16. Pour (A, B) € M,,(C)?, montrer que

. A B . . , :
dét (—B A) = dét(A +iB) dét(A —iB).

{ A e M,(K) ,' B
Le déterminant d'une matrice diagonale (resp. triangulaire supérieure ou inférieure)
est égal au produit des termes sur la diagonale principale.

Demonstration. On calcule le déterminant par blocs.

Invariance du déterminant par transposition.

VA € Mu(R),  dét(A) = dét (*A).

Demonstration. Preuve hors programme en PT.
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Développement par rapport a une colonne

p (A matrice carrée de taille n > 1) @

En développant la matrice A = (a;;)1<i<n par rapport a la colonne j € {1,---n},

1
1<jsn
nous obtenons que

dét A = Z (—1)i+jai’j détgi,j,

1<ikn
le symbole A; ; désignant la matrice A privée de sa i'®™° ligne et de sa j°™¢ colonne.
. J
Demonstration. Preuve admise en PT. Soit F = {f1, -, fn} la base canonique de l'espace des colonnes
My,,1(K) et soient Ci,---,Cy les colonnes de la matrice A. En utilisant la linéarité par rapport a la j'¢™e€

colonne, nous obtenons que
dét A = dét(Cq, -+, Cj—1, Z a; i fi,Cjt1,-++,Cn) = Z a;,j dét(Cr, -+, Ci-1, fi,Cjt1, -+, Cn).
1<i<n 1<i<n
Comme le déterminant est anti-symétrique, nous pouvons maintenant procéder a j — 1 échanges de colonnes
(C1 +» Ca,---,Cj_1 <> Cj) pour obtenir que
dét(C1, -+, Cj—1, fi, Cjq1,-++,Cn) = (1) 1 dét dét(f;,C1, -+, Cj—1,Cj41,-++,Cn).
Nous procédons également & ¢ — 1 échanges de lignes (L1 <> Lo, -+, L;—1 <> L;) pour obtenir une matrice
triangulaire supérieure par blocs de déterminant égal a

dét(fi,C, -+, Cj_1,Ci1,-+ -, Cn) = (—1)" "' dét ((1) nofb?es) = (-1 dét A, ;.
2,7

Comme (—1)"t772 = (=1)"*J, 1l résulte alors des trois estimations précédentes que
det A= > (=1)"a;;dét Ay ;.

1<i<n

Deéveloppement par rapport a une ligne

- (A matrice carrée de taille n > 1) @

En développant la matrice A par rapport a la ligne ¢ € {1,---n}, nous obtenons que

dét A = Z (—1)i+jai7]~ dét AVZ'J,

1<jsn

le symbole A; ; désignant la matrice A privée de sa i'™ ligne et de sa j°™° colonne.
Demonstration. Transposer la démonstration précédente.
Comatrice.
p (n > 2, A matrice de MH(K)) D)

La comatrice de la matrice A est la matrice
Com(4) i= ((~1)"" dét(Aiz))
1<igsn
le symbole ,Z[U désignant la matrice A privée de sa i'®™€ ligne et de sa j°™° colonne.
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- (A matrice de M, (K)) ®)
Si A est inversible, son inverse est la transposée de la comatrice de A divisée par
dét(A),
Al tCom(A)
dét(A)

Remarque: en pratique, cette formule ne sert que pour n = 2.

Demonstration. Supposons que A € M, (K) soit inversible et montrons que A*Com(A) = dét(A)I,.
Notant a; ; et ¢; ; le coefficient respectif des matrices A et C' := A*Com(A) de la ligne i et de la colonne j,
nous remarquons que
Cij = Z ai’k(—l)k—i_] dét(ALk).
1<k<n
Notant B; ; la matrice constituée par la matrice A dont on a remplacé la jieme Jione par la ™€ ligne de
la matrice A, nous reconnaissons la formule du développement de dét(B; ;) suivant la j'°™€ ligne et nous
déduisons du caractére alterné du déterminant que
o 2 . dét(A) sii=7j

v(i,j) € {1,---,n}*, ci,j = dét(By,;) = {O (4) sinon J
Comme le nombre ¢; ; est égal au coeflicient de la 3'°™ ligne et de la j'°™€ colonne de la matrice dét(A)In,
nous concluons que A*Com(A) = dét(A)I, et par suite que

-1 _ tCom(A)
dét(A)

Formules de Cramer.

- {A matrice inversible de M, (K), B vecteur colonne} ®)

L'unique solution X = (z1,...,x,) du systéeme de Cramer AX = B satisfait

_ dét(Cy,--+,Ci—1,B,Ciy1,-+,Cp)
Y Y A= )
SR L TR dét A

ou C1,---,C, désignent les colonnes de la matrice A.

| J/

Demonstration. L'identité matricielle AX = B se traduit par la relation entre colonnes
Z :Ckck = B.
1<k<n
Le déterminant étant n-linéaire et alterné, pour 1 < i < n, nous en déduisons que
dét(cla Tty Ci—la B7C’L'+la Y CTL) = dét(C]_, e ?Ci_].? Z 'rkck7ci+l7 e ,Cn)

1<k<n

= > @pdét(Cr, -+, Ci1,Ck, Cigr, -+, Ch)

1<k<n

—0 si ket
=x; dét(Cl, oo ,Cn) =x; dét(A)

Remarque: vous ne vous servirez jamais de ces formules, qui nécessitent trop de calculs.
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26. Eléments propres

26.1. Valeurs propres

Valeurs propres

) (EK-EV, u e L(E), \ € K} 5
A est une valeur propre de u <= il existe un vecteur x # 0 de E tel que
u(x) = M.
( D
A est une valeur propre de M <= il existe X # 0 dans M, ;(K) tel que
AX = )X,
\ (n>1,4€M,(K), \ € K)
Ezemple. 1 et —1 sont des valeurs propres de I'endomorphisme u : (z,y) — (y,z) de R? car
u((l,l)) —(1,1) =1.(1,1) et u((l,—l)) — (=1,1) = —1.(1, —1).
Ezemple. 0, 1 et 2 sont des valeurs propres de 1'endomorphisme v : P+ 2P — X P’ de Ry[X] car
v(X?) =0=0X% v(X)=X=1X et ov(l)=2=21
Ezemple. 2 et —3 sont des valeurs propres de la matrice (g _31) car
0 3 3 6 3 0 3 -1 3 -1
(5 2)(G)=()==0) = G 2)()=(5)-=()
(E K-EV de dimension finie, B base de F,\ € K) P

A est une valeur propre de u € L(E) <= X est une valeur propre de Matg(u).

Application : l'endomorphisme v : (x,y) — (y,z) de R2 posséde les mémes valeurs propres que sa matrice

A= <(1) (1)) dans la base canonique.

Application : I'endomorphisme v : P +— 2P — X P’ de Ry[X] posséde les mémes valeurs propres que sa matrice

2 00
B:=(0 1 0 | dans la base canonique.
0 0O

(EK-EV, u e L(E)) 5

A est une valeur propre de v <= ker(u — Mldg) # {0}

<= u — AMldg n'est pas injectif.

Demonstration. Evident.
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) (E K-EV de dimension finie, u € L(E)} ®

<= u — AMdg n'est pas bijectif
<= rang(u — A\ldg) # dim (E)
< dét(u— Ndg) =0

A est une valeur propre de u

A est une valeur propre de A <= A — A\, n'est pas inversible
<= rang(A—AL,) #n
<~

dét(A — AL,) = 0

Application : 3 est valeur propre de l'endomorphisme u : P — P’ 4+ 3P de R3[X]. En effet, v := v — 3Id n'est

pas une bijection d'apres la relation v(1) = u(1l) — 3 =0.

1 2 3
Application : 2 est valeur propre de la matrice A := (0 2 0) car
1 3 7

-1 2 3
Rang(A — 2I3) = Rang ( 0 0 O) #3
1 35

Demonstration. Si E est de dimension finie, I'endomorphisme v — AIdg est injectif <= il est bijectif.

26.2. Polynéme caractéristique

26.2.1. Polynome caractéristique

Polynome caractéristique

(T , , , \
- | £ K-EV de dimension finie, u € L(E)J D

Le polynoéme caractéristique de u est 1'unique polyndéme P € K[X] vérifiant

VAeK,  P()\) =dét(u— Ndg).

Le polynéme caractéristique de la matrice M est l'unique polynéme P € K[X]
vérifiant

VAEK,  P(A)=dét(M — A,).

. (n >1,Ae MH(K)} /

Demonstration. voir la preuve de la propriété un peu plus loin.

Ezemple. P = X2 + X — 6 est le polynoéme caractéristique de la matrice A = (g _31) car

-2 3

VA ER, P(/\):dét(A—AIg):dét<2 e

— )2 _
)\)_A + A —6.
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0 1 1
Ezemple. P = —X3 4+ 3X 4+ 2 est le polynéme caractéristique de la matrice A = <1 0 1) car

1 10
- 1 1
VAER,  P()) = dét(A — Aly) :dét( 1 —x 1 ) = A3 43N +2
1 1 =X
- (E K-EV de dimension finie, u € L(E)) ®)

A est une valeur propre de u <=\ est une racine du polyndéme caractéristique de u

| J/

’ ®

A est une valeur propre de A <= X est une racine du polynoéme caractéristique de A

\ (n>1, 4 €M, (K)) /

Demonstration. Conséquence triviale de la définition précédente.

Application : 2 et —3 sont les valeurs propres de <g _31) car son polynéme caractéristique est

P=X?+X—-6=(X—-2)(X+3)

0 1 1
Application : —1 et 2 sont les valeurs propres de (1 0 1) car son polyndéme caractéristique est
1 10

P=-X343X+4+2=(X24+2X+1)(2-X)=—-(X+1*(X -2).

Remarque: pour calculer un polynoéme caractéristique, on utilise surtout les propriétés du
déterminant (forme multi-linéaire, alternée, anti-symétrique, calcul par blocks, développe-
ment par rapport aux colonnes/lignes) et la formule de Sarrus en dernier recours seulement
(car il est alors tres difficile de factoriser la formule développée) .

Pour factoriser un polynoéme caractéristique, il faudra la plupart du temps faire diminuer
son degré en trouvant des racines évidentes. Pour cela, vous pouvez :

1) Travailler sur la matrice A — AI,, : trouver une valeur de A pour laquelle il existe une
relation de dépendance linéaire entre les lignes ou les colonnes de la matrice A — .

2) Travailler sur le déterminant dét(A — Al,,) : utiliser les propriétés du déterminant pour le
simplifier et factoriser des termes.

3) Travailler sur le polynéme P : rechercher les racines rationnelles (si ¢'est un polynéme a
coefficients rationnels), utiliser des techniques spécifiques aux polyndmes...

En pratique, la méthode 2 a le meilleur taux de réussite ; la méthode 1 donne d'assez bons
résultats (sur les matrices pas trop compliquées). Par contre, la méthode 3 a un taux de
réussite médiocre (parce qu'au dela du degré 3, on ne sait pas faire grand chose).



Eléments propres 283

- (E K-EV de dimension finie n, u € L(E)}

®
Le polynome caractéristique de u est un polynéme de degré n, de terme constant
dét u, de terme dominant (—1)"X™ et son terme de degré n—1 vaut (—1)" " Tr(u) X" L.

P, = (—1)"X" + (=1)" 'Tr(uw) X" 4 - + dét(u).

| J/

’ ®

Le polynéme caractéristique de A est un polynéme de degré n, de terme constant
dét A, de terme dominant (—1)"X™ et son terme de degré n —1 est (—1)" " 1Tr(4) X"~

Py=(—D"X" + (=) 'Tr(A) X" + ... 4 dét(A).

\ (n>1,4e€M,(K)) /

Application : Une matrice de taille n et un endomorphisme u d'un espace de dimension n possédent au plus
n valeurs propres distinctes deux a deux. En effet,

A € K est une valeur propre <= A est une racine du polyndéme caractéristique

Application : Soit A une matrice carrée de taille 2. Alors, son polynéme caractéristique est
P=X?%_Tr(A)X + dét(A).

Remarque: si E est un espace vectoriel sur K = R, seules les racines réelles du polynome
caractéristique d'un endomorphisme v € L(E) sont des valeurs propres de u et possedent des
vecteurs propres dans FE.

Remarque: L'un des grands avantages des matrices réelles est que l'on peut également les
considérer comme des matrices complexes. De ce fait, une matrice réelle aura des valeurs
propres réelles (les racines réelles de son polynéme caractéristique) que 1'on pourra associér a
des vecteurs propres réels ainsi que des valeurs propres complexes (les racines complexes du
polynéme caractéristique) que 1'on pourra associer a des vecteurs propres complexes.

Demonstration. Nous effectuons la démonstration dans le cadre des matrices. Nous notons c¢1, - -, ¢, la base
canonique des colonnes de My, 1(K), nous notons respectivement (a;,j)1<; j<, € (bi,j)1<; j<n les coefficients
des matrices A et A — A\, et nous remarquons que

{bz‘,izai,z‘—/\ 1<ig<n

bij = ai; P # J.
Alors, il résulte de la formule (1) que l'expression
P(\) = dét(A — \,) = > biy 1biy.2 - biy ndéte(ciy, -, ci,)
(i1, in)E{L,",n}"

e{—-1;0; 1}
est une fonction polynoéme de l'indeterminée A & coefficients dans K, en tant que somme et produits de
mondmes de l'indeterminée A. En particulier, la contribution a la somme des termes de la diagonale principale
(cas i1 = 1,49 = 2, ,in, = n) est

n
b1,1bp,ndéte(l,) = H(am —A) = (D" (=D 'A ag g + - 4 ann) FRON),
=1

Tr(Aa)
ol R désigne un polyndéme de K[X] de degré inférieur & n — 2. Comme les autres termes non nuls de la somme
sont constitués par des produits d'au plus obtenus n — 2 termes de la diagonale principale (ils doivent se
trouver chacun sur une colonne et une ligne différente), ils forment un polynéme S € K[X] de l'indeterminée
A de degré au plus n — 2. Ainsi, nous avons

P=(-D"X"+(-1)" 'Tr(A)X" '+ R+S
N——

EKTL—Q[X}
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Enfin, le terme constant du polynéme P est P(0) = dét(A — 0.1,) = dét(A).

P
La somme et le produit des valeurs propres, comptées avec multiplicité, d'une matrice

(resp. d'un endomorphisme) sont égaux a la trace et au déterminant de cette matrice
(resp. de cet endomorphisme).

26.2.2. Matrices semblables

- (n > 1, A et B matrices de M, (K)) D

A et B sont semblables <= 3P € Gl,(K) tel que A = P"'BP.

- (n > 1, A et B matrices de M,, (K)) P

A et B sont semblables <«= A et B sont les matrices d'un méme endomor-
phisme dans des bases différentes.

\.

Demonstration. Prouvons d'abord 2) — 1) : supposons qu'il existe un endomorphisme u et deux bases A et
B telles que A = Mat 4(u) et B = Matg(u) puis montrons que A et B sont semblables.

Nous posons P := Maty (Id) et nous déduisons de la relation
I, = MatA’A (Id) = MatB,A (Id) X Mat‘/{"B (Id)

p-1 P
que P~1 = Matp 4 (Id). Alors, nous déduisons que A et B sont semblables de la relation
A = Mat g (u) = Matg_4(Id) x Matg(u) x Matg4 ¢(Id) = P~lBP.
Etablissons maintenant 1'implication 1) — 2) : supposons que A et B sont semblables et construisons un
endomorphisme u et deux bases A et B tels que A = Mat 4(u) et B = Matg(u).

Comme A et B sont semblables, il existe une matrice inversible P telle que A = P~ BP.
Nous notons B la base canonique de 1'espace M, 1(K), nous notons A la base constituée par les colonnes de
la matrice P et nous observons que

P =Maty g(Id) et  P~'=Matg 4(Id)
Nous remarquons alors d'une part que l'application
u: Mp,1(K) = My, 1 (K)

X — BX
est un endomorphisme de 1'espace M,, 1 (K) et d'autre part que la définition de u implique que
Matg(u) = B.

Nous concluons alors en remarquant que
Mat 4 (u) = Matg 4(Id) X Matg(u) x Mat g ¢(Id) = P~1BP = A.

P

Deux matrices semblables ont méme déterminant, méme polynome caractéristique,
mémes valeurs propres comptées avec multiplicité et méme trace.

Demonstration. Si A et B sont semblables, il existe une matrice P € Gl,,(K) telle que A = P"!BP et alors
nous déduisons de la multiplicativité du déterminant que

dét(A) = dét(P~1BP) = dét(P~1) dét(B) dét(P) = dét(P~1) dét(P) dét(B)
= dét(P~1P)dét(B) = dét(B).
I
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Notant respectivement P4 et Pg les polyndme caractéristiques de A et de B, nous avons alors
VAER,  Pa(\) =dét(A — A,) = dét(P ' BP — \I,,) = dét (P~ (A — \I,)P)
= dét(P~ 1) dét(B — A\,) dét(P) = dét(B — AI,) = Pa(\).
Le polynéme P4 — Pp ayant une infinité de racines (les nombres réels), nous en déduisons que P4 = Pp et
donc que les valeurs propres de A, i.e. les racines de P4, sont les mémes que les valeurs propres de B, i.e. les

racines de P, comptées avec multiplicité.
Enfin, en décomposant 1'égalité Py = Pp sur la base canonique, nous obtenons que

(—X)" + Tr(A)(—X)" "+ 4 dét(A) = Py = Pp = (= X)" + Tr(B)(—X)" "' + - + dét(B).
En identifiant les coefficients du monéme X" 1, il suit alors que Tr(A) = Tr(B).

26.3. Vecteurs propres

Vecteurs propres

( _ )
p LEKEV,UGL(E),AeK,aceEJ @
Le vecteur x # 0 est un vecteur propre de u pour la valeur propre A\ <
u(x) = Az.
i )
Le vecteur X = 0 est un vecteur propre de A pour la valeur propre A <
AX = )X,
\ (n>1, A€ M,(K), A € K, X € M, 1(K)) /

Ezemple. X2, X et 1 sont des vecteurs propres de 1'endomorphisme v : P +— 2P — X P’ de Ry [X] pour les
valeurs propres respectives 0, 1 et 2 car

v(X?)=0=0X% v(X)=X=1X et ov(l)=2=21
Exemple. (3,2) et (—1,1) sont des vecteurs propres de ((2) _31> pour les valeurs propres 2 et —3 car
0 3 3y _(6) ., (3 0 3 —1\ _(3\_ ., (-1
(b 2)(@)-()-=20) = (¢ 2)()-(5)-=(7)
Remarque: Pour un vecteur x # 0, on a les équivalences suivantes :
x est un vecteur propre de u pour la valeur propre 1 <= z est invariant par wu.
x est un vecteur propre de u pour la valeur propre 0 <= z appartient au noyau de u.

x est un vecteur propre de u pour la valeur propre —1 <= u transforme x en son opposé.

Remarque: La méthode générale pour trouver quelques/tous les vecteurs propres x associes a
une valeur propre A consiste a résoudre 1'équation vectorielle linéaire

ulz)=Ar <= ulz)—Ax=0 <= (u—Ald)(z)=0
ou, dans le cas matriciel, & résoudre le systeme d'équations linéaires
AX =X — AX-)XX)=0 <<= (A-A,)X=0.
Cela revient a déterminer le noyau de 1'application © — A\Id ou de la matrice A — AL,.

Remarque: nous exposerons plus loin quelques techniques théoriques permettant, dans certains
cas, de résoudre le probleme précédent plus rapidement et plus simplement .



286 OLus Livius BINDUS

( _ ]
( LEKEV,UEL(E)J ®)
Une famille de vecteurs propres, associés a des valeurs propres distinctes 2 a 2,
est libre.

| J/

Une famille de vecteurs propres, associés a des valeurs propres distinctes 2 a 2,
est libre.

\ (n>1, A€M, (K)) y
Demonstration. Soient x1,---,x, des vecteurs propres associés & des valeurs propres Aj, - -, \n, distinctes
deux & deux. En procédant par récurrence sur n, nous allons prouver la proposition
(Pn) la famille {z1, -,z } est libre
P1 est vraie car la famille {1} est libre, en tant que famille constituée d'un seul vecteur non nul.
Fixons un entier n > 2 tel que P,,_1 soit vraie et prouvons P,,. Soient o, - - -, ay des scalaires tels que
(E(h) 0= Z XL -

1<k<n

Comme le vecteur propre x; est associé & \;, en appliquant u & cette somme, nous obtenons que

(Eqz) 0=u0) =u| > owzp|= > apulz)= > aplezi
1<k<n 1<k<n 1<k<n
En faisant A\,Eq; — Eqy, nous obtenons alors une combinaison linéaire nulle des vecteurs x1,---,Zn_1,
0= >\n E XXl — E )\kak:ck = E ()\n - )\k)akxk.
1<k<n 1<k<n 1<k<n—1

Comme ces vecteurs forment une famille libre d'apreés P,,_1, les coefficients de cette combinaison linéaire sont
tous nuls, autrement dit
ar(An — k) =0 (1<k<n)

Comme les g sont distincts deux a deux, il suit a; = --- = ap—1 = 0. Reportant ce résultat dans Eq;, nous
en déduisons enfin que oy, = 0 et par suite que la famille {z1, -+, zn} est libre. P, est donc vraie.
; (n>1, BeM,(K), X € M, 1(K)} ®
Soient C1,---,C, les vecteurs colonnes constituant la matrice B. Alors, on a
I T
VX = | .. AX = (Ci| - [C)x |- | =210+ + 20O
T Tn

Demonstration. Faire le produit matriciel.

Remarque: Cette propriété est particulierement utile car elle permet de de déduire un vecteur
propre X d'une matrice A, en trouvant une relation de dépendance linéaire entre les colonnes

Ci,---,C), de la matrice B = A — \l,,.

T1
X = | --- | vecteur propre de A pour A <= (A—A[,)X =0
T

<~— BX=0 << 21Ci+- +4+z,C,=0
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Application : La matrice A définie par

01 1 1
1 0 1 1
A= 1 1 0 1
1 1 1 0
admet, pour les valeurs propres respectives 3, —1, —1 et —1, les vecteurs propres
1 1 0 0
— 1 — _1 -—_— 1 —_— O
T3 := 1| U_q1:= 0 R V_q1:= 1 et W_q:= 1
1 0 0 -1

En effet, on trouve des relations de dépendance linéaire entre les colonnes de la matrice By = A — 31y
-3 1 1 1
1 -3 1 1
1 1 -3 1
1 1 1 -3

et entre les colonnes de la matrice B_1 = A+ —(—1)I4 = A+ 14.

By =A-3I, = — 1.C1+1.Cy+1.C3+1.C04 =0 — 1Tj

11 11 1.1 —1.C2+0.C3+0.Cy =0 U_1
Ba=A+L=|1 ;1 1| —J00+16-1C+0Ci=0 — 3§ V4
1 1 1 1 0.C1+0.C2+1.C3—-1.C4 =0 W_q
26.4. Espaces propres
Espaces propres
- (E K-EV, u € L(FE), A valeur propre de u) D)

Le sous-espace propre associé a la valeur propre A de u est 1'espace vectoriel
Ey :=ker(u — MNldg) = {z € E: u(z) = Az}.

constitué du vecteur nul 0 et des vecteurs propres de u pour la valeur propre A.

\. J

’ D

Le sous-espace propre associé a la valeur propre A de A est 1'espace vectoriel

Ey = {X € Mn,l(K) AX = )\X}

constitué du vecteur nul 0 et des vecteurs propres de A pour la valeur propre A.
\ (n>1, A€M, (K), N € K] /

Ezxzemple. Les espaces propres de 'endomorphisme u : (z,y) — (y,z) de R? associés & 1 et —1 sont
E; ={(a,a) :a € R} et E_; ={(b,—b):beR}
car d'une part u(z,y) = 1(z,y) < = = y et d'autre part u(z,y) = —1(z,y) < = = —vy.
01 1

Exemple. Les espaces propres de la matrice A = <1 0 1> associés aux valeurs —1 et 2 sont
1 1 0

1 0 1
E1:Vect<<—1),< 1 )> et Eg:Vect<1>
0 —1 1

Remarque: La restriction (au départ et a l'arrivée) d'un endomorphisme u a son espace propre
F pour la valeur propre A est une homothétie de rapport A (en fait, c'est Aldg).
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) (E K-EV de dimension finie, u € L(E)) D

Pour chaque valeur propre A € K de l'endomorphisme u, on a
1 < dim F by < my

ou m) désigne la multiplicité de A en tant que racine du polyndéme caractéristique de wu.

| J/

, @

Pour chaque valeur propre A € K de la matrice A, on a

lgdimEkgmA

ou my désigne la multiplicité de A en tant que racine du polyndéme caractéristique de A.
~ (n>1, 4 €M, (K)) /

Demonstration. Comme A est une valeur propre de wu, il existe un vecteur « # 0 de E vérifiant u(z) = Az.
Comme l'espace vectoriel E\ = ker(u — AIdg) contient au moins deux éléments 0 et x, il est forcément de
dimension dim (E)) > 1.

Nous admettons 1'inégalité dim (E)y) < m) : la preuve nécessite des concepts hors programme.

( _ ]
| LEKEV,UEL(E)) @
Les espaces propres de u pour des valeurs propres distinctes 2 a 2 sont en somme
directe.
i - \ ®)
Les espaces propres de A pour des valeurs propres distinctes 2 & 2 sont en somme
directe.
. (n >1,Ae MH(K)} /
Demonstration. Soient A1,---, A, des valeurs propres de u et soient Ey,---,FE, leurs espaces propres
respectivements associés. Soient (1,--,%n) € E1 X -+ X Ey tels que

1 +x2 + -+ xn =0.
S'il existait des termes non-nuls dans la somme précédente, ils seraient liées par une relation de dépendance
linéaire. Mais ils constitueraient également une famille de vecteurs propres, associés a des valeurs propres

distinctes deux-a-deux, qui serait donc libre. Comme une famille ne peut étre a la fois liée et libre, cette

éventualité ne peut pas se produire et, par conséquent, r1 = x2 = --- = x, = 0. En conclusion, les espaces
propres E1,- -+, By forment une somme directe £y, ® Ex, - Ey,, .
- (E K-EV de dimension finie, u € L(E)} ®)

La somme des dimensions des sous-espaces propres de u est inférieure ou égale a la
dimension de FE.

| J/

’ B

La somme des dimensions des sous-espaces propres de A est inférieure ou égale a la
dimension de F.
~ (n>1, A€M, (K) /
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Demonstration. Soient Ay, -+, Ag les valeurs propres de u. Alors, les espaces propres Ey ,---, Ey, sont en
somme directe et vérifient
Ex, ®E\,® - D E), CE.
En calculant la dimension de ces espaces vectoriels, nous obtenons alors que
( - ; )
p kE K-EV, u et v endomorphismes de F ) ®

Si u et v commuttent, alors les espaces propres de u sont stables par v et réciproque-
ment.

VF espace propre de u, v(F)C F
uov=vou —
VG espace propre de v, u(G) C G

| J/

’ ®)

Si A et B commuttent, alors les espaces propres de A sont stables par B et récipro-
quement.

VF espace propre de A, B.F C F
VG espace propre de B, A.G C G

AB = BA =

. (n > 1, A et B matrices de M,, (K)} /

Demonstration. Soit F' un espace propre de u pour la valeur A. Pour z € F', le vecteur y = v(x) vérifie
u(y) =uov(z) =vou(x) =v(Az) = dv(z) = Ay,

et appartient de ce fait & 1'espace F. En conclusion, v(F) C F.

Remarque: cette propriété permet de mieux comprendre et de mieux analyser les matrices.

,—(E K-EV, u et v endomorphismes de F, P et Q polynémes de KX )—@)

Si u commute avec v, alors P(u) commute avec Q(v).

| J/

| ®)

Si A commute avec B, alors P(A) commute avec Q(B).

—(n > 1, A et B matrices de M,,(K), P et @ polynomes de K[X])—‘

Demonstration. Soient P et @ deux polynémes de K[X]. Comme u commute avec v, alors u commute avec
toute puissance de v car l'associativité de la loi de composition nous permet d'écrire que

Vn > 0, uov™ =uovo---ov=(uov)ovo---ov=(VouU)oVO--:0V
n n—1 n—1
=wvo(uov)ovo---ov=vo(vou)ovo---oyY=-:-+-=v0---0VOU="V" Ou.
n—2 n—2 n

Posant P = "7 apX k nous remarquons alors que u commute avec P(v) car

uo P(v) =uo Z apv® = Z aguovk = Z apvf ou = Z apv® | ou=Pw)ou

0<k<n 0<k<n 0<k<n 0<k<n

Comme w = P(v) commute avec u, nous montrons alors de méme que w = P(v) commute avec Q(u).
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27. Diagonalisation

27.1. Endomorphismes et matrices diagonalisables

(n > 1, A B deux matrices de M,, (K)) D

A et B sont semblables sur K <= 1l existe P € Gl,,(K) telle que A = PBP~1.

Remarque: deux matrices sont semblables si, et seulement si ce sont les matrices du méme
endomorphismes dans des bases différentes.

) (E K-EV de dimension finie, u € L(E)) D

u est diagonalisable <= Il existe une base de vecteurs propres de u

<= il existe une base B de E dans laquelle Matg(u) est diagonale

A est diagonalisable <= 1l existe une base de vecteurs propres de A .

<= A est semblable a une matrice diagonale

\ (n>1, 4 €M, (K)) /
(E K-EV de dimension finie, u € L(FE), B base de E) P
u est diagonalisable <= Matg(u) est diagonalisable.
Demonstration. Conséquence immédiate des définitions précédentes.
- (E K-EV de dimension finie, u € L(E)) ®)
Si le polynome caractéristique de u est scindé sur K et admet n racines distinctes
deux a deux, alors u est diagonalisable.
f ®)
Si le polynéme caractéristique de A est scindé sur K et admet n racines distinctes
deux a deux, alors A est diagonalisable.
\ (n>1,4e€M,(K)) /
Demonstration. Soient (A1, -+, Ay) les racines du polynéme caractéristique P de 1'endomorphisme u, qui est
scindé et de degré n. Alors, pour chaque entier k € {1,---,n}, le nombre A est une valeur propre de u de
sorte qu'il existe un vecteur propre z; # 0 de u associé a la valeur A;. Comme la famille {x1,- -, zn} est une

famille de vecteurs propres de u associés a des valeurs propres distinctes deux a deux, c'est une famille libre. A
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fortiori, c'est une base car c'est une famille libre de n vecteurs de F, espace vectoriel de dimension n. Comme

{x1, -, zn} est une base de E, constituée de vecteurs propres de u, l'endomorphisme u est diagonalisable.

Premiere caractérisation des endomorphismes diagonalisables

- (E K-EV de dimension finie, u € L(E))
u est diagonalisable < les racines du polyndéme caractéristique P de u sont toutes

dans K (P est scindé sur K) et la dimension de chaque espace propre Ey, est égal a ny,
la multiplicité en tant que racine de P de la valeur propre \; correspondante.

®

S

Poy=0m IT (A -"0)

1<k<p

ng

u diagonalisable <=

n, =dim (Fy,) pour 1 <k<p

\. J

, )

A est diagonalisable sur K < les racines du polynoéme caractéristique P de A sont
dans K (P est scindé sur K) et la dimension de chaque espace propre Ey, est égal a ny,
la multiplicité en tant que racine de P de la valeur propre A\ correspondante.

Py =0 I (A -20)"

A diagonalisable sur K <=
1<k<p

n, =dim (E),) pour 1 <k<p

. (n} 1 AEMTL(K)) /

Remarque: lorsque l'on diagonalise, il faut faire attention au corps sur lequel on travaille.
Ainsi, certaines matrices réelles sont diagonalisables sur C mais ne le sont pas sur R, comme
par exemple les matrices de rotations :

( cos? —sind w

. [e
sind  cosd ) est semblable a (

0 e—Om) dans M5 (C) mais pas dans My (R).

Le grande force des matrices réelles par rapport aux endomorphismes réels est que 1'on peut
les étudier a la fois sur R et sur C.

Remarque: Lorsque un endomorphisme/une matrice est diagonalisable, on obtient une base
de diagonalisation par réunion des bases de chacun des sous-espaces propres.

Seconde caractérisation des endomorphismes diagonalisables

) (E K-EV de dimension finie, u € L(E)) @

‘ ‘ Il existe un polynéme @ # 0 vérifiant Q(u) =0
u est diagonalisable <= . )
et dont toutes les racines sont simples et dans K
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Il existe un polynoéme @ # 0 vérifiant Q(A) =0

A est diagonalisable <= i .
et dont toutes les racines sont simples et dans K

\ (n>1, 4e€M,(K)) /

Diagonalisation simultanée

- (E K-EV de dimension finie, u et v endomorphismes de E) ®

Si u et v sont diagonalisables et commuttent, on peut les diagonaliser dans la méme
base :
Il existe une base B, constitués de vecteurs a la fois propres pour u et pour v et alors

Mats(u) et Matg(v) sont diagonales

( ; ]

p \n > 1, A et B matrices de J\/[n(K)J ®
Si A et B sont diagonalisables et commuttent, on peut les diagonaliser simultané-

ment :

11 existe des matrices Dy et Dy diagonales et P € Gi,,(K) telles que

A=PD,P! et B=PDyP !

Demonstration. Se fait par récurence sur la dimension de E.

27.2. Algorithme de diagonalisation

Pour Diagonaliser une matrice diagonalisable

Etape 1 : Ecrire la relation P(\) = dét(A — AL,), en dessinant la matrice.

Au besoin, chercher des racines évidentes A de P (méthode standard) et trouver des relations
de dépendance linéaire entre les colonnes (méthode ), pour ces valeurs de A.

Etape 2 : Calculer et factoriser P. En déduire les valeurs propres A et leur multiplicité m.

Méthode % : ajouter a une colonne une combinaison linéaire des autres colonnes, confor-
mément aux relations de dépendances linéaires précédemment trouvées, pour factoriser plus
rapidement.

Etape 3 : Pour chaque valeur propre A, résoudre le systéeme (A — AL,)X = 0. En déduire
une base B, (comportant m) vecteurs) de 1'espace vectoriel des solutions.

Méthode x, A chaque relation de dépendance entre colonnes précédemment trouvée, correspond
une solution (un vecteur propre non nul)

Etape 4 : Ecrire larelation A = PDP~! ainsi que la matrice diagonale D dont les coefficients
sont les valeurs propres trouvées.
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Si vous avez des valeurs propres X\, p et v de multiplicité respective 3, 1 et 2, votre matrice
D sera

A

1
~
~y

Ecrire la matrice P dont les colonnes sont les vecteurs des bases B, en respectant les
contraintes :

a) chaque vecteur n'apparait qu'une fois dans la matrice P.

b) Sur une méme colonne de P et de D se trouvent un vecteur propre et sa valeur
propre correspondante.

Reprenant l'exemple précédant, St vous obtenez By = {u,us,us}, B, = {v} et B, = {w1,v2},
votre matrice P sera la matrice dont les colonnes sont

P = (uy,ug,us,v,wy,ws) ou également par exemple P = (us,uy,us, v, we,wy )

Etape 5 : Au besoin, inverser la matrice P pour obtenir la matrice P~!.
on évitera cette étape lorsque cela est possible car elle est lourde en calculs.

Valeur propre \;

: - /1 Résolution de

D1men51on (A=XiIn)X =0

e 5,

A o P D P
4 s

Inversion

Trigonaliser

A

Figure 38. Algorithme de diagonalisation.

27.3. Homothéties, projections, symétries

Homothéties

(E K-espace vectoriel de dimension finie n > 1) P

La matrice d'une homothétie de rapport A € K dans une base de F est la matrice
AlL,. En particulier, une homothétie de rapport A est diagonalisable :
A est son unique valeur propre et son espace propre associé est Fy = F.

Demonstration. Soit v une homothétie de rapport A € K et soit B := {e1,---,en} une base de E. Alors,
vk e {1, ---,n}, u(zy) = Az,
En écrivant la matrice de u dans la base B, nous obtenons alors que Matg(u) = Al,. Comme cette matrice

admet P = (A — X)™ comme polyndéme caractéristique, A est 1'unique valeur propre de u.
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Projections

p (E K-espace vectoriel de dimension finie n > 1) @

La matrice d'une projection u de rang k dans une base B de E constituée par la
réunion d'une base de Im(u) et d'une base de ker(u) est

Matgz(I(])C 8)

En particulier, une telle projection est diagonalisable et ses valeurs propres sont :
A = 1 pour la multiplicité m; = k et 1'espace propre F; = Im(u)
A = 0 pour la multiplicité mg = n — k et 1'espace propre Ey = ker(u).

| J/

Demonstration. Soit u une projection de rang k. Alors, u satisfait la relation
E = ker(u) ® Im(u)
et nous en déduisons que Im(u) et ker(u) sont respectivement de dimension k et n — k. Etant données une

base {e1,---,er} de Im(u) et une base {ex41, -, en} de ker(u), nous remarquons de plus que leur réunion
B = {e1, -, en} constitue une base de E et que
_Jer sil<L<E
ulee) 0  sinon

A fortiori, la matrice de la projection u dans la base B est
_(Ix O
Matg = < 0 0) .

Comme le polynéme caractéristique de cette matrice est P = (1 — X)k(—X)”_k, les valeurs propres de u sont
1 pour la multiplicité m1; = k et 0 pour la multiplicité mg = n — k. Enfin, les espaces propres associés aux
valeurs propres 1 et 0 sont Fq := ker(u —Idg) = Im(u) et Eg = ker(u).

Symétries

p (E K-espace vectoriel de dimension finie n > 1) @

La matrice d'une symétrie u par rapport a F' parallélement a G dans une base B de
FE constituée par la réunion d'une base de F' et d'une base de G est

Matg = (Ig s > ou k:=dim F
—In—k

En particulier, une telle symétrie est diagonalisable et ses valeurs propres sont :
A = 1 pour la multiplicité m; = k et 1'espace propre F; = F
A = 0 pour la multiplicité my = n — k et 1'espace propre Fy = G.

| J/

Demonstration. Soit u une symétrie par rapport a F' paralllelement a G. Alors, u satisfait les relations
E =ker(u —Idg) @ ker(u + Idg), F =ker(u—1Idg) et G =ker(u+Idg).

Etant données une base {ej,---, e} de F et une base {exy1, -, en} de G, nous remarquons de plus que leur
réunion B = {e1,--,en} constitue une base de E et que
i1<l<
wey = {o SL1<E<h
L sinon

A fortiori, la matrice de la symétrie u dans la base B est

Matgz(l(]; _0 k:)

Comme le polynéme caractéristique de cette matrice est P = (1 — X)k(—l — X)n_k, les valeurs propres de u
sont 1 pour la multiplicité m1 = k et —1 pour la multiplicité m_1 = n — k. Enfin, les espaces propres associés

aux valeurs propres 1 et 0 sont Fq := ker(u —Idg) = F et E_1 = ker(u + Idg) = G.
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28. Trigonalisation

- (E K-EV de dimension finie, u € L(E)) D
. . il existe une base B de E dans laquelle
u est trigonalisable <= . . .
Mats(u) est triangulaire supérieure
f ®)
A est diagonalisable <= Il existe une base de vecteurs propres de A .
<= A est semblable a une matrice diagonale

\ (n>1, AeM,(K)) /

|G n)

(E K-EV de dimension finie, u € £(FE), B base de E} P
u est trigonalisable <= Matg(u) est trigonalisable.
Demonstration. Conséquence immédiate des définitions précédentes.
Caractérisation des endomorphismes trigonalisables
- (E K-EV de dimension finie, u € L(E)} ®)
u est trigonalisable = <=-  le polynome caractéristique de u est scindé sur K
f ®)
A est trigonalisable <= le polyndéme caractéristique de A est scindé sur K

~ (n>1, AeM,(K)) /

|G nv)
Demonstration. Admise (nécéssite des concepts hors programme)

P

Toutes les matrices sont trigonalisables sur C.
Les endomorphismes d'un C-espace vectoriel de dimension finie sont tous trigonalis-
ables.

Demonstration. Conséquence immédiate du théoréeme de D'Alembert-Gauss et de la caractérisation précé-

dente.
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(E K-EV de dimension finie, u et v endomorphismes de E} ®

Si u et v sont trigonalisables et commuttent, ils sont trigonalisables dans la méme
base :
Il existe une base B pour laquelle Matg(u) et Matg(v) sont triangulaires supérieures.

( : ]
- {2 1, A et B matrices de M, (K)} ®)

Si A et B sont trigonalisables et commuttent, on peut les trigonaliser simultanément

Il existe des matrices T} et T, triangulaires supérieures et P € Gl,,(K) telles que

A=Pr,P ! et B=PhLP!

Demonstration. Se fait par récurence sur la dimension de E, on la fera probablement en DM.

28.1. Algorithme de trigonalisation

Pour Trigonaliser une matrice

On procede presque comme pour la diagonalisation : seules les étapes 3 et 4 sont 1égerement
différentes.

Etape 1 : Ecrire la relation P(\) = dét(A — Al,), en dessinant la matrice.
Etape 2 : Calculer et factoriser P. En déduire les valeurs propres A et leur multiplicité m.

Etape 3 : Pour chaque valeur propre A :

a) Résoudre le systeme (A — AL,)X = 0 et en déduire une base B de l'espace propre de A.
b) Prendre k£ = 1. Tant que la base By comporte moins de m vecteurs, effectuer 1'étape
nécessaire suivante (éventuellement plusieurs fois) : ¢) Ajouter 1 a k, résoudre le systéme
(A —\,,)¥X = 0 et compléter By en une base de 1'espace des solutions de ce systeéme.

Etape 4 : a) Mettre toutes les bases By bout a bout pour fabriquer une grande base B en
respectant la contrainte suivante :

l'ordre k de fabrication de deux vecteurs associés a une méme valeur propre doit étre respecté.

b) Ecrire la relation A = PTP~1.

c¢) Ecrire la matrice P dont les colonnes sont les vecteurs de la grande base B.

d) Ecrire la matrice triangulaire T de 1'endomorphisme X +— AX dans la base B.
Cette matrice aura la particularité utile suivante :

Chaque coefficient de la diagonale principale de T sera la valeur propre associé au vecteur
de P disposé sur la méme colonne.

Etape 5 : Au besoin, inverser la matrice P pour obtenir la matrice P~1.
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Valeur k=1 Espace
propre \ Résolution de propre E
de multiplicité (A=A,)X =0

Espace AUl He

solution £

en une base de
E

Figure 39. Algorithme de trigonalisation.

(A= A)FX = }(_
0 non

29. Equations différentielles

Dans tout ce chapitre, I désigne un intervalle réel contenant au moins 2 points et K désigne
le corps R ou C.

29.1. Equation différentielle linéaire du premier ordre
Objectif

Etant données deux fonctions (a,b) € C(I,K), nous cherchons & trouver toutes les solutions
f € CHI,K) de 'équation différentielle linéaire du premier ordre

(E) fi@)=a®)f(t)+0(t)  (tel)

Variation de la constante

Soient ¢y € I et ¢ € K. Alors, il existe une unique fonction f € C(I,K) vérifiant le probleme
de Cauchy

f(to) = C.

De plus, cette solution f satisfait 1'identité

{ ') =a(t)f(t)+b(t) (tel),

vVt eI, f(t):g(t)/t %dm— 3@ ,
- sol. gén. de H

sol. pa;. de E
la fonction g étant définie sur l'intervalle I par

g(t) = exp (/tt o(z) dx) (t e

(. J

sol. part. de H
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Méthode de résolution pratique

1) On cherche une solution particuliere g, ne s'annulant pas sur I, de I'équation différentielle
homogene (H) associée a F

(H) g'(t)=alt)g(t)  (tel).

2) On cherche une solution particuliere f de 1'équation différentielle (E), de la forme

f(t)=g@)n(t)  (tel)

Pour cela, on doit résoudre h'(t) = b(t)g(t) (t € I), 'application h étant l'inconnue.

3) Comme l'ensemble des solutions Sy de 1'équation différentielle homogene (H) est une
droite vectorielle, on a Sy = Vect(g). Autrement dit,

Vg e Sy, dlcekK: Viel, g(t)= cg(t)
~

sol. gén de H

4) L'ensemble des solutions Sg de 1'équation différentielle (E) étant un espace affine contenant
f de direction Sy (de dimension 1), on a Sy = f + Vect(g). Autrement dit,

VieSg, 3eceK: Viel, fit)= f&) + cg(t)
~—~ ——
sol. part. de . ¢, gén de H

Remarque: Une solution g de (H), non nulle en un point de I, ne s'annule pas sur I.

Remarque: Pour résoudre une équation différentielle du type

a(t)f'(t) + B f(E) +() =0 (te),
on résoud 1'équation (E) sur les intervalles I C J tels que a(t) # 0 pour t € I avec

oty = B mw:——% (t eI,

a(t)
puis on regarde comment se font les recollements aux points ¢ € I vérifiant a(t) = 0.
“ TExercice” 17. Résoudre 'équation différentielle zy’ = 2y + 1 sur R.
29.2. Equation différentielle a variables séparables

But

Etant donnés deux intervalles réels I, .J contenant au moins deux points et deux fonctions
continues a : J — K et b: I — K, nous cherchons & trouver toutes les fonctions f € (I, J)
vérifiant 1'équation différentielle non-linéaire du premier ordre

(Es) f@a(f®) =bt)  (tel)

Remarque: L'équation (F) est dite a variables séparables, (y'a(y) = b(t),Vt € I).
Une fonction f € CY(I,J) vérifiant (E) est appelée solution (sur I) de l'equa-diff (E).
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- (A (resp. B) primitives de a sur J, (resp. de b sur I )) ®)

Si f est une solution de (F) alors, il existe une constante ¢ € K telle que
(29.1) vt € 1, A(f(t)) = B(t) +c.

De plus, si la fonction A est injective sur l'intervalle J (par exemple si a ne s'annule pas
sur J), l'application A : J — A(J) est bijective et f satisfait

(29.2) vtel, f(t)=A""(B(t) +¢)

| J/

Remarque: Etant donné ¢y € I, on a ¢ = 0 dans les relations (29.1) et (29.2) pour le choix
t T
(203)  B(t) = / buydu — (tel) o  Alx)= / aw)du  (z€.J).
to f(to)

Remarque: La propriété précédente permet de déterminer les solutions s'il y en a. Inversement,
si a ne s'annule pas sur J, si tg € I et si B(I) C A(J) pour le choix (29.3), on peut montrer
que la fonction f: ¢+ A7 o B(t) est solution de E sur I.

Méthode de résolution.

1) Mettre 1'équation sous la forme (E's).

2) Intégrer la relation (Es) (ne pas oublier la constante).

3) (unicité des solutions) En déduire les solutions f : I — J, si c'est possible.

4) (existence des solutions) Prouver que les fonctions f obtenues satisfont bien (E's).

) iExercice” 18. Résoudre I'équation différentielle v/ — 1 — ty? =t + y2.

29.3. Systemes différentiels linéaires d'ordre 1

Etant donné une matrice A € M,,(K), un intervalle réel I contenant au moins deux points
et une application continue B : I — M,, 1(K). Nous cherchons a trouver toutes les fonctions
X : I = M, 1(K) de classe €' vérifiant le systéme différentielle linéaire du premier ordre
(" “avec second membre'')

(E) X'(t) = AX(t) + B(t) (tel)
autrement dit le systeme

i (t) = ar1x1(t) + - 4 a1 pxn(t) + b1 (1)

2h(t) = ag 121 (t) + -+ + ag.nn(t) + ba(t) (tel).

(1) = an1x1(t) + -+ + annxn(t) + by (t)

- (t() el, Xy e Mn’l(K)} @
Il existe une unique fonction X € €' (I,M,,1(K)) vérifiant le probleme de Cauchy

(29.1) {X'(t)ZAX(tHB(t) (t eI,

X (to) = Xo.
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L'ensemble des solutions Sy du systeme différentiel homogene (H)
(H) Y'(t) = AY (t) (tel)

associé a (F) est un espace vectoriel de dimension n.

| J/

L'ensemble des solutions Sg du systeéme différentiel (E) est un espace affine de
direction Sy, de dimension n. Soit X, une solution particuliere de (E), on a ainsi
SE:XP—FSH:{XP-FYIYESH}.

Remarque: Lorsque la matrice A est diagonalisable dans K, il existe P € §l,(K
matrice diagonale D € M, (K) telle que A = P~'DP. Posant Yy := PXy, Y (t) :=
E(t) := PB(t) pour t € I, résoudre (29.1) revient a résoudre

) et une
PX(t) et

Y'(t)=DY(t) + E(t)  (tel)
Y (to) = Y.

c'est a dire a résoudre le systeme différentiel diagonal

yi(t) = diayi(t) F 0+ -+ 0+ e (t)

Yo (t) = 0+ daoya(t) + 0+ -+ 0+ ea(t)
(29.2) ' (tel).
. =0---40 ’

yvlz(t) =0+---+0+ dnmyn(t) + en(t)
pour les conditions initiales y1 (o) = aa, -+, Yn(to) = ap (avec Yo = (a1, -+, ap)).

Méthode

Pour résoudre un systéme diagonal tel que (29.2), on résoud pour chaque entier i €
{1,---,n} le probleme de Cauchy

yi(to) = oy

{ Yit) = diayi(t) +ei(t) (L€

En effet, les équations sont toutes indépendantes.

Exemple. pour la condition z(0) = y(0) = 2z(0) = 1, résoudre le systéme différentiel
) =zt)+ 0 + 0+1
{y’(t)o + y)+ 0-e  (tER).
Zt)=0 + 0 + 2z(t)

Remarque: Lorsque la matrice A est trigonalisable dans K (c'est toujours vrai pour K = C), il
existe P € Gl,,(K) et une matrice triangulaire supérieure C € M, (K) telle que A = P~1CP.
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Posant Yy := PXy, Y(t) := PX(t) et D(t) := PB(t) pour t € I, résoudre (29.1) revient a
résoudre

Y'(t) = CY(t) + D(t) (tel)

Y (ty) = Y.

c'est a dire a résoudre le systeme différentiel triangulaire supérieur

Yr(t) = ey (t) + -+ c1pyn(t) + di(t)

ya(t) = 0+ c22y2(t) + -+ + c2nyn(t) + da2(t)
(29.3) , - (tel.
C=0---40

y:z(t) =0+---+0+ Cn,nyn(t) + dn(t)
pour les conditions initiales y1 (tg) = aq, -+, yn(to) = an (avec Yo = (a1, -+, ap)).

Méthode

Pour résoudre un systéme triangulaire tel que (29.3), on résoud pour la condition intitiale
Yn(to) = ay, 1'équation différentielle de la derniére ligne

{ Yn(t) = conyn(t) +dn(t) (L)
Yn(to) = an

Ensuite, on injecte le résultat dans les lignes du dessus, on obtient alors un systeme différentiel
triangulaire de taille moindre et on recommence...

Ezxemple. pour la condition x(0) = y(0) = z(0) = 1, résoudre le systéme différentiel
2/ (t) = x(t) + y(t) + 2(t) — 2€*
{y'(t) =0 + y(t)+z(t) —e (t €R).
Zt)=0 + 0 + =z(t)

Remarque: Soient n € N et (co,---,c,) € C*"1. Alors, résoudre 1'équation différentielle
linéaire d'ordre n a coefficients constants

(29.4) @) =Y e fP)  (teRr)
k=0
revient a résoudre le systeme différentiel d'ordre 1
0 1 0 0
0 0 1
F'(t) = o | F®) (tel)
0 O 0 1
Cop C1 C2 Cp,

sil'on pose F(t) = (f(t), f'(t), -, f(™(t)) pour t € I.

Le polynoéme caractéristique P de 1'équation (29.4) est

P:Xn+1 _chXk
k=0

La fonction ¢ — e*' est solution de (29.4) si, et seulement si, P(z) = 0.

Ezemple. Trouver les solutions réelles de y'"/ = y sur R.
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29.4. Equations linéaires d'ordre 2

But

Etant données trois fonctions (a,b,c) € C(I,K), nous cherchons a trouver toutes les
solutions f € €2(I,K) de 1'équation différentielle linéaire du second ordre (*avec second
membre'")

(E) FI(t) =a@f () + o) f() +e(t) (L)

y (tOGI, (fo, 1) GKQ) @

Il existe une unique fonction f € C%(I,KK) vérifiant le probléme de Cauchy

() = a(t) f'(t) +b(t) f(t) + c(t) (tel),
f(to) = fo,
f'(to) = fr.

’ B
L'ensemble Sy des solutions f € €2(I,K) de 1'équation différentielle homogene (H)

(H) g"(t) = a(t)g'(t) + b(t)g(t)  (tE€).

associée a (F) est un espace vectoriel de dimension 2.

| J/

Propriete L'ensemble Sp des solutions f € €2(I,K) de 1'équation différentielle (E) est
un espace affine de direction Spy. Etant donnée une solution particuliere f de (E), on a
sgp=f+ Sy cest adire Sp ={f+¢g:9 € Sy} ouencore

VieSg 3NgeSy: Viel, [ft)=f(t)+gd).

Variation de la constante

Si g est une solution, ne s'annulant pas sur I, de 1'équation différentielle linéaire homogene
(H) associée a (F)

(H) g"(t) = a(t)g'(t) + b(t)g(t) (L),

on cherche les solutions f de (F) sous la forme f(t) = g(t)h(t). Pour cela, on est amené a
trouver les fonctions h vérifiant 1'équation différentielle

g\ c(t)
g(t))h(t)+g(t) (tel).

On remarque alors que la fonction y(t) = h/(t) satisfait 1'équation différentielle

)y(t)—k% (tel)

h'(t) = (a(t) -
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que 1'on résoud puis on intégre la relation h’' = y pour trouver h et donc f = g x h.

Remarque: Pour résoudre une équation différentielle du type

a(t)f'(t) + B (6) +y(0)f() + At) =0 (te]),

on résoud 1'équation f”(t) = a(t)f'(t) +b(t)f(t) +c(t) (t € J) sur les intervalles J C I pour
lesquels a(t) #0 (t € J) avec

a(t) = ——= b(t) = ——= et c(t):—# (teld)

(t)
puis on regarde comment se font les recollements aux points ¢ € I vérifiant «(t) = 0.

29.5. Généralités
- (f : I — K solution sur [ de (E)} @

Le graphe {(t, f(t)) : t € I} est appelé courbe intégrale de 1'équation différentielle
(E).

Soit 1, -+, %y : I — K une solution sur I d'un systeme différentiel (E). Alors le graphe
{(t,x1(t), -, xn(t)) : t € I} est appelé courbe intégrale du systeme différentiel (F).

| J/

Remarque: Résoudre une équation différentielle (resp. un systéme différentiel) revient a
trouver ses courbe intégrales.

r_(U ouvert non vide de R?, ¢ et 1 deux applications réelles continues sur U ]—@)>

Une solution du systeme différentiel autonome du 1°* ordre

(29.1)

est la donnée d'un intervalle réel I contenant au mois deux points et de deux fonction
z,y: I — U de classe @ sur I vérifiant (29.1)

| J/

- ((a:, y) solution du systéme différentiel autonome (29.1) sur I

La trajectoire de la solution (x,y) est le graphe {(ac(t), y(t)) 1t e ]}.

\.

Remarque: On aimerait obtenir une relation entre x(t) et y(t) en intégrant (ce qui n'est pas
toujours possible) la relation

y' (O)e((t),y(t) — ' (O (t),yt) =0  (tel),

ou " plutot'' la relation

(29.2) gp(x, y) dy — w(x, y) de =0
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Méthode

condition necéssaire pour la méthode : ¢ et 1) doivent étre C1 sur U
1) On regarde si la forme différentielle (29.2) est une fermée (totale pour les physiciens) en

regardant si
dp o B

2) oui, la forme différentielle admet une primitive (c'est vrai localement), on peut l'intégrer
(donc on le fait) et on trouve une relation entre y et z, qui nous donne une équation cartésienne
des trajectoires.

1') non, on multiplie (29.2) par un facteur g(x,y) choisi pour que la forme différentielle

g(z,y)e(z,y) dy — g(z, )¢ (z,y) dz = 0

soit fermée et 2') on l'intégre pour trouver une relation entre x et y.
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30. Espaces vectoriels préhilbertiens et euclidiens

30.1. Espaces pré-hilbertiens (réels)

30.1.1. Produit scalaire (réel)

305

7

|

Un produit scalaire de E est une forme bilinéaire, symétrique, définie, positive de

'espace vectoriel . Autrement dit, c'est une application

f:ExE—R

possédant les qualités précitées.

(E un R-espace vectoriel, f : Ex E — F application) @
f est une forme <« F est le corps des scalaires.
f est symétrique < V(z,y) € B2, f(z,y) = f(y,z).
f est positive <« VrxeFE, f(z,z)=>0.
f est définie < VeeFE, f(zr,2)=0=2x2=0
f est bilinéaire < VYye E, x~ f(z,y) etz f(y,z) sont linéaires sur F.
p (E R-espace Vectoriel} @

Remarque: pour (z,y) € E2, le produit scalaire f(z,%) est usuellement noté

(x,y) ou (z|ly) ou (xly) ou Z.4.

Ezxzemples. L'espace vectoriel R™ est naturellement muni du produit scalaire défini par

Ve = (1, ,xn) €R" n
n (x,y) = TrYk
{VyZ(yl,'-nyn)ER kz_:l

De méme, 1'espace vectoriel M, 1(R) est naturellement muni du produit scalaire
Y(X,Y) €M1 (R)?,  (X,Y):=t XV

L'espace G([a, bl, R) est naturellement muni du produit scalaire défini par

b
v ce(lathR)’  (fo)= [ rwgode

30.1.2. Espace pré-hilbertien (réel)

Un espace pré-Hilbertien est un R-espace vectoriel muni d'un produit scalaire.
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p (E R-espace Vectoriel} @
Une application N : E — R est une norme de £ <= on a
Vo € E, N(z) >0
Ve e E, N(z)=0<=2zx=0
VA, z) e Rx E, N(Azx) = |A\|N(x)
V(z,y) e ExE, N(z+y)<N(z)+N(y)
Norme euclidienne
- (E R espace vectoriel muni d'un produit scalaire (-, >) ®

L'application = || x || définie par

VeeE,  |z|=(wa),

est une norme de E, appelé norme euclidienne (associée au produit scalaire (-, -)).

| J/

Remarque: En particulier la norme euclidienne satisfait les 2 inégalités triangulaires :
V(z,y) € E?, fzll =Nyl |<lz+yll<lzl+yl-

Identités de polarisation

Remarque: le produit scalaire (forme polaire) peut s'exprimer en fonction de la norme.

( 2)
- | (z,y) € E*} ®)
o o 2
(Identité de polarisation symétrique) {(x,y) = lz+yl Hzx | Iyl
20 a2
(Identité de polarisation asymétrque) (x,y) = lz+y 1 ==yl
Identité du parallélogramme
i ®)

La somme des carrés des longueurs des diagonales d'un parallélogramme est égale a la
somme des carrés des longueurs de ses cotés.

V(@,y) € B, le+ylP+lla—ylP=20z*+2[y]*.
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Inéqgalité de Cauchy-Schwarz

( : . : )
p LE R-espace vectoriel muni d'un produit scalaire (-, -) ) @

(Inégalité de Cauchy-Schwarz) Y(z,y) € E?, He, )| <||z || x|y -
De plus, on a

(Cas d'égalité) |(z,y)| =]z || x ||y || <= la famille de vecteurs {z,y} est liée.

| J/

Application : Ce théoréme permet démontrer des inégalités difficiles. Par exemple, on a

< %\/ﬁ.

n .
eln
Z n

k=1

Vn € N*,

On a également

x —t
vz >0, 0</  au< VT
0 1+ t2 2

Distance associée.

(E espace pré—hilbertien} D

La distance (euclidienne) associée au produit scalaire (-, -) est 'aplication d : E X
E — R* définie par
V(w,y) €E?  d@y) =lz-yl.

FEspaces euclidiens.

D
Un espace vectoriel euclidien est un R-espace vectoriel de dimension finie muni d'un

produit scalaire (réel).

Remarque: Un espace euclidien est donc un espace préhilbertien réel, de dimension finie.

30.1.3. Géométrie dans les espaces préhilbertiens

Orthogonalité

Dans cette section, F désigne un R-espace vectoriel muni d'un produit scalaire (-, -).

(E espace préhilbertien) D

Deux vecteurs = et y de E sont orthogonaux si, et seulement si, leur produit scalaire
est nul.
xly <<= (z,y)=0.
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Théoréme de Pythagore

(x et y dans E espace préhilbertien}

(Pythagore) vly = llz+yllP=lz"+lyl*.

Familles orthogonales

p (E espace préhilbertien)

Une famille {x;};c; de vecteurs de E est orthogonale si, et seulement si, ses vecteurs
sont non nuls et orthogonaux 2 a 2. C'est-a-dire si, et seulement si,
(mi, i) =0sii#4d
V(i i) € I?, (xiyxy) #0sii=1
————

(e

©

Une famille orthogonale est libre.

Vecteurs unitaires

|

- (E espace préhilbertien) D
Un vecteur x de E est unitaire (ou normalisé) <= il est de norme 1.
x est un vecteur unitaire de £ <= | z [|=1.
Familles orthogonormales
( 1 . . \
p | £ espace préhilbertien ] @

Une famille {x;};c; de vecteurs de E est orthonormale <= c'est une famille
orthogonale de vecteurs unitaires, i.e.

1sii=1

0sii .
V('L,Z/) c 1'27 <.’Ei7$i/> _ { S117 ;é (3

|

Fapression du produit scalaire dans une base orthonormale/orthonormale
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,—(8 :={ey, -, ey} famille de vecteurs de E espace préhilbertien)—®

Soient © = Y, _; e et y = ;_, urex deux vecteurs de l'espace engendré par €.
Si la famille € est orthogonale, on a

(@) => An |l ex |I” -
k=1

Si la famille € est orthonormale, on a

(*) (wy) = 3 Ao

| J/

Remarque: La donnée d'une famille orthonormale permet de ramener le produit scalaire au
cas simple (x). C'est pour cela que les base orthonormales sont si intéressantes et c'est pour
cela que 1'on cherche a orthonormaliser des familles libres.

Procédé d'orthonormalisation de Gram-Schmidt

,—(E espace préhilbertien muni d'un produit scalaire (-,-), n € N*]—Cﬂ

Si {zk }1<k<n est une famille libre de E, il existe une unique famille orthonormale
{#k }1<k<n de E telle que

Vect(zl, x ~,zk) = Vect(a;l, x ~,:1:n),
<Zk,1‘k> > 0.

Vk e {1,--,n} {

La famille {z1,---, 2, } est définie par récurence par

Tp — 25;11 (@, 20) 20

ok — S0 (s 2e) 2|

et  Vke{2,---,n}, z=

| J/

Remarque 1 : Normaliser un vecteur non nul z, consiste a le diviser par sa norme || || pour
le rendre unitaire.

Remarque 2 : Si {x1,---,z,} est une famille orthogonale et si y est linéarement indépendant
de {x1, -, x,}, on peut fabriquer un vecteur x,,+; de la forme

Tpt1 =Y+ Z ALTk

k=1
tel que la famille {x1,--, 2,41} soit orthogonale. Pour cela, il suffit de choisir (A1,---, A,)
de telle sorte que, pour 1'on ait
Vke{l,---,n}, 0= (zpr1,2x) = (Y, o) + A || 2x |12
——

>0
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Remarque 3 : Pour fabriquer une famille orthonormale {z1, - - -, 2, } & partir d'une famille libre
{x1, -, x,}, on peut s'y prendre de deux faccons différentes (pour le méme résultat) :

Méthode de Gram-Schmidt. On orthogonalise et on normalise en méme temps. On nor-
malise 1 pour obtenir z;, puis on fabrique un vecteur y, orthogonal a z; qu'on normalise
pour obtenir 25, puis on fabrique un vecteur y3 orthogonal & z; et zo qu'on normalise pour
obtenir z3, etc...jusqu'a obtenir {z1,---, 2, }.

Méthode recommandée. On orthogonalise la famille {z1, - -, x,} pour obtenir une famille
orthogonale {y1,---,ys}, qu'on normalise ensuite pour obtenir {z1,---, 2z, }.

P
Un espace euclidien F admet au moins une base orthonormale (une base qui est une

famille orthonormale).

Ensembles orthogonauz

- (E espace pré—hilbertien} @

Un vecteur x de E est orthogonal a un sous-ensemble G de £ <= =z est
orthogonal a tous les vecteurs de G,

rlF — VYyeG, (z,y)=0.
———

rly
- (E espace pré—hilbertien} @
Un sous ensemble F' de E est orthogonal a un sous-ensemble G de F <=
chaque x de F' est orthogonal a tous les vecteurs y de G,
xly

—_—~

F1G < VzxeF, VyeG, (z,y)=0.
a:IG

Remarque: Si E est un espace pré-hilbertien et si F' et G sont deux sous-espaces vectoriels de
E, on note

L 1
F+G (resp. F®G)

si et seulement si l'on a F' 1. G (resp. si, et seulement si, 'ona F@& G et F' L G).
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Orthogonal d'un ensemble

- (E espace préhilbertien} @
L'orthogonal d'un sous ensemble non vide F' C E est l'ensemble
zly
1 ’ \
F-:={zx € E:VyeF,(xy) =0}
mIF
(E espace préhilbertien} ®
L'orthogonal F* d'un sous ensemble F non vide de E est un sous-espace vectoriel de
E.
- (E espace euclidien} ®

Pour chaque sous espace vectoriel F' de F, on a
1
E=FoF+.

L'orthogonal de F' est appelé le suplémentaire orthogonal de F' (il est unique).

| J/

- (E espace pré-hilbertien, F' un sous ensemble non vide de E} @

Alors, on a
F c (FH)*

De plus, si E est un espace euclidien (si E est de dimension finie), on a

Vect(F) = (FH)+

| J/

Remarque: en particulier, dans un espace euclidien, on a
I'ensemble non vide F' est un sous-espace vectoriel de E <= F = (FH)L,

30.1.4. Applications linéaires fondamentales

Formes linéaires d'un espace euclidien

p (E espace euclidien} P

Pour toute forme linéaire f : E — R de FE, il existe un unique vecteur a € E tel que

Vz € E, u(z) = (z,a).
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Projections orthogonales

) (E R-espace Vectoriel) 3),

Un projecteur de E est un endomorphisme p : E — E vérifiant p> = p. Un tel
endomorphisme vérifie
E =Im(p) & Ker(p)

z€lm(p) <= plz)==
x € Ker(p) <= plx)=0

et est appelé projecteur sur Im(p) = Ker(Id — p) parallélement a Ker(p).

| J/

Un projecteur de E est orthogonal <= Im(p) L Ker(p).

p (E espace pré—hilbertien) ?

|

Remarque: En particulier, un projecteur orthogonal p d'un espace préhilbertien F satisfait
1
E =TIm(p) @ Ker(p).

,—(E espace pré-hilbertien, F' C F sous-espace de dimension ﬁnie)—@

Pour chaque z € E, il existe un unique vecteur p(x) € F' tel que

x—p(x) L F.

L'application p : x — p(z) est un projecteur de E (appelé projection orthogonale sur F’)
vérifiant
F =1IM(p) et IM(p) L Ker(p).

Enfin, pour chaque base orthonormale {eq,---¢e,} de F, on a

Ve e F, p(x) = Z(x,ek>ek.

k=1
- (E espace préhilbertien) P
Un projecteur p de F est orthogonal <=
VeeE, | p)|<l=z].
- (x € F espace pré-hilbertien, F' sous espace vectoriel de E} @

La distance du vecteur x & 1'espace F', que 1'on note d(z, F'), est le nombre positif

d(z, F) :ylgg ly—=x] .
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- (E espace pré-hilbertien de norme associée || - ||)

Si F' est un sous espace vectoriel de E de dimension finie et si p est la projection
orthogonale sur F', on a

Ve e E, d(z, F) =|| p(x) —z || -

|

®

J/

Remarque: en particulier, les projections orthogonales constituent 1'outil adapté au calcul de

la distance d'un vecteur a un espace vectoriel.

Symétries orthogonales

|

p (E R-espace vectoriel} @
Une symétrie de E est un endomorphisme s : £ — E vérifiant s> = Idg. Un tel
endomorphisme vérifie
E =Ker(s — Idg) ® Ker(s + Idg)
r€Ker(s—Idg) <= s(z)==x
reKer(s+1dg) <= s(z)=—x
et est appelé symétrie par rapport a l'espace Ker(s — Idg) parallélement a 1'espace
Ker(s + Idg).
- (E espace pré—hilbertien} @
Une symétrie de E est orthogonale <= elle satisfait
Ker(s —Idg) L Ker(s + Idg).

J/

Remarque: En particulier, une symétrie orthogonale s d'un espace préhilbertien E satisfait

L
E =Ker(s —Idg) ® Ker(s + Idg).
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,—(E espace pré-hilbertien, F' C E sous-espace de dimension ﬁnie)—@

Si p esy 1'unique projection orthogonale sur F', alors 1'application

s:x—2p(x) —x
est une symétrie de E (appelé symétrie orthogonale par rapport a F') vérifiant
F =Ker(s —Idg) et Ker(s — Idg) L Ker(s + Idg).

Enfin, pour chaque base orthonormale {ey,---¢e,} de F, on a

n

Vx € E, s(z) = 22(3:,6@6;f —z.
k=1

| J/

Remarque 1 : Si p est la projection orthogonale sur F' et si s est la symétrie orthogonale par
rapport a F', on retiendra que
s=2p—Idg.

En particulier, si l'on dispose d'un renseignement sur p (resp. s), on peut en déduire quelque
chose sur s (resp. p).

Remarque 2 : Si s est la symétrie orthogonale par rapport a F', alors —s est la symétrie
orthogonale par rapport a F*.

- (E espace préhilbertien) P

Une symétrie s de E est orthogonale <=

veeE, | s(@)|=lzl.

30.2. Espaces Fuclidiens

Dans tout ce chapitre, E désigne un espace euclidien (un R-espace vectoriel de dimension
finie n muni d'un produit scalaire (-.-) et de sa norme associée || - ||).

30.2.1. Groupe orthogonal

(E espace euclidien) D

Un endomorphisme u de E est orthogonal si, et seulement si, il conserve le produit
scalaire

V(@,y) € B, (u(z),u(y)) = (z,y).
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Caractérisation

- (E espace euclidien} ®

Un endomorphisme u € L(F) est orthogonal si, et seulement si, 1'une des proposi-
tions équivalentes suivantes est satisfaite :

L'endomorphisme u conserve la norme (Vz € E, || u(x) ||=|l x|)
L'image par u d'une (de toute) Base OrthoNormale de E est une B.O.N. de E.

La matrice A de v dans une base orthonormale B de E vérifie tAA = I,,.

( ‘dien |
- LE espace euclidien ] ®
Le déterminant d'un endomorphisme orthogonal de E vaut 1 ou —1.
- (E espace euclidien} P

Un endomorphisme orthogonal de E est bijectif, sa bijection réciproque est orthogo-
nale, la composée de deux endomorphismes orthogonaux de E est orthogonal

|

p (E espace euclidien) D

L'ensemble des endomorphismes orthogonaux de E forme un groupe pour la compo-
sition des applications noté (O(FE), o). C'est un sous groupe de (Aut(E),o), le groupe
des automorphismes de F.

|

(E espace euclidien} P

L'ensemble {u € O(F) : det u = 1} des endomorphismes orthogonaux u de FE tels que
det u = 1 est un sous groupe de (O(E), o), appellé groupe special orthogonal de E, que
1'on note SO(E) ou OF(E).

Exemple. les symétries orthogonales et leurs composées : rotations, retournements, symétrie centrale....

Remarque: aucune projection orthogonale, sauf I'identité, n'est un endomorphisme orthogonal.

- {n>1} D
Une matrice A € M,,(R) est orthogonale <= 'AA=1,.
- ‘, n>1 ', P

Les matrices M € M, (R) orthogonales forment un groupe multiplicatif noté
(O(n), x). C'est un sous groupe de (G,,(R), x), le groupe des matrices réelles in-
versibles.

\.

g {n > 1}
= J P
L'ensemble {M € O(n) : det M = 1} forme un sous groupe de (O(n), x), appellé
groupe special orthogonal, que 1'on note 8O(n) ou O (n).

|
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Lien entre endomorphismes orthogonauzx et matrices orthogonales

- (B base orthonormale de F, euclidien} ®

Les applications

(O(E),°) = (0(n), X) ot (BO(E),0) = (80(n), x)
u — Matgu u+— Matgu

sont des isomorphismes de groupe.

p ‘,n}l}

P
Une matrice A € M,,(R) est orthogonale <=  sa transposée ‘A est orthogonale. ?

( (n>1) ®
Une matrice carrée A € M, (R) est orthogonale <= ses colonnes Cy,---,C,
forment une famille orthonormale pour le produit scalaire usuel des colonnes

1sii=j
(Ci, Cj) Za’”a’“’J - {Osii#j

Une matrice A € M, (R) est orthogonale <= ses lignes Lq,---, L, forment une
famille orthonormale pour le produit scalaire des lignes

1sii=j
(L;, Lj) a; a
Z A {Osii;«éj

0O 0 -1 0
FEzxemple. La matrice (1) 8 8 _01 est orthogonale, <} _21) ne 1'est pas.
0 -1 0 0
( P

Les racines du polynéme caractéristique d'un endomorphisme orthogonal (resp. d'une
matrice orthogonale) sont de module 1.
Si un endomorphisme orthogonal admet des valeurs propres, elles sont nécessairement

dans {—1,1}.

|

Remarque: On rappelle qu'une symétrie de E (i.e. s € £L(FE) vérifiant s> = Idp satisfait

E:ier:s(x):x};+ix€E:s(x):—:L’};

Ker (s—Idg) Ker (s+1Idg)

Une telle symétrie est orthogonale si, et seulement si, les deux ensembles de droites sont
orthogonaux.

im
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Classification des endomorphismes orthogonauz pour dim(E) = 2.

)

( -
| B une base orthonormale de E euclidien, u € O(E) ) ®)

Deux cas sont possibles:

costy —sind

détu =1<«= 39 € R, Matgu = (sinﬁ cosd

) & u est une rotation d'angle 9.
cos?v  sinv

détu = —1 <= 39 € R Mpu = sind  — cosd

> & wu est une symétrie orthogonale

par rapport a une droite vectorielle.

im
Classtfication des endomorphismes orthogonaux pour dim FE = 3

]

( -
| B une base orthonormale de E euclidien, u € O(E) ) ®)

Deux cas sont possibles:

costd —sind 0

détu = 1 <= 4B Base orthonormale, 39 € R, Matgu = sind  cos?¥ 0 | & uest
0 0 1

une rotation d'angle ¥ par rapport a une droite vectorielle

cosv —sind 0
détu = —1 <= JB Base orthonormale, 39 € R, Matgu = | sin? cos 0 | ©&u
0 0 -1
est la composée (commutative) d'une rotation d'angle ¥ autour d'un axe et d'une
symétrie orthogonale par rapport au plan orthogonal a cet axe.

30.2.2. Endomorphismes Symétriques

(E espace euclidien) @

un endomorphisme u € L(F) est symétrique <=
V(@,y) € E*,  (u(x),y) = (z,u(y))-

Une matrice A € M,,(R) est symétrique si, et seulement si, A =*A.

Caractérisation

L
L'endomorphisme u est symétrique < A := Matpgu est symétrique < A =14

( B base orthonormale de E euclidien, u € L(E)} ?
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(17 a1 1)
- { £ euclidien } ®

L'ensemble S(E) des endomorphismes symétriques de E forme un sous espace
vectoriel de E de dimension n(n + 1)/2.
De méme, l'ensemble S,,(R) des matrices réelles symétriques forme un sous-espace
vectoriel de M,,(R) de dimension n(n + 1)/2.
Enfin, pour chaque base orthonormale B de E, on a l'isomorphisme suivant

Sn(E) — Sp(R)
u — Matpu

- (u endomorphisme symétrique de F, euclidien)

i
On a E = Ker u+ Im u, les deux ensembles de droite étant orthogonaux.

—®

(17 i 11 am)
- { E euclidien }

Pour chaque endomorphisme symétrique u de F, il existe une base orthonormée B de
E telle que Matpu soit diagonale (u est diagonalisable dans une B.O.N).

|

p ‘, n>1 ',
Pour chaque matrice symétrique A € S, (R), il existe une matrice orthogonale P et
une matrice diagonale D telle que D = tpAp = P-1AP (A est diagonalisable dans une

base orthonormale).

|

Remarque: les valeurs propres d'un endomorphisme/d'une matrice symétrique sont toutes
réelles, leur polynome caractéristique est scindé.

{ n>1 ',
A est positive (resp. définie positive) <= toutes les valeurs propres de A €
Sp(R) sont positives (resp. strictement positives).

S (w))

(17 ol dion )
{ £ euclidien }
Les espaces propres d'un endomorphisme symétrique (resp. d'une matrice symétrique

sont orthogonaux 2 & 2 pour le produit scalaire de F (resp. de R™).

)

@

30.2.3. Formes bilinéaires et formes quadratiques

Remarque: une forme bilinéaire sur F est une application f : E' x E — R, linéaire a gauche
et a droite, c'est a dire vérifiant

fOr + py, z) = M(w, 2) + pf(y, 2)

v E?, V(A R?
(z,9,2) € E°, V(A p) € R, {f(z,A:c+uy)zAf(z,x)+uf(Zay)
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f ®)
La matrice de la forme bilinéaire f dans la base B est
f(elael) f(ehen)
A=(fleven) =] fleires)
f(emel) f(enyen)

Si X et Y sont les matrices de x € E et y € F dans la base B, on a

flx,y) = txAY

- (E espace vectoriel de dimension ﬁnie) @

Une forme bilinéaire f sur E est symétrique si, et seulement si,

‘v’(ac,y) EEQ? f(xvy):f(yax)

c'est-a-dire si, et seulement si, sa matrice A dans une (toute) base B de E vérifie
A="A.

| J/

,—( f: E x E — R forme bilinéaire symétrique de F, de dimension ﬁnie)—®

La forme quadratique associée a f est 1'application ¢ : E — R définie par

Vx € E, q(z) = f(z,x).

Réciproquement, on dit que f est la forme polaire associée a la forme quadratique q.

| J/

- (E de dimension finie, ¢ : E — R forme quadratique) ®

Ve € ENVAER, q(Ax) = Aq(x),
V(z,y) € E?, q(z+y) =q(z)+2f(z,y) + qy)

De méme, on a les identités de polarisation suivantes :

V(l‘,y) c E27 f(m,y) _ Q(lE + y) _ZQ(Q:) - Q(y) _ q(ac + y) ; q(x —_ y)

| J/

Remarque: chaque forme quadratique est uniquement associée a une forme bilinéaire
symétrique et réciproquement.
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f—(B base de E de dimension finie, ¢ forme quadratique de forme polaire f

P
Soit A la matrice de f dans B (qu'on appelle aussi matrice de ¢ dans B) alors, pour
tout vecteur x € E de matrice X dans B, on a
q(z) = tXAX.
( P
n
Ve = Z%’ei, q(x) = Z x; f (s, €:) + 2Z$il‘jf(€i, e;)
i=1 1<i<n i<j

Réciproquement, on retrouve la matrice de g a partir de cette expression.

|

Ezxemple. q(x,y, z) = x2 + 22y + 3y? — 422 + 522 + 6yz est une forme quadratique de R3. Sa matrice dans la

1 1 -2
base canonique est 1 3 3 ].
-2 3 5

Remarque: Dans un certain sens (c'est vrai pour £ = R™), une forme quadratique est un
polynéme homogene de degré 2 en n variables.

Lien entre endomorphismes symétriques et formes bilinéaires syméitriques/quadratiques

p (E espace vectoriel) @

Un endomorphisme symétrique u de E et une forme bilinéaire symétrique f de E
sont associées a une méme matrice symétrique A dans une base orthonormale de F <

V(z,y) € E?, f(z,y) = (u(z),y) = (z,u(y)).

| J/

Changement de base

,—(B et B’ deux bases de F, de dimension finie, ¢ une forme quadratique de E

P
Etant donnés P = Matp gld et A (resp. A’) la matrice de ¢ dans B (resp B’), on a
A =tPAP.
P est la matrice des vecteurs de la base B’ décomposés sur la base B.

- (E de dimension finie, ¢ forme quadratique de forme polaire f

Une famille de vecteur eq, - - -, e est dite g-orthogonale (ou f-orthogonale) <=

V(i,j)€{1,~--,k}2, i;féj:>f(€i,€j):0.
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(E de dimension finie, ¢ forme quadratique de E) T
Il existe une base orthonormale B de E dans laquelle la matrice de ¢ est diagonale. Qf

Remarque: pour chaque forme quadratique ¢, il existe une base orthonormée de E, qui est
g-orthogonale.

Remarque: Une méthode de construction possible :

1) on détermine les valeurs propres \; de A matrice symétrique associé a q.

2) on prend une base orthonormée B; de chaque espace propre E},.

3) on orthonormalise B; en une base orthonormale B de E,.

4) la réunion B des familles B; forme une base orthonormée de E, g-orthogonale.



322 OLus Livius BINDUS

31. Géomeétrie différentielle

31.1. Cadre d'étude, généralités

Dans tout ce chapitre, nous allons étudier des paramétrages du type
y(t) = ... (tel).

Dans tout ce chapitre, P désigne un plan affine euclidien : P est un espace affine,
le vecteur MN étant uniquement défini par N = M + MN pour (M,N) € P?, I'ensemble
P = {MN : (M,N) € P2} est un R-espace vectoriel pour des lois + et . (appelé direction
de P) de dimension 2 muni d'un produit scalaire.

Etant donné un repére orthonormé direct (O, i ;) de P, l'application ¢ définie par

P:R2 P
(x,9) r—>0+xz_"+y;

est une isométrie affine permettant d'identifier le plan P & R? muni de sa structure euclidienne
orientée canonique.

€ désigne dans ce chapitre un espace affine euclidien orienté de dimension 3. Etant donné
un repeére orthonormé direct (O,i,75,k) de €, on identifiera & & R® muni de sa structure
euclidienne orientée canonique, via l'application

P:R> = &
(x,y,z)HO+xZ+yf+zE

Ares paramétrés

, (n>2ct keN) D)
Un arc parameétré de classe CF est le couple v := (I, f) formé par un intervalle réel T
contenant au moins 2 points et par une application f : I — R™ de classe CF.

Le support de l'arc (I, f) est alors l'image {f(t) : t € I} de l'intervalle I par
I'application f.

\. J

Exemple. L'intervalle I = R et 'application f : t + (cos®t,sin3t)

Yy
définissent un arc paramétré v de classe € a valeurs dans R?, que
l'on peut noter plus simplement
x(t) = cos® ¢t \ /

() { J(0) — sin® (t € R).

Le support de cet arc est I'ensemble des points bleus de la figure 16.

Arcs géométriques Figure 40. Astroide.

(n)?ethNU{oo})

Un ensemble A est un arc géométrique de classe ¥ <= il existe un arc
paramétré de classe C* dont A est le support.

Exemple. 1'ensemble des points bleus de la figure 16 forme un arc géométrique.
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31.2. Ftude locale des courbes

31.2.1. Points singuliers et tri/bi/réguliers

Remarque: L'exemple précédent montre que la classe (continue, dérivable, C¥) d'un arc n'est
pas un bon indicateur de sa régularité. Les définitions que nous allons introduire maintenant
permettent de mieux caractériser cette régularité.

- ((I , f) arc parametré de classe C¥ autour de to € I ) D)

Lorsque les nombres suivants sont définis, on note (officieux) :
p le plus petit entier n € {1,---,k} tel que f™)(to) # 0,
q le plus petit entier n € {p+1,---,k} tel que {f®P)(to), f™(to)} soit libre
7 le plus petit entier n € {g+ 1,---,k} tel que {f®)(to), f(D(to), f (o)} soit libre.

| J/

Remarque: lorsque les nombres p, q et r sont définis, leur parité détermine complétement le

comportement qualitatif de 1'arc (I, f) au voisinage du point M(ty) dans le repere (O, 7, k)
avec

O=flto), i=f"(t). J=FD%) et k=f"(t).
En particulier, on a

p
!

f(to+h)=0+h
p

q h"
q!

(1+o(1))Z+Z (1+01)j+ = (1 +0(1)k  (h—0).

7l

Demonstration. Si (I, f) est un arc de classe €™ en un point tg € I, il résulte de la formule de Taylor-Lagrange
que

2 3 n
Flto + 1) = F(t0) + hf'(t0) + - 1" (0) + = F P (t0) + -+ F(t0) o +o(A") ().

k
11 suffit alors de remarquer que le terme %f(k) (to) peut étre rangé dans :
le terme o(hp)f pour p < k < g en tant que multiple de ?négligeable devant hP.

les termes o(hP)i et o(h9)j pour ¢ < k < r en tant que combinaison linéaire de i et j & coefficients négligeables
devant h9.

les termes o(hP)i, o(h9)j et o(h")k pour r < k en tant que combinaison linéaire de 7, j et k & coefficients

négligeables devant h”.

-,

La droite (O, ;) est appelée droite tangente a l'arc (I, f) au point O.
Le plan (O, 1, 7) est appelé plan osculateur de 1'arc (I, f) en O.

Point singulier

((I , [) arc parametré de classe Gl) D
L'arc (I, f) est singulier en un point t € I <= f'(t) =0. Cf
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Point réqulier

f (([ , f) arc parametré de classe 61) ®

L'arc (I, f) est régulier en un point t € I < f/(t) #0.
L'arc (I, f) est régulier <= l'arc (I, f) est régulier en chaque point ¢ € I, i.e.

Vrel, f'(t) #0.

| J/

Point bi-réqulier

f ((I , f) arc parametré de classe 62) o

L'arc (I, f) est birégulier en un point t € I <= {f’(t), f"(t)} est libre.

L'arc (I, f) est birégulier <= l'arc (I, f) est birégulier en chaque point €
I =
Vo € I, la famille {f'(¢), f"(t)} est libre.

| J/

Point tri-réqulier

i (([ , f) arc parametré de classe 63) @

L'arc (I, f) est trirégulier en un point t € I <= {f'(t), f"(t), f""(t)} est libre.

L'arc (I, f) est trirégulier <= l'arc (I, f) est trirégulier en chaque point x €
I =
Vo €I, la famille {f'(¢), f"(¢), f”(t)} est libre.

| J/

A iExercice 19. Etudier 1'arc paramétré & : t — (cos? t,sin® t) pour I = R.

31.2.2. Repere de Frenet, abscisse curviligne, courbure

( . 1 : <ro2 1)
- Lt € I point régulier d'un arc parametré (I, f) de classe C ) @
Le vecteur unitaire tangent en M = f(t) a l'arc (I, f), orienté par le sens de

parcours, est le vecteur

N0
(3L1) T= 1700

| J/

Rappels. Si (I, f) est un arc paramétré de classe C!, alors 'abscisse curviligne d'un point M = f(t) & partir
de l'origine My = f(to) est le nombre réel s(t) défini par

t
(31.2) st)= [ Ir@lau (e,
to
La fonction abscisse curviligne ¢ +— s(t) est croissante, de classe C! sur I et sa dérivée est

Sor@l ¢en.
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Ainsi, si l'arc (I, f) est régulier, l'application t + s(t) est un difféomorphisme croissant de classe C! et

d dat _ f'(t) =
—OM = —f(t t)— = =T tel).
P f() f()ds Ol (tel)
- ((I , f) arc parametré plan régulier en t € [ ) D)

Le vecteur unitaire normal a 1'arc (I, f), orienté par le sens de parcours, est 1'unique
vecteur unitaire N vérifiant

(31.3) (T,N) = g 27].

Le repére de Frenet de (I, f) en M = f(t) est le repere (M, T, N).

|

- ((I , f) arc parametré plan régulier, de classe C2 en t € I ) ®)
Il existe un unique nombre v € R tel que
ar 1 d4dr o
—_— =N.
ds [ f/(0) || dt
Ce nombre est appelé courbure de l'arc (I, f) en M = f(t) et satisfait
dT - 1 4T -
y=—.N= .N.
ds [IF @I dt
P
L'arc plan (I, f) est biregulier en t <= 7 #0.

Remarque: La courbure v est nulle en un point d'inflection.

Remarque: La courbure v pouvant étre négative, on appelle courbure géometrique de 1'arc le
nombre positif |y|.

((I, f) arc plan birégulier en ¢ € I) D

Le rayon de courbure de l'arc (I, f) en M est le nombre

1
ri=—.
Y
Le centre de courbure de 1'arc (I, f) en M est le point C implicitement défini par
1'égalité . .
MC =rN.
Le cercle de courbure ou cercle osculateur de l'arc (I, f) en M est le cercle C(C,r) de
centre C' et de rayon r.
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= y C
T
X
N /\

Figure 41. Rayon, centre et cercle de courbure.
Remarque: Le vecteur T' étant unitaire, il existe un unique angle « € |-, 7| tel que

—

T = (cos a,sin @) et on a alors N = (—sina, cosa).
Autrement dit, c'est tres facile de déduire NdeT et réciproquement.
Remarque: On a également

dN 1 dN q )
- = - S ———, I / "
& oTrora =T T e Ee.£1m)

31.2.3. Repere de Frenet, torsion

Remarque: Pour les arc f : I — R? de classe C!, on définit le vecteur tangent T al'arc (I, f)
en M = f(t) en posant (31.1) et l'abscisse curviligne s(¢) de M = f(t) a partir de M (o) en
posant

s(t) = t I f/(w) || du.

Par contre, on ne peut évidemment plus définir le vecteur N en posant (31.3).

- ( f: I — R3 arc de classe C?, biregulier en t € I } @
Le triddre de Frenet en M = f(t) est le repere orthonoré direct (M, T, N, B) définit
par
= "¢ . L . (¢ (¢
T::—f,() , N=BAT et B = f,()/\fu() .
|77(8) | MRy

Le vecteur N est appelé vecteur normal principal de (I, f) en M.
Le vecteur B est appelé vecteur binormal de (I, f) en M.

| J/

Remarque: Si (I, f) est un arc G2 birégulier en ¢t € I, le plan osculateur de (I, f) au point
M = f(t) est le plan (M, T, N), qui est orthogonal a B.

- ( f: T — R3 arc de classe C3, birégulier en t € I } @

Si (M, f, N , E) est son triedre de Frenet en M = f(t), alors il existe un unique v > 0
et un unique 7 € R tels que

dB 1 dB .
= = -7
ds | f/(t) || dt

dT 1 d4aT ¥ .
—_—— = €
ds [ F@ | a

Le nombre v s'appelle courbure de 1'arc (1, f) en M.
Le nombre 7 s'appelle torsion de 1'arc (I, f) en M.

| J/
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( f: I — R3 arc de classe @3, birégulier en t € I } P
L'arc (I, f) est triregulier en ¢t <= 7 # 0. ?
- ((I , f) arc birégulier (resp. trirégulier) en t € I ) D

, Le rayon de courbure (resp. de torsion) de l'arc (I, f) en M = f(t) est le nombre

; ns3)
Te = — resp. ry = — | .
vy T

Le point C' défini par MC = r.N est appelé centre de courbure de l'arc (I, f) en M.
Le cercle C(C,r) de centre C et de rayon r est appelé cercle de courbure ou cercle
osculateur de l'arc (I, f) en M.

| J/

Remarque: Le plan (M, f, J\7) est le plan osculateur de l'arc (I, f) en M.
Le plan (M, N, B) est appelé plan normal a l'arc (I, f) en M.
Le plan (M, T, B) est appelé plan réctifiant de l'arc (I, f) en M.

Figure 42. Allure et comportement local de 1'hélice ¢ +— (t, cos mt,sin mt).

D
Un arc régulier (I, f) de classe C! est appelé une hélice si ses tangentes font un angle
constant V' € [0, | avec une direction fixe, cette direction étant appelée axe de 1'hélice.

Remarque: Le cas V € {0,7} est peu intéressant (segment de droite) de méme que le cas
V = m/2 (courbe plane).

- ((I , f) arc trirégulier) ®)

Les propriétés suivantes sont équivalentes :
a) les tangentes de (I, f) font un angle constant avec une direction fixe (1'arc est une
hélice).
b) les normales principales N de (I, f) sont paralléles & un plan fixe.
¢) Les binormales B de (I, f) font un angle constant avec une direction fixe.

d) Le quotient de la torsion par la courbure % est une fonction constante.
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Remarque: Quelques formules pour calculer courbure et torsion :

_ @A @ |
@)1

__ et (S, £, £ (1))
@) A () [

31.3. Enveloppes, dévelopantes et développées

Dans cette partie, on se place dans un plan affine P identitié & R? pour simplifier.

31.5.1. Enveloppe d'une famille de droites dans le plan

But : Etant donné un intervalle I et, pour chaque t € I, une droite A; de P d'équation
cartésienne

(4A¢) a(t)z +b(t)y = c(t),

I I=7 ) .
nous cherchons un arc paramétré tel que A; soit la tangente a l'arc I’
au point M (t) = (z(t),y(t)). t— M(t)

Un tel arc (I,I") est appelé une enveloppe de la famille de droite (Ay)¢e;.
Le point M (t) est appelé point caractéristique de la droite A;.
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Soit (A;): € I une famille de droite d'un plan P, d'équations cartésiennes
(Ar) a(t)z +b(t)y + c(t) = 0,

dans un repere (O, f, ;) de P, telle que a, b et ¢ soient de classe C! sur I.
Sit — M(t) est une enveloppe de la famille de droite (A¢)er, pour t € I, le point
M(t) = (z(t),y(t)) est solution du systeme

(31.1) { a(t)z + b(t)y = c(t),

a'(t)x + b (t)y = (t).

Réciproquement, si a, b et ¢ vérifient la condition

(31.2) Viel,  dét (5,((?) bb,((’?)) £0,

alors, pour ¢ € I, le systéme (31.1) admet une unique solution M (t) = (z(t),y(t)) :

) = Y — 0
2OV (D) — ' (Db(D)

_ —aBelt) + a1

M= a@wo) - o 0n)

De plus, si les fonctions x et y définies par (31.3) sont de classe C! sur I et si

(31.3) (tel).

a(t

(31.4) (@'(t),y'(t)) # (0,0)  (tel),

I'application ¢t — M (t) est une enveloppe de la famille de droite (Ay)¢eg-

| J/

Remarque: Si a, b, et ¢ sont €2 sur I, les fonctions z et y définies par (31.3) sont C!.

Figure 43. Enveloppe de la famille de droite A; : x cost 4+ ysint = costsint.
Remarque: Si on a (31.2), il existe au plus une enveloppe de la famille de droites (A¢)ier.

Remarque: La condition (31.2) induit que la droite vectorielle D, : a(t)z + b(t)y = 0 (qui est
parallele & A;) *“tourne'' et réciproquement.

Méthode. 1) on regarde si (31.2) est vérifié.
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2) si oui, on détermine x et y en résolvant le systeme (31.1) (ou en utilisant (31.3)).
3) on regarde si x et y sont C! sur I et si (31.4) est satisfaite.
4) si oui, c'est gagné.

Remarque: Etant donnée une famille de droites (A, )ucr, on appelle également enveloppe de
droite tout arc (géométrique ou paramétré) régulier I" tel que l'ensemble des tangentes a I’
soit l'ensemble {A, : u € E}.

31.4. Développée

But. soient / un intervalle et f : ¢ — (a(t), 3(t)) un arc plan régulier et €' sur I. Pour ¢ € I,
on note A; la droite normale & l'arc (I, f) en f(t) (la droite perpendiculaire & la tangente de

(I, f) en f(t), passant par f(t))

(4A) —B't)z+a'(t)y = =B (H)alt) + a(t)B(1) .
a(t) b(t) c(t)
) ) oo r:1r—%>
On cherche 1'enveloppe de la famille de droite (At]& 1, c'est a dire yn arc
tel que A; soit la tangente a l'arc (I, f) au point ?t) = fx(t),y(t) : t— M(t)
D
Un tel arc (I,I") est appelé une développée de l'arc (1, f).

Remarque: Une développée d'un arc (I, I") est 1'enveloppe de ses droites normales.

. ’ 7 1 . P4 : 2 2 J—
Figure 45. Développée de l'ellipse d'équation 2% + % = 1.

- (f :t+ (a(t), B(t)) arc plan birégulier de classe € sur I} @)
r:1—?2
L'arc (I, f) posséde au plus une développée. Si elle existe, c'est 1'arc
ou C(t) est le centre de courbure de 1'arc (I, f) en f(t). t— C(¢)

Ct)=ft) +r)N(t)  (tel).
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31.4.1. Développante

But. soient I un intervalle et f : I — P un arc plan régulier et @' sur I. Pour ¢t € I, on note
A, la tangente a l'arc (I, f) en f(t). On cherche un arc I" : t — M(t) régulier de classe C!
tel que, pour chaque t € I, la droite A; soit la normale au point M (t) de 'arc I". Autrement

r:1—7
dit, on cherche un arc de classe C! régulier tel que la développée de (I,I") soit
t— M(t)
(Z, f)-
D
Un tel arc (I,I") est appelé une développante de 1'arc (I, f).
- ( f : I — P arc plan birégulier de classe €2 et O € fP) D

Les développantes de (I, f) sont de la forme Iy : t — M(t) avec
OM(t) = Of(t) + (k — s(t))T
ou s(t) est l'abscisse curviligne. De plus, si s(t) # k pourt € I, 1'arc I} est une

développante de (I, f).

| J/

Remarque: Les développantes d'une méme courbe sont dites " paralleles''.

A ‘
NN
X N NN \“‘VY v 74,42'
S \\\\igfggtggfa!i‘

Figure 46. Développantes de cercle.

31.4.2. Roulement sans glissement

But. soit / un intervalle, (I, f) et (I, g) deux arcs. On aimerait modéliser le roulement sans
glissement d'un arc *“mobile'" (I, f) (roulante) sur un arc *“fixe" (I, g) (base).

Pour cela, on transforme l'arc (I, f) a 'aide d'un déplacement (composée d'une translation
et d'une rotation).
On modelise le contact entre les deux courbes en un point M par le fait que le repere de

Frenet de 1'arc (I, f) en M est égal au repere de Fernet de 1'arc (I, g) en ce méme point.

Si (1, f) et (I,g) coincident respectivement en deux points My et M au cours du roulement,
L'abscisse curviligne de My a M sur (I, f) est égale a celle sur (1, g).
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P 2p 3p 4p 5p 6p
Figure 47. Cycloide ¢ +— (t — sint, 1 — cost).

31.4.3. Fquations cartésiennes des courbes planes

- {k e Net (0,1,7) repere de fP} D)
Une partie € du plan P est appelée courbe de classe C* si et seulement s'il existe une
fonction F : U — R de classe CF sur un ouvert U de R? telle que

M € C <« F(z,y) =0,

—

ou (x,y) désignent les coordonnées du point M dans le repere (O, z,j)

| J/

Remarque: On dit alors que la courbe C est d'équation cartésienne
x,y) e U
(31.1) (@,y)
F(z,y) =0

-,

dans le repere (O,Z,j). En pratique on a U = R? et on écrit juste F(x,y) = 0.

’ )

Soit € une courbe de classe C* d'équation (31.1) dans un repeére (0,1, ) et soit M un

—,

point de € de coordoonées (x,y) dans (O, i 7)- Alors, on dit que M est un point régulier
de C si, et seulement si,

(g—i(m,y), ‘Z—f(z,w) # (0,0).

(. J/
-~

grad F(z,y)

On dit que M est un point singulier de € dans le cas contraire.

| J/

Remarque: Pour avoir affaire a de " “vraies'' courbes €, on demandera en général que tous les
points de € soient réguliers.

Problématique : est-il possible de passer d'une équation cartésienne a une paramétrisation
et réciproquement ? Réponse : localement a certains points : oui.
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Théoréme des fonctions implicites

((O, i, j) repere de P, k € N et € courbe de classe C* d'équation cartésienne F(z,y) = 0 dayp)yP

Pour chaque point régulier M, il existe r > 0 tel que € N B(M,r) soit un arc
géométrique régulier de classe CF.

De plus, la tangente & € en M de coordoonnées (g, yo) est d'équation cartésienne

oF oF
%(.ﬁﬂo,yo)(ﬂf - .CC()) + 8_y(x0’ yO)(y - y0) = O;

le vecteur grad F(zo,yo) étant normal & la courbe € en M.

\ J/

Remarque: Autrement dit, il existe ¢ > 0 et un arc régulier f : ]—¢,e[ — R? de classe C* tel
que : N € €N B(M,r) & il existe t € |—¢,¢] tel que N soit de coordonnées f(t).

Remarque: Inversement, si l'arc M : [ — (f(t),g(t)) de classe C* pour k > 1 est régulier en
to, on peut en obtenir une équation cartésienne localement au point M (t¢).

31.5. Courbes polaires

- >

Dans cette section, le plan P est muni d'un repére orthonormé fixe (O, 1, 7).

31.5.1. Repere mobile des coordonnées polaires et repere de Frenet

D
Pour ¥ € R, on pose i@y := cos ¥i + sin 793_" et Uy := — sin i + cos 193_" et on appelle repere
mobile des coordonnées polaires le repére (O, iy, Uy).

Remarque: Quand il n'y a pas d'ambiguité, on note u et ¥ plutot que uy et vy.
Le repeére (O, i, V) est orthonormé et 1'on a

—= da dv
7_):197 _)7_):_7 — =U et — = —1U.
(i, 1) (i, V) 5 9 =0 30 u
Remarque: Les axes (O, Z), (O, 1) et (O, V) sont respectivements appelés axe polaire, axe radial
et axe orthoradial. Le point O est appelé " "pdle''.

D

On dit qu'un point M de P admet (r,v) pour coordonnées polaires dans le repére
(O,z?, j) si, et seulement si, OM = riy

Remarque: Soit I un intervalle et o : I — R. On dit qu'un arc géométrique € est une courbe
d'équation polaire
r=o(@) (el
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si, et seulement si, OM = o(9)uy (9 € I) est une paramétrisation de C.

; (1 intervalle, o € €1 (1,R) et f : 0 — o(¥)ii) ®)
Alors, on a
F'0)=d @i+ o7 et | f'(9) =@ 9)2  (Wel).

L'arc (I, f) est régulier en ¥ < f'(9) # 0 < (o(9), ' (¢)) # (0,0). Dans ce cas, on a

—o(V)u + o' (9)V
V& (9)2 + o(0)?

Si de plus, g est de classe €2, 1'arc (I, f) est de classe C? et on a

T’: et ]\7

¢ (V)i + o(9)v
V' (9)? + o(9)?

£1(6) = (¢"(9) - o)) +20(2)7 et = LI T 200N~ o0)d"(0)

(¢'(9)2 + o(¥)?)

| J/

Remarque: Soit T la tangente en un point régulier ¥ € I d'un arc polaire ¥ — o(9)uy. Alors,
o' ()T + o(¥)U est un vecteur directeur de T et —o(¥)u + o' (9¥)¥ est un vecteur normal simple
de 7.

31.5.2. Bestiaire

Droites ne passant pas par l'origine.

Pour chaque droite D ne passant pas par O, 3!(a,b) # (0,0) tel que D soit d'équation
cartésienne ax + by = 1. Et alors, D est d'équation polaire

1

1.1 =
(81.1) " acos(¥) + bsin

Inversement, (31.1) définit une droite D d'équation ax + by = 1 ne passant pas pas O.

Cercle passant par l'origine

| ®)

a b
C est un cercle de centre <§, 5) passant par O <= C est d'équation polaire

r=acost + bsin?
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Coniques
,—(@e(O, D) conique de foyer O, d'excentricité e et de droite directrice D]—@)
On note H le projeté orthogonal de O sur D, ¥y = (Z O?—I), la conique C. est

d'équation polaire
___clloH|
1 + ecos(¥ — Vo)

On appelle parametre de la conique C.(O,D) le nombre p = e || OH .

\. J

- ((a, b,c) € R3 avec a # O) ®)
Soit € la courbe d'équation polaire

1
a-+bcost? + esin?d

Si (b,c) = (0,0), € est un cercle de centre O et de rayon 1/|al .
Si (b,c) # (0,0), € est une conique de foyer O, d'exentricité e et de directrice D avec
Vb2 4 2 1
e = — et D: r= .
|a| bcos ¥ + csind

Algorithme d'étude d'une courbe polaire r = p(19).

Etant donnée une courbe @ déquation polaire OM = o(9)i@ (¢ € I).

)

)

) Etudier la parité de o.

) Déterminer (la dérivabilité de ) le signe de o’ et les zéros de p (passage au pole).

) Faire un beau tableau que 1'on complétera par 1'étude des points * “spéciaux'' (tangentes,
asymptotes, position par rapport aux asymptotes, branches infinies, points d'inflection...)

5) Dessiner le graphe de la courbe (les renseignements précédents donnent son allure).

’ ®)

La courbe € présente une branche infinie en un réel ¥g € I <= limy_,y, |0(¥)| =
+00.
Si limy_9, 0(9) sin(¥ — Jg) = L, la courbe € admet une asymptote d'équation y = L
dans le repere (O, ug,, Vg, )-
Si limy_,, |g(19) sin(¢¥ — 190)‘ = 400, on dit que € admet une branche parabolique dans
la direction wy, .

| J/

Remarque: La courbe € présente une branche infinie spiralée en 400 si limy_, 4 |0(9)| = 0o
(méme chose pour —o0).
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31.6. Coniques

31.6.1. Définitions et Réduction

- {F point du plan, D droite ne passant pas par F et e > O) @
La conique de foyer F', de directrice D et d'excentricité e est 1'ensemble
C={MeP:FM=edM,D)} ={MeP: FM =eMH}.
ou H désigne le projeté orthogonal de M sur D.
i ®)
Une courbe € du plan P est une conique <= la courbe € admet dans un repere
orthonormé (0,1, j) de P une équation cartésienne du type
(31.1) azx?® + bry + cy? +dx + ey + f = 0.
q(:‘c,,y)
avec (a,b,c,d, e, f) € R® et (a,b,c) # (0,0,0).

But. On applique une rotation puis une translation (ou l'inverse) au repére (O,;, j) pour
obtenir un nouveau repére orthonormé (C,é€1,¢€3) dans lequelle la conique a une équation
*“réduite'’, plus simple que (31.1).

[e) i
Figure 48. |Index=Courbes!Ellipse] Une ellipse et un repere orthonormée (C,eq,es) qui la réduit.
p (q : R™ — R forme quadratique de matrice A} ®
Si B = {e1, - ,en} est une base orthonormale de vecteurs propres de la matrice A,
associés aux valeurs propres {1, -+, A\, }, alors la matrice de ¢ dans B est

M OO0 - 0
0 Ao

P P ()
0 - 0 M\,

En particulier, pour chaque z = > | z;e; dans R", on a alors q(z) = > 1" | \;z?.

| J/
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pour réduire une forme quadratique ¢

la) Ecrire la matrice de la forme quadratique A = ( 672 bé 2>.

1b) Trouver les valeurs propres A; et Ap de A.
1c) Trouver une base orthonormale {¢i,e3} de vecteurs propres associés a A\; et \a.
1d) Dans la nouvelle base (zi +yj = Xéi + Yé), 1'équation de € est du type
MXZ 4+ XY2+aX +8Y +9=0.

2) Faire une translation pour se débarasser (si possible) des termes en X et Y

X=X+ X, et Y=Y +Y,
3) Identifier la conique : ellipse, parabole, hyperbole ou dégénérée (@, {a}, droite(s)).
4) Identifier ses éléments caractéristiques.

Remarque: Selon que dét A = A\ A5 est < 0, =0 ou > 0 on trouve respectivement une ellipse,
une parabole ou une hyperbole, sauf si la conique est dégénérée.

31.6.2. Ellipse
Soit a > b > 0 et soit € la courbe d'équation,
(31.2) T+l o

dans un repere orthonormé (O, i, j) Alors, & est appelée ellipse d'axe focal (O,Z) de demi-
grand axe a, de demi-petit axe b. L'ellipse € est d'exentricité

| b2
e = 1—;

et admet deux couples foyer-directrice (F, D) et (F’, D), avec F et F’ de coordonnées (ae, 0)
et (—ae,0) et D et D' d'équation cartésiennes © = a/e et x = —a/e.

Figure 49. L'ellipse et ses éléments caractéristiques.
Remarque: Un parameétrage usuel de l'ellipse € est

{ x(t) = acost

y(t) = bsint (t € R).

Inversement, si € est une conique de foyer F', de directrice D et d'exentricité 0 <e <1, alors
& satisfait 1'équation (31.2) pour

eFFH el H
a= et b=

1 —e2 \/ﬁ

- >

dans le repére orthonormé direct (O, 1, j) vuniquement déterminé par

— —
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31.6.3. Hyperbole

Soient a > 0, b > 0 et H la courbe d'équation

(31.3) R

dans un repére orthonormé (O,Z, ;) Alors, H est appelée hyperbole de centre O et d'axe
transverse (ou focal) (O, 7). L'hyperbole H est d'exentricité

/ b2
e = 1+¥

et admet deux couples foyer-directrice (F, D) et (F’, D"), avec F et F' de coordonnées (ae,0)
et (—ae,0) et D et D' d'équation cartésiennes © = a/e et x = —a/e.

Les points S et S’ de coordonnées (a,0) et (—a,0) sont appelés sommets de H et 1'hyperbole
H admet deux asymptotes A et A’ d'équation ay + bx = 0 et ay — bx = 0.

Figure 50. L'hyperbole et ses éléments caractéristiques.
Remarque: Un parametrage usuel des branches de I'hyperbole J{ est

{ x(t) = acht ot { x(t) = —acht

y(t) = bsht y(t) = bsht (tER).

Inversement, si H est une conique de foyer F', de directrice D et d'exentricité e > 1, alors H
satisfait 1'équation (31.3) pour

eFH el H
et b= ——
ez —1 e2 — 1

a =

- =

dans le repeére orthonormé direct (O, 1, j) uniquement déterminé par

4 HF
HO =
1—e2

3=

31.6.4. Parabole

Soit p > 0 et soit P la courbe d'équation, dans un repeére orthonormé (O, 1, j),

(31.4) y* = 2px



Topologie, suites et continuité dans R™ 339

Alors, P est appelée parabole de sommet O, d'axe (O, ;) et de parametre p. Elle admet un
foyer F' de coordonnées (0, £) et une directrice D d'équation x = —p/2. Son excentricité est
e=1.

Figure 51. La Parabole et ses éléments caractéristiques.
Remarque: Un parametrage usuel de la parabole P est

t2
=(t) = 2p (t € R).
y(t) =t

Inversement, si P est une conique de foyer F', de directrice D et d'exentricité e = 1, alors P
satisfait 1'équation (31.4) pour p = F'H dans le repére orthonormé direct (O, 4, j) uniquement
déterminé par

— —

il FO = ——
FH O 2

ou H est la projection orthogonale de F' sur D.

=

32. Topologie, suites et continuité dans R"

32.1. Topologie de R™

32.1.1. Normes et distance euclidienne
f UERD, )
Une norme de R™ est une application N : R” — R vérifiant les propriétés suivantes

L'application N est a valeurs réelles positives :

Vo € R", N(z) > 0.

L'application N est dite ~ "~ définie'" :

Ve € R", N(z)=0 <= x=0.

L'application N est positivement homogene :

VzeR", VAeR, N(\z)=|AN(z).

L'application N satisfait 1'inégalité triangulaire :

(32.1) Vr e R", VyeR", N(z +y) < N(z) + N(y).
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Remarque 1. le " " définie'" de cette propriété n'est pas le * " défini=existe" standard.

Remarque 2. Une norme N satisfait nécéssairement les deux inégalités triangulaires

Vz € R", VyeR", |N(z) = N(y)| < N(z +y) < N(z) + N(y).
( (n>1) ®)
On définit une norme de R™, appelée norme euclidienne de R"™, en posant
Vo= (z1,,7n) ER?, |l = yfad+af 4+ a2

Demonstration. Preuve effectuée en PTSI a l'aide de 1'inégalité de Cauchy-Schwartz.

Remarque: Sin =1, la norme euclidienne de R™ = R est la valeur absolue.

' =l D
Dans R"”, la distance euclidienne entre deux points x = (z1,---,x,) ety =
(Y1, ,Yn) est le nombre réel positif

d(z,y) =l 2 =y ll= V(21 = y1)? + - + (@0 — yn)?,

ou || - || désigne la norme euclidienne || - || de l'espace R™.

| J/

32.1.2. Ouverts et fermés
- (n > 1, norme || . || euclidienne de R”} D

La boule ouverte (euclidienne) de centre a € R™ et de rayon r > 0 est 1'ensemble

Bla,r):={z €R” :|z—al<r}.

- ‘| n>1 ', @
Un ensemble E C R™ est ouvert <= pour chaque élément x de E, il existe une boule
ouverte de centre x et de rayon r > 0 contenue dans F

E est ouvert <= VzxeFE, JIr>0: B(x,r)CE.

) (n>1) D

Un ensemble V' C R"™ est un voisinage du point a € R" <= il contient une boule de
centre a et de rayon r > 0.

V est un voisinage dea <= Ir >0 : B(a,r)CV.
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f ®)
Une réunion d'ouverts est un ouvert.
Une intersection d'un nombre fini d'ouverts est un ouvert.
>
; (=1} ©

La boule fermée (euclidienne) de centre a € R™ et de rayon r > 0 est l'ensemble

Bla,r):={z eR" : |z —al<r}.

p ‘,n}l}

FE est fermé <«= R" ~FE est ouvert

Un ensemble F C R™ est fermé <= F est le complémentaire d'un ouvert de R".

Une intersection de fermés est un fermé.
Une réunion d'un nombre fini de fermés est un fermé.

|

—

fn>1)

( =
Un ensemble E C R"™ est borné <> il existe une boule ouverte contenant F

E est borné < dr>0: FECB(0,r)

\.

I (w)|

Remarque: Un ensemble E C R™ est borné <= il existe un nombre M > 0 vérifiant

Vee E, | z|<M.

(n>1)

)
Un ensemble F C R™ est compact <= F est fermé et borné.

Si E est un ensemble fermé et borné de nombres réels, alors

inf £ =minkE € F et supF =max F € E.

|

32.1.5. Suites d'éléments de R™
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Limite d'une suite

- (u suite d'éléments de R™, ¢ € ]R") D

La suite u converge vers la limite ¢ si, et seulement si

(32.2) Ve > 0, dN eR: Vn>= N, |u,—/?][<e.

|

Exemple. la suite de terme général u,, = ( bn 4"+1) converge dans R? vers £ = (3, 2).

2n+1’ 2n+1
V10
Demonstration. Soit € > 0 . Alors, pour N := o nous avons
4 1 -1 —-3,—1
Ve N, fun—f] = n+ _IC )
2n+1 2n—|—1 2n~|—1 2n+1 4n 42
V10
= S— = £.
2n +1 2N

b Exercice’ 20. Prouver que la suite de terme général u,, := (3enl+2’ 777> 1) converge vers (0,2,1) dans R3.

Suite de limite nulle

(n > 1, u suite d'éléments de R™, ¢ € R”) P
La suite u,, converge vers { <= la suite v,, = u, — £ converge vers Ogn =
0,---,0).

Demonstration. C'est une conséquence immédiate de l'identité Vn € N, || up — € ||=|| v — 0 ||

A iExercice 21. Prolonger par continuité en (0,0) pour l'application f définie par
Y2
W) £ 0.0, flew) = 50
Suite convergente ou divergente
( D

Lorsqu'une suite converge vers une limite, on dit qu'elle converge, qu'elle est conver-
gente ou qu'elle admet une limite.
Dans le cas contraire, lorsqu'une suite ne converge vers aucune limite, on dit qu'elle
diverge, qu'elle est divergente ou qu'elle n'admet aucune limite.

|

Unicité de la limite

Lorsqu'elle existe, la limite d'une suite u est unique. On la note 111}_1 Uy, ou lim u.
n—-—+0oo

Demonstration. Soit u une suite de nombres complexes convergeant vers les limites £ et ¢/. Pour ¢ > 0 ,
il existe des nombres N € R et N’ € R tels que

Vn > N, | un —2||< € et Vn > N/, | un — € ||< e
Pour un entier n > max{N, N’'}, nous déduisons alors des inégalités triangulaires que
=€ 1= ||t un) + (un = )| <= wn || + | un = € [I< e+ < 2e.

Comme nous obtenons que Ve > 0, || £ — ¢’ ||< 2¢, nous concluons que || £ — ¢’ ||= 0 et donc que £ = ¢'.
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Propriété des gendarmes

( - 1 N
r {u suite d'éléments de R" } P
S'il existe une suite réelle a telle que
Vn € N, lun| < ap, et lim «, =0,
n—-+oo

alors la suite uw converge vers 0.

| J/

Limite de la norme d'une suite

(u suite d'éléments de R™) P

Si la suite u converge vers une limite £ € R”, alors la suite de terme général v,, =||
Uy || converge vers la limite ¢/ :=|| ¢ ||.

Magjoration

P
Une suite convergente est bornée.
Demonstration. Soit u une suite de limite £ € R™. Alors, pour € = 1, il existe N € N tel que
vn > N, lun—2L|<e=1
Alors, nous posons M := max{|| wo ||, -, || un—1 |l,]| £ || +1} et nous déduisons des inégalités triangulaires
que
Ve N, sl =[O+ £ <lun =l + e I< 1+ 1 €1 < M

Comme l'inégalité en rouge est aussi satisfaite pour 0 < n < N, par définition de M, la suite u est bornée.

Ezemple. La suite uy, = (ln(n2 +1) — 21n(n), th(n)) est bornée pour n > 1 car elle converge vers (0, 1).

Multiplication par une constante

- (u suite d'éléments de R™, A € R} P
Le produit d'une suite convergente u par une constante A est une suite convergente
et

lim (Au,) = A lim w,
n—oo n—oo

|

Demonstration. Soit A € R et soit v une suite d'éléments de R™ convergeant vers ¢ € R™.

Soit € > 0 . Comme la suite u converge vers £, pour &' = MIE—H’ il existe un rang N tel que
€
Yn > N up —L||< e’ = .
>N, —tls e =
Et alors, nous remarquons que la suite v de terme général vy, := A.uy, satisfait
€
V=N,  [lvon =M= Al Un—€||<|>\|-|)\|Jrl <

En particulier, la suite de terme général v, = Au, converge vers Af.
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Addition
- (u et v suites d'élements de ]R") ®)
La somme de deux suites convergentes u et v est une suite convergente et
lim (u, +v,)= lim wu,+ lm v,.
n—4+oo n—-+oo n—+oo

Demonstration. Soient u et v deux suites d'éléments de R™ convergeant respectivement vers £’ et £’/. Prouvons
que la suite de terme général wy, := u, + v, converge vers £ := £ + ¢,
Soit € > 0 . Comme u converge vers £/, pour ¢’ = £, il existe un rang N’ tel que

2
€
Vn > N/, | un — € ||<€’:§.
De méme, comme v converge vers £, pour £/ = £, il existe un rang N"’ tel que
€
Vn > N", | v — £ ||< 5":5.
Alors, pour N = max{N’, N}, nous déduisons des inégalités triangulaires que
€ €
N, lwn == [ =€)+ @n = )| <llun =€ I+ on =" < S+ S =
(u et v suites d'éléments de R”) P

Si la suite u converge et si la suite v diverge, alors la suite u + v est divergente.

Remarque: si u et v sont deux suites divergentes, la suite u + v peut converger (par exemple

pour u,, = n et v,, = —n) ou diverger (par exemple pour u, = v, = n).
Multiplication
p (u suite réelle et v suite d'éléments de R”) ®

Le produit de deux suites convergentes u et v est une suite convergente et

lim (u,.v,)= lim wu,. lim v
n—)—i—oo( n n) n—-+oo n n—+oo n

Demonstration. Etant donnés une suite réelle u et une suite v d'éléments de R™ convergeant respectivement
vers £/ € R et £ € R™, prouvons que la suite de terme général wy, := unv, converge vers £ := £'¢".
Soit € > 0 . Commencons par remarquer que

V=0, || wn—£||=| (un— € +0)vn — 00" ||= H(un — 0 Yop 4 O (v — £")

Comme la suite v converge, elle est bornée. Ainsi, il existe un nombre M > 0 tel que
vn 2 0, || vn ||< M.

11 résulte alors des inégalité triangulaires que

V>0,  [Jwn—=L|< un =L | on | +1€] | vn = €7 [I< Jun = EM + 0] || vp — €7 ]
Comme la suite u converge vers £/, pour &/ = il existe un rang N’ tel que
_ €
C2M 1
il existe un rang N’ tel que

e
2M+1°
Yn > N/, lun — €| <€

De méme, comme v converge vers ¢/, pour ¢’/ = s—
) ) 2007 +1°

€
vn > N” vp =0 | = ———.
Alors, pour N = max{N’, N}, nous obtenons finalement que

Vn > N, ||wn—z||<28 By p—

_c L
M1 wy1S273°°¢

€
2 2
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Maitrices

) (A et B suites de matrices de M, (R), (A, ) € RQ} @

Si les suites de matrices A et B convergent, alors les suites A\A + uB et AB conver-
gent et
lim (A, +pB,) =X lim A, +u lim B,
n—00 n—00 n— 00
lim (A, B,) = lim A, x lim B,.
n—o0 n—o0 n—0o0
De plus, si la suite matricielle A converge vers une matrice inversible, alors la suite A~!
est définie a partir d'un certain rang et converge vers

lim (An)_l = ( lim An)l.

n—oo n—oo

| J/

Suites coordonnées

. (u suite d'éléments de Rk) D

Soient u( |- .. u*) les suites coordonnées de u définies par
Vn}(), Uy = (ugll)”u%k))

Alors, la suite u converge < chacune de ses suites coordonnées converge. Et dans ce
cas,

lim wu, = ( lim «®, .-, lim ugﬁ))‘
n—o00 n—o00 n—o00

32.2. Limites et continuité dans R™

Dans tout cette section, m, n et p désignent des nombres entiers strictements positifs et les
espaces vectoriels R”, R” et RP sont munis de leur norme euclidienne respective.

32.2.1. Limites et continuité d'une fonction de plusieurs variables
(D c R"}

7

®)
Une fonction f : D — RP est appelée fonction de n variables, a valeurs réelle si p = 1
et a valeurs vectorielles sinon. En particulier, on a

fi@y s me) = f@neen) = (A@), fo@), -, f(a)).

7 .

g

z€DCR™ f(x)ERP

| J/

Limites finies
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( n n)
- LDCR,EERP,CLGRJ @

Une fonction f: D — RP admet la limite ¢ en un point a si, et seulement si,
Ve >0, da>0: Ve € D vérifiant ||z —al||<a, ona || f(zx)—C|<¢

Lorsqu'elle existe, cette limite £ est unique et on la note lim f(z).
r—a

\. J

Remarque 1 : On dit parfois la fonction f converge vers £ en a (resp. tends vers £ en a) lorsque
x tends vers a a la place de " la fonction admet la limite £ en a".

Remarque 2 : on peut caractériser les limites a 1'aide de voisinages.

y (DCR", (eRP, acR") S

Une fonction f: D — RP admet la limite ¢ en un point «a si, et seulement si,

Pour V voisinage de ¢, il existe U voisinage de a tel que Vo € DNU, f(z) € V

|

Limites infinies

Remarque : Pour les fonction réelles, on peut également définir la notion de divergence vers
+00 d'une fonction de n variables.

( n n)
- kD CR* aelR ) @
Une fonction réelle f : D — R admet la limite ¢ = 400 (resp. £ = —o0) en un point a
si, et seulement si,

VM eR, 3a>0 : Vze D vérifiant || z—a ||<a, ona f(z) > M (resp. f(x) < M).

| J/

Remarque : lorsque 1'on travaille avec des vecteurs x € R”, on ne peut ni faire tendre x vers
l'infini, ni faire tendre x vers a par la droite ou par la gauche : cela n'a pas de sens.

Continuité locale

‘ ni
r ‘CLGDCR' D

Une application f: D — RP est continue en a si, et seulement si

Ve >0, 36 >0 : Vr € D vérifiant |z —a|<a, ona || f(z)— f(a) [|[<e.

§ (ec DCR", f: D RP} B

f est continue en a <= lim f(z) = f(a).
Tr—a
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Remarque : Continuité et limites sont étroitement liées et constituent deux aspects d'un méme
probléme. Pour les exercices, garder a l'esprit que " " continuité=limite''.

Continuité globale

( D
Une fonction f est continue sur un ensemble D < f est continue en chaque point
a€D.

|

Une fonction f: R™ — RP? est continue si, et seulement si

YU ouvert de R?,  f~(U) est un ouvert de R™

Une fonction f: R™ — RP est continue si, et seulement si

YU fermé de R, f~1(U) est un fermé de R"

|

Remarque: ces deux propriétés sont surtout utiles pour prouver de maniere élégante que des
ensembles sont ouverts ou fermés.

Prolongement par continuité

- (D C R™, a € D un point au contact de D) @

Une application f : D — RP est prolongeable par continuité en a <= f converge en
a. Dans ce cas, la fonction définie par

fla) = lim f(z)siz=a

Tr—a

- { flx) sixeD,

est une application de D’ := D U {a} dans RP, continue en a, qui prolonge la fonction f.

| J/

Remarque: En général, s'il n'y a pas de contre indications, on confondra I'application f avec
son prolongement pas continuité f.

4 iExercice 22. Prolonger par continuité en (0,0) pour l'application f définie par

$2
V(w,y) # (0,0),  flz,y) = —2

:1:2_’_y2'
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Translation a l'arrivée

(DCcR", aeR", [ cRP)

La fonction f : D — R? converge vers ¢ en a <= la fonction f — ¢ converge vers 0 en

p

Translation au départ

( n n |
- (D CR", aeR", l€RPj ®
f: D — RP converge vers £ en a <= la fonction g : h — f(a + h) converge vers ¢ en

0.

' ©
f: D — RP est continue en a <= la fonction g : h — f(a + h) est continue en 0.
- (DCcR", acR") /

Remarque: les propriétés précédentes permettent de transformer un probleme de limite vers ¢
en a en un probléme de limite vers 0 en 0, qui est a priori, plus facile a résoudre (on translate
le probléme pour se ramener en 0).

32.2.2. Opérations algebriques

Si u: R™ — RP est une application linéaire, alors

Va € R", lim u(z) = u(a).

r—a

( T
Une application linéaire u : R™ — RP est continue en chaque point de R”. Qf
Remarque: Soit a = (a1, a2, -+, a,) € R". Alors, pour 1 <k <n,ona
lim T = Q.

(1, ,xn)—a

P
Pour 1 < k < n, la forme linéaire dzy : (21, -, x,) — ) est continue sur R”. ?
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(D ouvert de R", a € D) @
Si la fonction réelle f : D — R converge en a vers ¢ # 0, alors il existe un voisinage
V C D de a pour lequel on a

Ve eV, f(x) #0. (f ne s'annule pas au voisinage de a)

Si f: D — R converge en a vers £ > 0, alors il existe un voisinage V' C D de a tel que

14
Ve eV, f(:v)>§>0.

(f est minorée par un nombre strictement positif au voisinage de a).

\.

- (a € D ouvert de R", \ € R) @

Si les fonctions f : D — RP et g : D — RP admettent une limite en a, alors les
fonctions A\.f, f + g et f X g convergent en a et

lim (A.f(z)) = A lim f(),

lim (f(z) + g(x)) = lim f(z) + lim g(x),
lim (f(z) x g(x)) = lim f(z) x lim g(x).

Si lim g(x) # 0, la fonction f/g est définie au voisinage de a et converge vers
r—ra

. (f(w)) i)

g(z))  lim g(z)’

r—a

J/

f @
Sif:D—Retg:D — R sont continues en a, alors, les fonctions A\.f, f+get fxg
sont continues en a. Si g(a) # 0, la fonction f/g est définie autour de a et continue en

a.

- (DCR", NeR, ac D) /

Une fonction polyndéme de n variables est continue sur R”.
Une fraction rationnelle de n variables est continue sur son ensemble de définition.
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,—(n >1,p>1,a€ D ouvert de R", b € D’ ouvert de R?, / € RPJ—CD
Si f: D — RP converge vers b en a et si g : D' — RP converge vers £ en b et si

Vz € D, f(x)e D,

alors, 1'application g o f est définie sur D et converge en a vers /.

| J/

, @

Si f: D — RP est continue en a, si g : D’ — R? est continue en b = f(a) et si

Vx € D, f(z) e D,

Alors 'application g o f est définie sur D et continue en a.
\ (aGDCR”,D’CRp) /

( n n .. p)
- LDcR,aeR,(zl, ,ép)e]RJ @)
Pour 1 < k < p, la fonction fr : D — R converge en a vers {; <= la fonction définie
par

veeD,  f() = (h@), o), fl)

converge en a vers £ = ({1, 0y, -+, £p).

| J/

| @

Pour 1 < k < p, la fonction fr : D — R est continue en a <= 1'application f définie
par

Vx € D, f(x) = (fl(w);f2(l')>"‘vfp($))

est continue en a.

\ (- N — on) y
la € D C R"}

Remarque: Cette propriéte permet en particulier de ramener 1'étude de la convergence (resp.
de la continuité) d'une fonction vectorielle & plusieurs études de convergence (reps. de
continuité) de fonctions réelles.

Remarque: Par contre, on ne peut pas ramener 1'étude de la convergence (resp. de la
continuité) d'une fonction de plusieurs variables a plusieurs études de convergence (resp.

de la continuité) de fonctions d'une variable.

Remarque: Retenir " a l'arrivée, cela se passe bien mais au départ, cela se passe mal''.

- (DCR”, a€ D, ¢ eRP | .| norme de Rp} P)
Si f: D — RP converge en a vers ¢, alors la fonction || f || converge en a vers || £ ||.
f ®)

Si f: D — RP est continue en a, alors la fonction || f || est continue en a.
. (D CR",a€D,| .| norme de RP} /
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§ (D CR", acR"} 5
Si f: D — RP converge en a et si g : D — RP diverge en a, alors f + g diverge en a. ?

( P
Sif: D — RPestcontinueenaetsig: D — RP est discontinue en a, alors

I'application f + g est discontinue en a.
A (D c R")

Remarque: si f et g sont deux fonctions n'admettant pas de limite en a, la fonction f + g
peut converger ou diverger.

p (D voisinage de a € ]R”) P
L'ensemble des fonctions f : D — R de limite nulle en a forme un espace vectoriel. ?

n
- (D c R") P

Si f:D — R converge vers 0 en a et si g: D — R est bornée au voisinage de a, alors,
la fonction f x g converge vers 0 en a.

|

32.2.3. Propriétés importantes

Principe des gendarmes

- (D C R"™ voisinage de a € R”} @
Si les fonctions f: D — RP et g : D — R vérifient
veeD, |f@]<g@ e lmg)=0,

alors, la fonction f converge en a vers 0 .

| J/

p (D voisinage de a € ]R”) T

Soient f, g et h trois fonctions de D dans R vérifiant f < g < h. Si f et h convergent
en a vers le méme nombre réel ¢, alors l'application g converge vers ¢ en a.

|

Conservation des inéqalités larges par passage a la limite

p (D voisinage de a € ]R”} ®

Soient f et g deux fonctions de D dans R telles que f < g. Alors,

f et g convergent en a = lim f(x) < lim g(x),
r—ra Tr—ra

f diverge vers 400 ena = lim g(z) = 400,

g diverge vers —oc ena = lim f(z) = —o0
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( . nof. p)
p LDunvmsmagedeaGR,f.D—HR) @
L'application f est continue en a si, et seulement si,
pour tout suite u € DY vérifiant lim w, =a, ona lim f(u,) = f(a).
n—-4o00 n—4+oo
( . . n\
p kD voisinage de a € R ) @

Si f: D — RP est une application continue en a et si u est une suite déléments de D
convergeant vers a, alors

lim f(un) = f(a) = f( im wuy).

n—+oo n—o0o

| J/

Remarque: Cette propriété est extremement utile pour deux raisons :
a) Si une suite de terme général u,, € D tends vers a, si f : D — K est continue en a alors

lim f(un) = f(a).

n—-+oo

b) Si une suite de terme général u, € D converge vers a et si la suite de terme général
vp, = f(uy) diverge, alors, la fonction f n'est pas continue en a.

Théoréme de compacité

T
L'image d'un ensemble fermé et borné (i.e. d'un compact) par une fonction continue
est un ensemble fermé et borné (i.e. compact).

Remarque: ce théoreme fondamental permet entre autres :

a) de prouver que 1'on peut minorer ou majorer une fonction.

b) d'établir 1'existence théorique de maxima et de minima locaux ou globaux.
1l sert surtout dans les exercices théoriques.

33. Calcul Différentiel

Dans tout ce chapitre, m, n et p désignent des nombres entiers strictements positifs et les
espaces vectoriels R”, R” et RP sont munis de leur norme euclidienne respective.

33.1. Fonctions d'une variable a valeurs vectorielles

33.1.1. Dérivée
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Définition locale.

- (a el intervalle) @
La fonction f: I — R™ est dérivable en a <= il existe un nombre ¢ € R" tel que
@) ),
zys o—a

Ce vecteur ¢, qui est unique et que 1'on note f’(a), est appelé " *vecteur dérivé de f en

"

a .

| J/

Ezemple. f : x — (cosz,sinz) est dérivable et admet la dérivée f'(a) = (—sina,cosa) en a € R.

( : B
- {a € I intervalle} @

Une fonction f: I — R™ est dérivable a gauche (resp. a droite) en a <= il existe
un vecteur £ € R" tel que

lim M =/ (resp. lim M = K) .
T<a T—o T8 x—a

Ce vecteur £, qui est unique et que 1'on note f’(a™) (resp. f/(a™), est appelé " vecteur
dérivé a gauche (resp. a droite) de la fonction f en a''.

| J/

Remarque: Le nombre dérivée est la limite des taux d'accroissements en a. En utilisant le
changement de variable x = a + h, on peut également écrire que

_ fla+h)— f(a)
1o —
fla) = fim h '
h#£0
p (I intervalle, a € I qui n'est pas une extrémité de [ ) ®

Une fonction f : I — R" est dérivable en a <= f est dérivable a gauche et a
droite en a avec f'(a”) = f’(a™). Dans ce cas, on a alors

| J/

Ezxemple. La valeur absolue z +— |z| n'est pas dérivable en 0.

lae ] intervalle) P
Si f: I — R" est dérivable en a, alors f est continue en a. ?

Remarque: En d'autres mots, la continuité en a est une condition nécéssaire pour que f soit
dérivable en A.

Remarque: cherchera prouver une dérivabilité pour établir une continuité est une erreur
(fatale) répendue courante chez les étudiants qui leur coftite cher (cela montre que vous n'avez
pas compris la logique du cours).
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- (I intervalle réel} @)

Soit f : I — R™ une applications et fi,---, f, ses fonctions coordonnées définies
implicitement par

Vo €1, f(a:):(fl(x),"',fn(x))-

Alors, la fonction vectorielle f est dérivable en a <=  chaque fonction réelle f; est
dérivable en a. Et dans ce cas, on a

f(a) = (fi(a)-+, fala)).

| J/

Définition globale.

- (D CFE ensembles) @

Une fonction f : E — R"™ est dérivable sur un ensemble D <=  f est dérivable en
chaque point x € D. Alors, on note f’ et on appelle fonction dérivée de f 1'application

f':D—R"
x> f(x)

Remarque 1 : la fonction dérivée f’ de l'application f est notée parfois e ou rarement D f.
x

Remarque 2 : La définition précédente permet de faire le lien entre la dérivabilité en un point
a (notion locale) et la dérivabilité sur un ensemble (notion globale).

Remarque 3 :1l existe des fonctions continues sur R qui ne sont dérivables en aucun point.
33.1.2. Opérations
- (a € I intervalle, (\, u) € RQ) @)

Sif: 1 — R"etg: I — R” sont dérivables en a, alors l'application Af + ug est
dérivable en a et

(A +1g)(a) = Af'(a) + pg'(a).

Sif:I—>Retg:I—R"”sont dérivables en a, alors f.g est dérivable en a et

(f9)'(a) = f(a)g(a) + f(a)g'(a).

Si g(a) # 0, le quotient f/g, qui est défini autour de a, est dérivable en a et
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Remarque: si g(a) # 0 et si g est dérivable en a, la fonction 1/g est dérivable en a et

(i)lm):fx@><——~+fW)X

9

Remarque: Les fonctions polyndmes z — P(z) = > ;_, a;x" sont dérivables sur R.

Remarque: Les fractions rationnelles x — % (quotient de deux polynomes) sont dérivables

sur R privé des points annulant le dénominateur.

33.1.3. Dérivées itérées

p (I intervalle, n > 2) @

Une fonction f : I — RP est n fois dérivable sur [ si, et seulement si, la fonction f est
dérivable sur I et si f’ est n — 1 fois dérivable sur I. Dans ce cas, on pose

Vo €1, f(”)(ac) = (f’)("_l)(:v).

| J/

Remarque: Soit I un intervalle et soit f : I — K une fonction. Par convention, on note
veel,  fO) = f(x).
La fonction f(©) = f est parfois appelée dérivée d'ordre 0 de la fonction f.

Remarque: Une application n fois dérivable f : I — R" satisfait Alors, on a

T () = — —
Ve el, J() dz dz dz dz dz, f(z)

n dérivations successives

n

Remarque: la dérivée n'*™e de f se note f™, ou parfois f ou plus rarement D" f.

x’)’l

p (I intervalle, n > 2) ®

Si f: I — RP est n fois dérivable sur I, alors on a

VPE {0,‘“,71}, Vo eI? f(n)('r) = (f(p)>(n_p) (.CC)

- (I intervalle non vide} D

On note C°(I,R™) 1'ensemble des applications f : I — R™, continues sur I.
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p (I intervalle non vide, n > 1) D

On note C™(I,R?) l'ensemble des applications f : I — RP dérivables sur I, dont la
dérivée f' appartient & C"~1(I,RP).

|

- (I intervalle non vide} ®)

L'ensemble (C™(I,RP),+,.) est l'ensemble des fonctions f : I — K de classe C"
sur I, i.e. des applications f : I — RP dérivables n fois sur I dont les dérivées f, f’,
£, -, ") sont continues sur I.

J

- (I intervalle non Vide) D

Une fonction f : I — RP est de classe € sur I <= f est de classe C" sur [
pour chaque entier n € N.
On note C*°(I,K) l'ensemble des fonctions f : I — K de classe C> sur I.

| J/

Pour n € NU {oc}, l'ensemble (C™(I,RRP), +,.) est un R-espace vectioriel.

@f
P
Vn € N, C"t(I,RP) C €"(I,RP).

Remarque: la suite des ensembles C™ (1, RP) est construite par récurence a partir de n = 1. A
noter que 1'on note souvent C"(I) plutét que €™ (1, R).

33.1.4. Opérations sur les dérivées itérées

- {I intervalle, (\, u) € RQ)
Si les fonctions f : I — RP et g : I — R¥ sont n fois dérivables (resp. de classe C")
sur I. Alors, la fonction \f + ug est n fois dérivable (resp. de classe C™) sur I et

@

Veel,  (Af+pg)™(z) =" (z)+ pg™(z)

| J/

- (I intervalle, n € N) @

Sif:I — Retg: I — RPsontn fois dérivables (resp. de classe C™) sur I. Alors,
la fonction f x g est n fois dérivable sur I (resp. de classe C™) et

el (fx9®@= ¥ (}) 0@,

0<k<n

(Formule de Leibniz)
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) (I intervalle, n € N, (-, -) produit scalaire de Rp) @

Sif:1— RPetg:I— RPsontn fois dérivables (resp. de classe C™) sur I. Alors, le
produit scalaire (f, g) est n fois dérivable sur I (resp. de classe C") et

veel, {(f9P @)= > <Z) (fB(),g" R (@)).

0<k<n

| J/

p (I intervalle, n € N) @

Sif:I—R3etg:I— R3sontn fois dérivables (resp. de classe C") sur I. Alors, le
produit vectoriel f A g est n fois dérivable sur I (resp. de classe C") et

el (Frg®@= 3 (}) @Al

0<k<n

| J/

- (I intervalle réel) ®)

Sif:I—R"etg:I— R sontn fois dérivables (resp. de classe C™) sur I et si
Veel,  g(z)#0,

alors, la fonction f/g est n fois dérivable (resp. de classe C™) sur I.

| J/

Remarque: Les fonctions polynomes z — P(z) = >_}'_, a;x" sont de classe > sur R.

Remarque: Les fractions rationnelles x — % (quotient de deux polyndémes) sont de classe

C°° sur R privé des points annulant le dénominateur.

(I et J intervalles) T

Si f: I — Jestn fois dérivableen a € I et si g : J — RP est n fois dérivable en
f(a) € J, alors la fonction g o f, qui est définie sur I, est n fois dérivable (resp. de classe
C") sur 1.

33.2. Fonctions de plusieurs variables
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33.2.1. Différentielle
- {U ouvert de R”,f:U—)RP,aEU) @

f est différentiable en a <= il existe une application linéaire u : R™ — RP telle
que
fla+h)=f(a)+ulh)+o(|h])  (h—0),

c'est a dire telle que l'application ¢ définie par
fla+h) = f(a) +u(h)+ || k| elh) (a+hel)

vérifie lim e(h) = 0.

h—0

P
Lorsqu'elle existe, 1'application linéaire u est unique. On l'appelle différentielle de f

en a et on la note df,.

Ezxzemple. Si la fonction vectorielle f : I — RP est dérivable en un point a de l'intervalle I C R, la différentielle
de f en a est l'application dfg : h — f/’(a)h car

fla+h)=f(a)+ f'(a)h+o(h)  (h—0).
——
u(H)
Ezemple. La différentielle en A € M, (R) de la fonction
[ Mp(R) = Mp(R)
M — M?
est 'application dfa : H — HA+ AH car

JA+H) = (A+H)x (A+ H)= A + HA+ AH + H? (Hemn(R))

f(A) u(H) o(IlH 1)
38.2.2. Dérivée suivant un vecteur
- (a € U ouvert de R”) )
La fonction f : U — RF admet une dérivée g—é(a) en a selon le vecteur 7 €
R" <«— d
t_’\ —
Af (o o Ha+ 80 = fl)
dv t—0 t

c'est a dire si, et seulement si, la fonction g : t — f(a + t¥) est dérivable en 0 et vérifie

L) =g0).

| J/

Remarque: on note aussi Dgf(a) la dérivée de f en a selon le vecteur v.
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33.2.8. Applications partielles

’ )

La 7°m¢ application partielle d'une fonction f : U — RP en a est la fonction
fi it f(a+tez) = f((ll," Ty Qi—1, 04 +t7ai+17” : 7an)-
Lorsqu'elle existe, la i'*™¢ dérivée partielle de la fonction f en a est la dérivée f/(0) de

8xf~ (a) ou 0; f(a) et elle satisfait

la ™ application partielle de f en 0. On la note

OF (o) — iy Flatte) = Fla)
8xi t—0 t
t£0
ou {ey, -, e,} designe la base canonique de R™.
f D

La i°™¢ dérivée partielle (dérivée partielle par rapport & ;) d'une application f :
U — RP est la fonction

aof . p
. U —> R
a— 5’83{1(@)

| J/

Remarque: la ¢*°™¢ dérivée partielle de f en a est la dérivée de f en a selon le 7'°™¢ vecteur

de la base canonique {e1, -, e,}

of of
oz, = 55 (@)

( L
L'application f : I — R™ admet une dérivée partielle par rapport a x; en a <=
les fonctions coordonnées fi, - - -, f,, implicitement définies par

{anouvertdeR”,lgign) @

veel, @)= (i) fal@),

admettent toutes une dérivée partielle par rapport a z; en a. Et dans ce cas, on a

@ = (G 5 @).
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33.2.4. Matrice jacobienne et jacobien

- (a € U ouvert de ]R”) @
Soit f : U — RP une application dont toutes les dérivées partielles sont définies en
a € U. et soient fq,---, f, les applications coordonnées implicitement définies par

vz e U, f@)=(fi(@), -, fp(x)).

Alors, la matrice jacobienne de f en a est la matrice J[f](a) de M, ,,(R) définie par

g_:ﬁ(a) ng;(a)
@ e (. )| @ e 8
a) = a,’]j‘]_ a 7.--aaxn a - . gfl(a)
g_ﬂjﬁci)(a) g»’{i(a)
i (anouvert de R”,n:p) @

Le jacobien de f : U — RP en a est le déterminant de la matrice jacobienne de f en a

Dl fo) s J[f](a).

D(«T17"';mn

|

Exzemple. Variables sphériques. (7,9, ¢) — (r cos ¢ cos ¥, r cos psin ¥, r sin ).

33.2.5. Lien entre différentielles et dérivées partielles

y
- ‘|1<z<n} @

On note dzx; la forme linéaire

- (a € U ouvert de R”) ®

La différentielle d'une fonction f en un point a est l'application linéaire

dfs := Z of (a) dzx;,

1<ign

T
qui appartient a l'espace £L(R™,RP). De plus, sa matrice dans la base canonique satisfait

Math dfa = J[f](a)
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33.2.6. Gradient

- (a € U ouvert de ]R”) @
Si f: U — R admet toutes ses dérivées partielles en a, le gradient de f en a est le
vecteur
d
a—g;fl(a)
grad f(a) := :
d
%(a)
Etant données f1,---, f,, les fonctions coordonnées de f implicitement définies par

Vz € U, f(@) = (frlz), -, fp(z)),

la matrice jacobienne de f en a satisfait

torad fi1(a)
J(f](a) = ;
torad fp(a)

| J/

Remarque: La différentielle de f en a s'exprime a l'aide du gradient et du produit scalaire.
dl’l
df, :=grad f(a).dZ  avec  dZ:=|

dx,

Ainsi, le gradient pointe dans la direction selon laquelle f augmente le plus et est orthogonal
aux courbes de niveau de f.

33.8. Applications de classe CF

p (k > 1, U ouvert de ]R”) @
L'application f : U — RP est de classe C* sur U <= toutes les dérivées
partielles de f sont définies et de classe C*~! sur U.
p (k‘ > 1, U ouvert de R”) @
L'ensemble des fonctions f : U — RP de classe C* sur U forme un espace vectoriel
que 1'on note C*(U, RP).

Composée de deuzx fonctions
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(U ouvert de R”, V ouvert de Rp) @

Soient f : U — RP et g : V — RY deux fonctions de classe C! telles que f(U) C V.
Alors, 1'application go f : U — RY est de classe C! sur U et

VaeU,  Jlgo fl(a) = Jlgl(f(a)) x J[f](a).

Autrement dit, pour 1 <i<qget 1 <j<n,ona

Va € U, 8(— Z afk = > hgi(f(a))d; fr(a)
<h<

Oz, 83:3
1<k<p

|

Remarque: Sous les hypotheses du théoreme précédent, on a
d(g © f)a = dgf(a) o dfs

Ainsi, pour 1 < j < n,ona

d(go 0 0
Va € U, (gx .f) (a) = Z 8_]€;€<f(a)>8_f(a) = Z Oeg(f(a))0; fr(a)
J 1<k< J 1<k<p
- (U ouvert de R”) ®)

L'application F : U — RP est de classe C* sur un ouvert U C R” si, et seulement si,
les applications coordonnées f;, implicitement définies par

VeeU,  F(z)=(fi(@), -, f(2)),

sont de classe C* sur U. Etant donné a € U, on a alors

Vh € R", dF,(h) = (d(fl)a(h)7 Tt d(fp)a(h)>

\.

Ezemple. Pour f € @1 (]Rz, R), calculer la dérivée de la fonction g :  — f(1 — z2,e%).

p (k > 0, U et V deux ouverts de R"\ D

L'application f : U — V est un difféomorphisme de classe C¥ <= f est une
bijection de U sur V, de classe C*¥ sur U, dont la bijection réciproque f~! est de classe
CF sur V.

|

- (U et V ouverts de R™} P
Si f:U — V est un difféomorphisme de classe @', alors, J[f](a) est inversible et

VaeU,  Jf(f(a) = Jlfl(a)".
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Exemple. Calcul de l'inverse de la matrice jacobienne des changements de variables : Polaire (r,9) —
(rcos¥,rsind) et Cylindrique (7,9, z) — (rcos ¥, rsind, z).

- (U ouvert de R”) @)

Si f : U — RP est une application de classe €2 sur U alors, pour (i,5) € {1,---,n},
on a

, . o (of 0 [of
(Théoréme de Schwartz) Va € U, oz, (6_1"]) (a) = 8_% (8IZ) (a).
- (U ouvert de R", f : U — RP de classe G"“) @
Pour 1 <i<net0<¥l<k, on pose
o' f 0 0
¢ =g e ——rr
———
¢ fois

Etant donné (¢y,---,¢,) € N™ vérifiant ¢; + --- + ¢, < k, on pose de méme

ael+-~-+£nf ol Htn

(a) = or'lr  oxly

Oy -+ Oy fla) = 2 f@)  (a€l).

dxlr ... dxty

L'entier ¢; est 'odre partiel de dérivation par rapport & la i®™¢ variable z;.
L'entier L :=¥¢1 +--- + ¥, est l'ordre total de dérivation

| J/

Remarque: pour k > 2, on peut calculer les dérivées partielles de f € €¥(U, RP) (d'ordre total
inférieur a k) dans l'ordre que 1'on veut.

Fonctions de classe C°°

- (U ouvert de R") D

L'application f : U — RP est de classe C® sur U <= f est de classe C¥ sur U
pour chaque entier k € N.

|

p (U ouvert de R", k > 1) P

Une fonction f : U — RP est de classe @ (resp. CF) sur U si, et seulement si, toutes
ses dérivées partielles (resp. d'ordre total inférieur & k) existent et sont continues sur U
(en tenant compte de 1'ordre de dérivation).

|

Ezxemple. Toute fonction polynomiale f : R™ — R est de classe C°° sur R".



364 OLus Livius BINDUS

Différentielle

- (U ouvert de R”) @
La différentielle d'une fonction f € €'(U, RP) est 1'application

df : U — L(R™,RP)
av— df,.

| J/

Exemple. Vu € L(R™,RP), u est de classe C*° sur R™ et vérifie du = w.

Opérations sur les différentielles

- {U ouvert de R", k € N* U {oo}}

Sif:U —RPetg:U — RP sont de classe CF, alors Af + ug est de classe C* sur U
et

®

Va € U, d(Af + pg)a = Adfa + pdga-
Sif:U—=RPetg:U — R sont de classe CF sur U, alors fg est de classe C*¥ sur U et

Va € U, d(f9)a = g(a)dfa + f(a)dga.

De plus, si g(x) # 0 pour a € U, alors f/g est de classe C* sur U et

i _g<a)dfa_f(a)dga
Lt d(g)a_ g(a)? '

33.3.1. Extrema
n
p {a € A C R} @

L'application f : A C R” — R admet un minimum (resp. un maximum) relatif en a
si, et seulement si, il existe » > 0 tel que

Vo € Bla,r) A, f(x) > f(a)  (resp. f(z) < f(a).

On appelle extremum relatif tout maximum ou minimum relatif.

n
- ‘,aEDCR} @

Le point a est un point critique d'une fonction f : D — R, si et seulement si f admet
des dérivées partielles en a, qui sont nulles, i. e.

Vk e {1,---,n}, ;Tf(a):().
k

| J/

Remarque: Si f est différentiable en un point critique a, on a forcément df, = 0.
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(a € U ouvert de R”) T

Si f € C1(U,R) admet un extremum relatif en un point a de 'ouvert U, alors a est
un point critique de f.

Ezemple. extrema de (z,y) — /22 +y2 — (z + y)/2.

Remarque: C'est une condition nécéssaire mais pas suffisante, la réciproque est fausse.

- (V voisinage de a € RQ} @)
Soit f : V — RP une application de classe €2 sur un voisinage de a. Alors, lorsque
h = (z,y) tends vers (0,0), on a
((Taylor Young))
of of f a*  Of f v 2
h) = =< ol Lt 9T (@)L h?).
flath) = F(@) + 5@+ G @+ 550 F + g (@ay+ 5@ +o( | b )
dfa\(':r,y) Q(;y)

Remarque: Si a € U est un point critique de 1'application f € C2(U,RP), on a

ra? + 25Ty + ty?

fla+h) = f(a)+ +o(z* +y%)  (h—(0,0)).

2
ou l'on a posé h = (z,y),
82 f o2f > f
(*) r 81‘2 (a>7 S axay (CL) € 8y2 (CL)
) (U ouvert de R?, a € U point critique de f € C?(U,R)} @)

Soient 7, s et t les nombres réels définis par (x). Alors, quatre cas se présentent :

1) Sirt —s%2>0etr <0, la fonction f admet un maximum relatif en a.

2) Sirt —s?2>0etr>0,lafonction f admet un minimum relatif en a.

3) Sirt —s? <0, la fonction f n'admet pas d'extremum relatif en a (selle de cheval).
4) Si rt — s> = 0, on ne peut conclure. Il faudrait affiner ['estimation de f en a.

| J/

Exemple. Extrema de (z,y) — 22 + 9% — 1, (z,y) — 22 — y? et de (z,y) — 22 — 2xy +y> +y" ?

34. Intégration sur un segment

34.1. Fonctions de classe €k par morceaux



366 OLus Livius BINDUS

Subdivisions
- {a < b) D
Une subdivision d'un segment [a, b] est une suite finie 0 = {zg,z1, -, x,} stricte-

ment croissante telle que zg = a et x,, = b. Autrement dit, telle que

a=20< 21 < < Tp_1 < Ty =0b.

a"'e

subdivision o

| J/

Remarque: on note o < ¢’ et 1'on dit que la subdivision o est plus fine que la subdivision ¢’

si la subdivision o contient tous les points de o’ (et eventuellement d'autres).

N
- la<hk€N} (@
La fonction f : [a,b] — K est de classe C* par morceaux sur [a,b] <= il existe
une subdivision o0 = {xg,---,z,} de [a,b] telle que la restriction de f a l'intervalle
Jz;_1, ;] est prolongeable en une fonction de classe C* sur [x;_1,z;] pour chaque
ie{l,---,n}.
N
- =a<@keN= (®
La fonction f : [a,b] — K est de classe C* par morceaux sur [a,b] <= il existe
une subdivision o = {xg, -, x,} de [a,b] telle que
f est de classe CF sur 'intervalle ouvert ]a;_ 1,z
pour 1 <i<n les dérivées f, f',---, f(k) admettent une limite a droite en x;_1
les dérivées f, f',---, f (k) admettent une limite & gauche en z;

Remarque: une telle subdivision o est alors dite adaptée (ou subordonnée) a f.

Remarque: on se moque totalement des valeurs de f aux points xg,x1, -, Zp.
N
- =a<&keN} P

L'ensemble des fonctions de classe C* par morceaux sur [a, b] est stable par addition,
par multiplication externe, par produit. C'est un sous-espace vectoriel de F ([a, b], K)

|

N
- la<@keN} P
La composée g o f d'une application ¢ de classe C¥ avec une fonction f de classe CF
par morceaux sur [a, b] est de classe C¥ par morceaux sur [a, b].

|
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(I intervalle, k£ € N} D

La fonction f : [a,b] — K est de classe C* par morceaux sur l'intervalle I <= La
fonction f est de classe C¥ par morceaux sur chaque segment [a,b] C I.

“ Exercice 23. Prouver que la fonction f : x +— [%] est continue par morceaux sur l'intervalle ]O, oo[ mais ne

l'est pas sur le segment [0, 1], si l'on pose f(0) := 0.

|k € N} D
Une fonction T-périodique f : R — K est de classe C* par morceaux <= la
fonction f est de classe C¥ par morceaux sur 1'une de ses période [a,a + T.

4 Exercice 24. Prouver que la fonction w-périodique f uniquement déterminée par f(z) :=z (0 < = < 7) est

de classe C°° par morceaux.

1k € N; P
La restriction au départ d'une fonction ¥ par morceaux est de classe C* par
morceaux.

34.2. Intégrale d'une fonction continue par morceaux

- {a < b} D)
Si f : [a,b] — R est continue par morceaux sur [a, b], il existe une suite croissante
(¢n)nen et une suite décroissante (1, )nen de fonctions en escaliers sur [a, b] telles que

1
n+1

(34.1) Vn € N, on < f <Yy et Y — pn <

De plus, les suite ( fab ©n)nen €t ( f; ¥ )nen convergent vers une méme limite ¢, qui ne
dépend pas du choix des suites (¢n)nen €t (¥ )nen vérifiant (34.1).
Cette limite ¢ est appelée intégrale de la fonction f sur le segment [a,b] et on la note

b b b b
/(lf(x)dxzf[a’b]fz/a Fim dim | sonzngrfm/a -

Par convention, on pose

/baf(x)dx::—/abf(x)da: et /aaf(a:)d:z::o_

| J/

Remarque: Avant d'intégrer une fonction sur [a,b], vérifier qu'elle est intégrable sur [a, b,
c'est-a-dire qu'elle est continue par morceaux sur [a, b].

Remarque: le fait de modifier les valeurs de la fonction en un nombre fini d'endroits ne modifie
pas son intégrale.
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- {a < b} @
Si f : [a,b] — C est une application continue par morceaux sur [a, b, alors ses parties
réelles et imaginaires g : [a,b] — R et h : [a,b] — R implicitement définies par

Vx € [a,b], f(x) = g\(fl +i @

Re f(z)  Sm f(z)

sont continues par morceaux et l'intégrale de f de a a b est par définition le nombre

/abf(x)d:c = /abg(x)dx-i-i/abh(x)dx.

\. J

Remarque: 1'intégrale d'une fonction sur [a, b] d'une fonction continue par morceaux est (par
définition) l'aire (algebrique) de la zone délimitée par l'axe des abscisses et le graphe de la
fonction f pour a < x < b.

Remarque: le fait de modifier les valeurs de la fonction en un nombre fini de points ne modifie
pas son intégrale.

34.3. Propriétés fondamentales de l'intégrale

) (I intervalle, (a, b, C) € IS) @

Si f : I — K est une fonction continue par morceaux sur I, alors la fonction f est
continue par morceaux sur les segments [a, b, [b, c], [a, c] et

c b c
(Relation de Chasles) / f(x) dx:/ f(x) dx+/b f(z) d.

- ((a, b) € R, (\, ) € KQ) ®)
Sif:[a,b] > Ketg: [a,b] - Ksont deux fonctions continues par morceaux sur
la, b], alors la fonction \f + pg est continue par morceaux sur [a, b] et

b

b b
(Linéarité) / (Mf(z) + pg(z)) do = )\/ f(x)dx + ,u/ g(z)dx.
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, {a < b) ®)
Si f : [a,b] — R est une fonction continue par morceaux sur [a, b], alors
b
(Positivité) Vo € la,b], f(z)=0 == / f(z)dx > 0.
720 ’
- a < b} @
Si f:[a,b) = Ret g:[a,b] - R sont continues par morceaux sur [a, b], alors
b b
o N Y / G / o
ng ’ ’
- ‘, a<b ', @
Si f : [a,b] — R est continue par morceaux sur [a, b], alors 'application |f| est
continue par morceaux sur [a, b] et
b b
, {a < b) ®)
Si f:la,b] > Ketg:[a,b — K sont continues par morceaux sur [a, b, alors
b b
(Inégalité de la moyenne) / f(@)g(z)dz| < sup |f(2)] x/ |9(x)| da.
a a<a<h a
En particulier, on a
b
| f@ds| <o) sup |1(a)]
a a<z<h
- {a < b} @)

alors

b
‘\v’xé[a,b], f(x):q = /f(t)dtzO.

g

f=0

Si f : [a,b] — R est une fonction continue et a valeurs positives ou nulles sur [a, b],
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34.4. Développements limités

34.4.1. Développement limité en un point

( .. A
- {a € 7 intervalle} @

La fonction f : I — K admet P € K,,[X] comme développement limité en a & 1'ordre
n <

flx) = z”: ar(z —a)f +o, ((x - a)n).

k=0

szm )

Le développement limité de f en a a l'ordre n est unique.

p (a € 1 intervalle, 0 < m < n) @
Si P(z) = Y p_oax(z — a)* est le développement limité de f : I — K en a a l'ordre
n, i.e.
f(z) = Z ax(z — a)® 4o, ((m — a)n),
k=0
P(x)
alors la troncature Q(z) = Y., ax(x — a)¥ a l'ordre m de P est le développement
limité de f en a a l'ordre m, i.e.
f(z) = Z oz — a)* 4o, ((m — a)m>.
k=0
Q=)
34.4.2. Opérations algébriques
p (P et Q développements limités de f et g en a a l'orde n) P
La somme f 4+ g admet en a un développement limité a 1'ordre n égale a P + Q) . ?

- (P et () développements limités de f et g en a a l'orde n} P

Le produit f x g admet en a un développement limité a l'ordre n, donné par la
troncature du polynéme P x ) a l'ordre n.

|

p (P et Q développements limités de f et g en a a l'orde n) P

Si g(a) # 0, le quotient f/g admet en a un développement limité & 1'ordre n, donné
par la division suivant les puissances croissantes de P par (Q a 1'ordre n.

|
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‘,n}O}

1 S
= E u® 4 og(u™).
1—-wu P

Remarque: on peut utiliser la propriété précédente pour calculer le développement limité d'un
quotient (plutot que d'effectuer la division suivant les puissances croissantes).

- (a el intervalle) @
Si f est de classe C" sur I, alors f admet un développement limité a 1'ordre n en a et
— f (k)(a) k
(Formule de Taylor Young) f(z) = Z o (x —a)®+ oq4 ((m — a)”).
k=0 )
(a € I intervalle)
0 { ) ®

Si f : I — K est une fonction dérivable sur I dont la dérivée f' admet en a le
développement limité a 1'ordre n suivant

n
f(z) = Z ap(z —a)* + oq ((m — a)”),
k=0
alors, la fonction f admet en a un développement limité a l'ordre n + 1 donné par

ntl (z — a)*+!

] +0a<(x —a)”+1>.

| J/

( : B
- {a € I intervalle} @

Si f: I — K est une fonction continue sur I admettant en a le développement limité
a l'ordre n suivant

@)=Y anle - ) + 0u (2 ),
k=0

alors, une primitive F' de f admet en a un développement limité a 1'ordre n + 1 donné
par
n+l (z — a)*+!

| + 04 <(cc — a)"+1>.

| J/

Remarque: on peut donc intégrer un développement limité pour trouver celui d'une primitive
(on y gagne un ordre de précision). Ne pas oublier la constante d'intégration

Remarque: si f" admet un développement limité, f admet aussi un développement limité
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que 1'on peut dériver pour trouver celui de f’ (on y perd un ordre de précision).

34.5. Intégrales généralisées

34.5.1. Intégrales impropres

r—( f continue par morceaux sur I intervalle d'extrémités a € R inclus et b € R exclus)—@

L'intégrale impropre f; f(t)dt converge <= la limite lirr%) [ f(t)dt existe (et est
z—

xel
ﬁﬁéﬁ)el cas, on pose

/abf(t) dt = lim /:f(t) dt.

r—b
zel

Lorsque 1'intégrale f: f(t) dt ne converge pas, on dit qu'elle diverge.

| J/

Ezemple. fol Intdt = —1.

- {aE]R', ®

+oo
L'intégrale impropre / e~ dt converge <<= a > 0.
0

- {a € R} ®
+oo
(Intégrales de Riemann) L'intégrale / t~“dt converge <— a>1
1
1
L'intégrale / t~*dt converge <— a<]l1.
0
r (I intervalle d'extrémités a € R inclus et b € R exclus) ®

Si l'application f : ]a,b] — C est continue par morceaux sur [a,b[ et si ¢ € [a, b], alors
les intégrales f; f(t)dt et fcb f(t) dt ont méme nature. En cas de convergence, on a

(Relation de Chasles) /b f(&)de = /C f(t)dt + /b f(t)dt.
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,—(k,’ Zlet —co<ag<ar < <ap < +00, suite strictement croissante)—®

Si f :]ag,ax][ — C est continue par morceaux l'intervalle |a,_1,a,[ pour 1 < n < k.
Alors, 1'intégrale fact)k f(t)dt converge <= pour chaque n € {1,---,k}, il existe
Cn € lan—1,an] tel que les intégrales fac"_l f(t)dt et [ f(t)dt convergent. Dans ce

cas, on pose
/’“f(t)dt: Z </n f(t)dt+/ nf(t)dt).

1<n<gk

| J/

Lot
Ezxzemple. L'intégrale / - diverge.
-1

1 dt +oo
Exemple. Les intégrales / Wiparri et e Ithat convergent.
-1 - —0o0

34.5.2. Propriétés

( 2 1
- 1(a,0) € R*, a < b} ®)
Si f : [a,b[ — C est une application continue sur [a, b| admettant une limite finie en b,

alors la fonction fdéﬁnie par

- flx)sia<x<b
f(@::{ling(t)six:b

est continue sur [a, b] et l'intégrale impropre f; f(t)dt converge et vérifie

b b
(Fausse intégrale impropre) / fydt = / f(t)dt.
L,_/ L,_/
intégrale généralisée integrale * “normale'’

l .
sint
Exemple. / 4 dt est une fausse intégrale impropre.
0

% {(a,b) eR, N e C*} ®
Si f :]a,b] — C est continue par morceaux sur |a, b[, alors f; Af(t)dt et f; f(t)de
ont méme nature et, en cas de convergence, vérifient

b b
(multiplication par une constante non nulle) / Af(t)dt = A / f(t)de.
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( —2)
% | (a,b) € R ®)
Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur ]a, bl.
Si f; f(t) dt converge et si f g(t) dt diverge, alors f (f(t) + g(t)) dt diverge.

Si f: f(t)dt et f g(t) dt convergent, alors f (f@t)+ g(t)) dt converge et 1'on a

b b b
(addition) / (F(t) + g(t)) dt = / £t dt + / o(t) dt.

\. J

1 1 : 2 1 1 o 2
2t 1-— 2t de 2t
Ezemple. / cost( ) dt = / $+U dt diverge car / e diverge et / w dt converge.
0 0 0 0

Remarque: f: ( flt)+ g(t)) dt peut converger alors que f: f(t)dt et f g(t) dt divergent. Dans
ce cas, vous n'avez pas le droit d'écrire que

b b b
[ G +gmya= [soat g

diverge! diverge !

r—[(a7 b) € Kz, f:]a,b] = Ret g:]a,b[ - R continues par morceaux sur |a, b[]—@)

L'intégrale fab (f(t) + ig(t)) dt converge <> les intégrales fab f(t)dt et ffg(t) dt
convergent. Dans ce cas, on a

b b b
[ G@o+iswya= [ soar+i g

| J/

Lcos(2t) — 1 ! sin(2t
cos(2t) gt et/ sin(2t)
t 0 t

1 ,2it
e2it _
Ezemple. / p dt converge car / dt convergent.
0

0

Intégration par partie

- (a et b dans R, f et g deux fonctions de classe C! sur ]a, b[) D
Si deux des trois nombres f f(t)g(t)dt, f f(t)g'(t)dt et
b
[f(t)g(t)]a = lim (f(t)g(t)) —1im (f(H)g(t))
sont définis, alors le troisieme 1'est aussi et 1'on a
b b b
(Intégration par partie) / f(t)g(t)dt = [f(t)g(t)] - f(t)d (t)dt.
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Théoréme de changement de variable

r—(a < b dans R, ¢ diffSomorphisme de classe C' de |a,b[ dans un intervalle I J—CD

Si f: I — C est continue par morceaux sur I. Alors f&g’; f(x)dz et f; F(o@)e'(¢)de
ont méme nature. En cas de convergence, on a

w(b) b
(Changement de variable) /( | f(z)dx :/ fp(t)¢'(t) dt.

Remarque : si ¢ est croissante on a J = |p(a), p(b)[, sinon on a J = Jp(b), v(a)].

| J/

4 sint 1 T
Ezxemple. / ———————dtet / ont méme nature car t — — cost est un difféomorphisme de classe
0 1+ cost 1 V1l—=x

Cl de ]0,77[ sur ]—1,1[.

Remarque: Le non-respect des hypotheses de ce théoreme mene a des horreurs, surtout avec
les changement de variables trigonométriques...

2m
A Exercice 25. Calculer I := V1 4+ costdt et montrer que I # 0.
0
( — ) )
% 1(a,b) € R et f:]a,b[ - C continue par morceaux sur Ja, b[| ®)

Si l'intégrale ff ‘f(t)‘ dt converge, alors 1'intégrale f; f(t)dt converge et l'on a

/a ’ £(t) dt

| J/

(convergence absolue)

b
</ |£(®)] dt.

Convergence absolue

D
L'intégrale f: f(t)dt converge absolument <= l'intégrale ff ‘ f (t)‘ dt converge.
> dt oo it
Ezxemple. /1 o) converge, donc /1 = dt est absolument convergente.
Semi—convemence
D

bL'intégrale f: f(t)dt est **semi-convergente'' <= ff f(t) dt converge et
[ |f(@)|dt diverge.

> sint ) ° | sint| .
Exemple. - dt est semi-convergente car elle converge et car —— dt diverge.
1 1
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Fonctions intégrables

1
- { I intervalle } @
Une fonction f : I — C continue par morceaux sur [ est intégrable sur I <= f
admet sur I une intégrale absolument convergente <= il existe un réel M > 0 tel

que

b
Pour tout segment [a,b] C I, / |f(t)|dt < M

Dans ce cas, on appelle intégrale de f sur I, l'intégrale (eventuellement généralisée)

/I Ft)dt == /:I F(t)dt.

34.6. Intégrales généralisées des fonctions positives

34.6.1. Propriété fondamentale

r—[a € R, b > a un élément de R, f : [a,b] — R une fonction croissante
Si f est majorée sur [a, b[, alors lin%) f(x) =sup{f(z) :a < x < b}
r—r

Si f n'est pas majorée sur [a, b, alors lin}) f(x) = +oc.
T—r

|

- (a €R,b>adans R, f:]a,b] = R continue par morceaux} ®)

Si f est positive sur [a, b, alors l'intégrale f; f(t)dt converge <= z fax f(t)dt est
une fonction majorée sur [a,b] <= il existe M > 0 tel que

/xf(t)dt‘gM (a <z <Db)

| J/

Exemple. fol sin % dt est absolument convergente.
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Intégration sur un segment

34.6.2. Intégration des relations de comparaison
(

377

- e € R, b > a un élément de F}

Soient f : [a,b] — Ret g : [a,b] — R deux applications continues par morceaux
sur [a, b[ telles que

0< flz)<g(@) (a<z<h).
Si f; f(t)dt diverge, alors f:g(t) dt diverge.

Si fabg(t) dt converge alors fab f(t)dt converge et 1'on a

b b
(Intégration des inégalités) 0 é/ f(t)dt é/ g(t) dt.

|

©

>%pour0<t<1.

/°° sintdt
— | <
o 1-+1¢2

(

L de
: 1
Ezxemple. /0 P diverge car el

™

3"

> gintdt
Exemple. / converge absolument et vérifie
o 1-+1¢2

—

r la € R et b> a élément de R}
Soient f et g des fonctions continues par morceaux et positives sur [a, b[ telles que

f(z) = op(9(2)).

Si f; f(t)dt diverge, alors f:g(t) dt diverge et l'on a

(intégration des petits 0) / f(t)dt = oy (/ g(t) dt).
N N

Si ffg(t) dt converge, alors f; f(t)dt converge et 1'on a

b b
(intégration des petits 0) / ft)ydt. = 05(/ g(t) dt).
N <
F(b)—F(x) G(b)—-G(z)

|

@)

Remarque: Ce théoreme permet notament d'intégrer les développements asymptotiques.

1 dt u dx U/ U
Application : Arccos(l — u :/ 7:/ — = V2u+ Y= +o(u? u— 0.
o Cw=) A Ve e ) o)

Exercice 26. Déterminer un développement asymptotique & l'ordre 2 de f(x) = Arcsin(z) en z = 17.
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sint sin? ¢ sint
Remarque: Ecrire / —— dt converge et =o0 (—) lorsque ¢ tends vers +oco donc

1V Vit

L, sin?
l'intégrale / ; dt converge est une horreur...
1

- (a € R et b > a un élément de ﬁ) @

Soient f et g des fonctions continues par morceaux et positives sur [a, b| telles que

f(@)~ g(z).

Alors, f: f(t)dt et f; g(t) dt ont méme nature. De plus, en cas de divergence, on a

(intégration des équivalences) / f@t)dt ~ / g(t)dt.
F(@) G()

et en cas de convergence, on a

(intégration des équivalences) / f(t)dt ~ / g(t)dt.
F(b)— F(w) G(b)— G(w)

boodt Loodt

Ezemple. Comme / diverge, on a ~ —Inzx.
o Arctant « Arctant o+
> dt > dt 1

Ezemple. Comme / ——— converge, on a / —_— ~ —.
4 12— 3t . t2-3t © x

Remarque: Si f(t) ~ g(t) > 0 lorsque t — b, alors f(t) > 0 lorsque ¢ — b.

34.7. Intégrales a un parameétre

34.7.1. Continuité des intégrales a un parameétre
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- (a < b dans R, I intervalle, f : (t,2) — f(t, ) application} D

Si l'application ¢t — f(¢,x) est continue par morceaux sur |a,b[ pour chaque = € [
fixé,
si l'application z — f(t,x) est continue sur I pour chaque nombre réel ¢ € |a, b] fixé et
s'il existe g : Ja,b[ — RT continue par morceaux telle que ff g(t) dt converge et telle que

(hypothese de domination) | f(t,2)| < g(t) (a<t<buxel),

alors l'intégrale F(z) := f; f(t,x)dt converge absolument pour chaque nombre x € I et
la fonction F': I — C est continue sur I. En particulier, pour chaque x¢ € I, on a

b b
(Convergence dominée) lim f(t,z)dt = / lim f(t,x)dt.
Tr—rT0o a a T—rT0o
F(@) F(ao)

—(Théoréme de continuité des intégrales généraliséesa un paramétre)—‘

Remarque: ce théoreme de continuité des intégrales généralisées a un prametre est également
appelé théoréme de convergence dominé ou théoreme de Lebesgue.

Remarque: si 1'application (t,z) — f(t,z) est continue sur Ja,b[ x I, les deux premieres
hypotheses du théoreme sont automatiquement vérifiées.

Remarque: Ce théoreme permet d'intervertir limite et intégration.

Remarque: comme ce théoréme ne permet pas de faire tendre x vers +oo (certaines de ses
variantes hors programme le permettent), nous devrons pour cela contourner la difficulté en
posant x = 1/u pour se ramener & une limite en 07 ou en 0.

1 T

Application : Calculer la limite lim -
z—+o00 Jo xet 4+t

Variante pour les intéqgrales non-impropres.

p (a < bdans R, I intervalle) @

Si f:(t,xz)— f(t,x) est continue sur [a,b] X I & valeurs dans C, alors l'application

F:I—C

b
x r—>/ f(t,x)dt

est définie et continue sur l'intervalle I.

| J/

1
Application : La fonction F : z / v/ 1+ cos(tz) dt est continue sur R.
0

Remarque: Ce théoreme est également vrai lorsque 1'on remplace 1'intervalle I par un ouvert

U de R™.
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1 2
Application : La fonction F : (z,y) — / etYt" dt est continue sur R2.
0

34.7.2. Dérivation des intégrales a un parametre

(

]

- 1o < b dans R, I intervalle, f : (t,z) — f(t,z) application) @)
0
Si l'application z — a—f(x, t) est définie et continue sur I pour t € ]a, b| fixé,
x
0
sit— —f(zl;,t) et t — f(t,z) sont €° par morceaux et intégrables sur Ja, b[ pour z € I

Ox
et s'il existe h : ]Ja,b] — RT continue par morceaux telle que fab h(t)dt converge et telle
que

(hypothese de domination) ‘g(t, x)| < h(t) (a<t<bxel),

ox

alors l'intégrale F(x) := f; f(t,z)dt converge absolument pour chaque nombre x € I et
la fonction F': I — C est de classe C! sur I et vérifie

b b
(Dérivation sous l'intégrale) Ve e, di/ flt,x)dt = g(t, x) dt.
z J, o Oz
— ——

F(x)

—(Théoréme de dérivation des intégrales généralisées a un paramétre)—‘

0
Remarque: si 1'application ¢ +— —f(:c,t) est continue par morceaux et vérifie l'ypothese de

ox

domination, elle est automatiquement intégrable sur |a, b|.

Remarque: si 1'application (¢,7) — f(¢,x) est de classe C! sur |a,b[ x I, les trois premiéres
hypotheses du théoreme sont vérifiées.

Remarque: Ce théoreme permet d'intervertir dérivation et intégration.

Remarque: le théoréme est encore vrai si l'on enléve * “intégrable'' de la deuxieme hypothese et

sil'on ajoute que l'intégrale fab f(t, x) dt doit converger pour au moins un xg € I. Cette version
plus puissante n'étant pas officiellement au programme, nous contournerons la difficulté en
intégrant par partie.

Application : la fonction définie par F(z) = floo il—j_f dt est dérivable sur [O, 400 [
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Théoréme de dérivation multiple des intégrales généralisées a un paramétre

r—[k € N*, a < b dans R, I intervalle, f : (t,z) — f(t,x) application)—@

Si l'application x + f(z,t) est de classe C¥ sur l'intervalle I pour t € ]a, b fixé,
n

sit — a—n(:v, t) est continue par morceaux et intégrable sur Ja,b[ pour z € I et

43
0 < n < k fixés et s'il existe g : Ja,b[ — Rt continue par morceaux tel que f:g(t) dt
converge, avec

. o oFk
(hypothese de domination) ok (t,z)| < g(t) (a<t<bxel),
&

alors la fonction définie par F'(z f f(t,z)dt est de classe CF sur I et vérifie

Vn e {0,---,k}, Vzel, x)dt = / 8” t,x

F (I)

Théoréeme de dérivation multiple des intéqrales a un parameétre

- (k € NU{oco}, a <bdans R, I intervalle) ®)

Si la fonction f : (¢,z) — f(t,z) est de classe C* sur [a,b] x I, alors 1'application

est de classe CF sur l'intervalle I. De plus, pour 0 < n < k, on a

Ve el . /bf(t x)dt = (9”f(t x) dt.
’ dz™ J, 7 - ), Oxn
—_——

Remarque: Ce théoreme est également vrai lorsque 1'on remplace 1'intervalle I par un ouvert
U de R".

1 2
Application : La fonction F : (z,y) — / eTt=Yt" dt est de classe @ sur R2.
0

34.7.3. Intégration des intégrales a un paramétre
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Théoréme de Fubini

( A
- {a <betc<ddans R} @

Si f:(t,z)— f(t,x) est une application continue sur [a,b] X [c,d], alors on a

/j(/jf(t,x)dx) dt = / f(t,a:)dtdx:/cd(/abf(t,:z:)dt) dzr.

[a,b] X [c,d]

35. Séries

35.1. Séries numériques

Etant donnée des nombres complexes (u,)nen, nous étudions dans cette section la série
> oos o Un, c'est-a-dire la suite des sommes partielles définie par

N
SN ::Zun (N e N).
n=0

Nous voulons essentiellement savoir si cette suite admet une limite, que nous calculons lorsque
c'est possible.

Pour étudier 1'existence de la limite Z:LO:O U, nous nous assurons d'abord que la condition
nécéssaire de convergence
lim wu, =0
n——+o0o
est satisfaite puis nous utilisons, au besoin, les outils suivants :
Séries téléscopiques (permet le calcul de la limite)
Théoreme spécial des séries alternées
Changement d'indice
Relation de Chasles
Convergence absolue
Sommation des équivalents
Sommation des inégalités
Sommation des o
Comparaison série-intégrale

35.1.1. Définitions

Dans toute cette section, le symbole K désigne le corps R ou le corps C.

© XN N

- ((un)nEN suite d'éléments de K) @

On appelle suite des sommes partielles de (uy,) la suite (S, )nen définie par
Vn € N, S, = Z U

et on appelle série de terme général (u,,) le couple ((un)neN, (Sn)neN).

| J/
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Remarque: on peut déduire la suite u,, de sa suite S,, des sommes partielles. Ainsi, on a

Uy = SO et Up = Sn — IOn—-1 (77, 2 1)

p ((Un)neN suite d'éléments de K) @

La série de terme général (u,,) converge vers S € C < la suite des sommes partielles
(Sn)nen de (uy,) converge vers S, i.e.

Ve >0, dN €N telque Vn €N,

n
S —5‘ <e.
k=0

——
Sn

Le nombre S est alors appelé somme de la série et 1'on écrit
o0
Eukzguk:hm E up = lim S, = S.
n—oo n— oo
k=0 k>0 0<k<n

Si la série de terme général (u,) ne converge vers aucun nombre S € K, i.e. sila
suite (.5,,) des sommes partielles de (u,) n'admet aucune limite finie, on dit que la série
diverge.

[ee]
Ezemple. Pour a € C, la série géométrique Z a™ converge < |a| < 1 et, dans ce cas, on a
n=0
> 1
(Sommes géométriques) Z ab = —— (|a| < 1).
1—a
k=0
p ((Un)nEN suite d'éléments de K, ng € N) @

Les séries Y 07 | Up = ) 32 Uktng €6 D, —o Upn ONt méme nature. De plus, en cas de

convergence, on a

e’} ng—1 ')
(Relation de Chasles) Z Uy, = Z Uy, + Z Uy,
n=0 n=0 n=ng
o.@]
La suite de terme général r,, = Z uy est appelée suite des restes de la série
k=n-+1

oo |
Y neng Un €t 1'on a

SnZS—TnZZUk—Tn (n > 0).
k=0
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( . e \
- | (un)nen suite d'éléments de K D
oo
Si Yo, un converge, la suite de terme général r,, := Z uy est appelée suite des
k=n+1

restes de la série > 7 uy,. Elle converge vers 0 et satisfait

(suite des restes) Z ug +rp = Z ug (n>0).
k=0 k=0
SN—— SN——
Sy, S
35.1.2. Propriétés élémentaires
((Un)neN suite d'éléments de K) P

. oy o'} , . .
Sl la serie Zn—o Uun Converge, on a nécessairement hm Up = O
- n— o0

Lorsque (uy,)nen ne converge pas vers 0, on dit que Y o u, diverge grossiérement.

Exemple. La série Y 7 ;a™ diverge grossiérement lorsque |a| > 1.

>
1
Remarque: Attention, la réciproque est fausse : la série g — diverge...
n

n=1

( ((un)neN suite d'éléments de K, \ € K*) ®

Les séries Y o~ Auy, et > u, ont méme nature. De plus, en cas de convergence,
on a

(Multiplication) Z Ay = A Z Uy -
n=0 n=0
- ((un) et (vy,) suites déléments de K } ®)

. [ee) . o0 . o o .
Si )., _,un converge et si ) v, diverge, alors la série )~ (u, + v,) diverge.

Si >0 o un et Y oo v, convergent, alors la série Y~ (u, + v,,) converge et l'on a

(Addition) i Up + i Vp = i(un + vp).
n=0 n=0 n=0

| J/

Remarque: Y .. ch(n) et —> > sh(n) divergent et pourtant » ., (ch(n) — sh(n)) con-
verge.



Séries 385

f L
o oo . ] o0 oo
La série )~ (un + iv,) converge <= les séries >~ ju, et >~ v, conver-
gent. En cas de convergence, on a

((u,) et (vyp) deux suites réelles} ®)

oo oo oo
(Composantes) Z(un +ivy) = Z Up + 1 Z Up-
n=0 n=0 n=0
((u ) suite complexe |
p \Hn neN ) D

La série Y ", u, converge absolument <= la série Y ,|u,| converge.

La série >~ u,, est semi-convergente <= > u, converge et y - |u,| diverge.

|

- ((un)nEN suite complexe) ®
Si la série >~ |u,| converge, alors la série Y, u, converge et l'on a
oo oo
(Convergence absolue) Z Up| < Z [t .
n=0 n=0

Remarque: Les ensembles Fq, Fy et E3 respectivement formés par les séries d'éléments de K,
les séries convergentes d'éléments de K et les séries absolument convergentes d'éléments de
K forment trois K-espaces vectoriels vérifiant

EgCEQCEl.

Sommes telescopiques

- ((un)nEN suite complexe) ®

La série ug + > -, (un — up—1) converge <= la suite (uy,)nen converge. De plus,
en cas de convergence, on a

oo
(Séries télescopiques) ug + Z(un — Up—1) = lim wu,.
1 n—o0
ne
> 1 > 1
Exemple. La série In (1 + ) diverge et la série ——— converge vers 1.
ngl n n;l n(n+1)
((un)neN suite réelle) D

La suite (u,,) est alternée (resp. a partir du rang ng) <= le nombre (—1)"u,, est
de signe constant pour n > 0 (resp. pour n > ng).

Ezemple. la suite un := n(—1)" + 10 est alternée a partir du rang ng = 10.
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Théoréme spécial des séries alternées

- ((un)neN suite réelle alternée) @

Si la suite |u,| est décroissante et de limite nulle, alors la série Y~ u,, converge et

o0
(Théoréme spécial) Vk >0, Z uy, est entre 0 et uy inclus.

n=~k

Remarque: on est capable d'encadrer la suite r; = Z;O:k 41 Un des restes, c'est tres utile
lorsque 1'on veut approcher la série par une de ses sommes partielles.

o0
—1)"
Application : La série Z u converge et sa somme S est dans le segment [—1,0]. Plus précisément,

n=1
k(1 yk+1
vk > 0, S:ngl( 711) + 7 avec 1 entre 0 et %
35.1.3. Séries de nombres positifs
Propriété fondamentale
- ((Un)neN suite de nombres positifs} ®

La série Y ~°  u, converge <= il existe M € R tel que

k
VEEN, > up <M.
n=0

oo
: : k
En cas de divergence, on a khm Y meo Un = +00 et 1'on note alors E Uy = F00.
—00

n=0
Sommation des inégalités
- ((un)neN et (vn)nen suites réelles} ®)

Supposons que les suites (uy,) et (v,) vérifient
0<u, <v, (n > 0).

Si la série > 7, uy, diverge, alors la série Y ° v, diverge.
Si la série Y 7, v, converge, alors la série Y - u, converge et 1'on a
n=0 Un ge, n=0 Un g

oo oo
(Sommation des inégalités) 0 < Z Up < Z U,
n=0 n=0

Application : Comme 0 < In (1 + %) < % pour n > 1 et comme > 2 | In (1 + %) diverge, la série harmonique
[eS) 1

ne1 5 diverge.
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Lo _n? _ - _ - _n2
Application : Comme 0 < e™" < e " pour n € N et comme la série > >7 (e~ converge, la série > 2 je "

converge.

Sommation des o

- ((un)neN et (vn)nen suites réelles}

Supposons que les suites (u,) et (v,,) soient positives et vérifient u,, = o(vy,).
Si la série >~ uy diverge, alors la série Y v, diverge et l'on a

©

k k
(Sommation des o) E Up =0 E Un, (k — 00).
n=0 n=0
. 7. o0 7. oo |
Si la série )~ v, converge, alors la série )~ u, converge et l'on a

(Sommation des o) Z Up =0 Z Un, (k — 00).
n=~k n=~k

o0
Application : Comme “;L(g‘) =o0 (n(n1+1)) et comme y_ >, m converge, ». IHTE? converge et

n=1

> In(n) _ > 1 _ 1
; 3 O<Zk(kz+1)>o(n) (n — +00).

k=n

Application : Lorsque @ < 1, on a % =o0 (n%) Comme > >, % diverge, la série > >, n% diverge.

oo (71)n71
)n71 converge car

n=1 py(—nn-1
N G A
n+(-)" ' n +( )

Exzemple. La série >

(-n"-!

Ezemple. La série > 7 | T T

diverge car

) I ) L S
Vit ()" v n+°< )

Sommation des équivalents

p ((un)nEN et (v )nen suites réelles positives} @

. /. o0 oo A
Si wy, ~ vy, alors les séries >~ ju, et > " v, ont méme nature.
De plus, en cas de divergence, on a

k k
(Sommation des équivalents) Z Uy ~ Z Un (k — 00).
n=0 n=0
Et en cas de convergence, on a

(Sommation des équivalents) Z Uy ~ Z Un, (k — 00).
n=k n=~k
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Application : Comme % ~ m et comme y_ >, m converge, la série > , % converge et
oo [e o) [ee)
1 1 1 1 1
—~ - = R = - k — 00).
2 3~ 2w Z(n n+1) p (ko)
n==k n=~k n=k

Application : Comme In(chn) ~ n et comme » >  n diverge grossiérement, » > ;In(chn) diverge et

k k 2
Zln(chn)wZn:@w% (k — o00).
n=0

n=0

Comparaison séries-intégrales

( f 0,00 = R continue par morceaux sur |0, oo[)

T
Si f est positive et décroissante sur [0, 00|, alors l'intégrale [° f(t)dt et la série
>0 o f(n) ont la méme nature.
Remarque: On peut encadrer les sommes partielles de la faccon suivante :
N+1 N N
[ rna<Y sm<so)+ [ e e,
0 n=0 0
Inversement, on peut encadrer l'intégrale a 1'aide des sommes partielles.
- {a € C} ®
oo
ries de Ri 1 1
(séries de Riemann) Z — converge <= la| > 1.
n=1
Al
Application : nZ::l o InN (N — o).
Regle de Dalembert
- ((un)neN suite de nombres complexes} ®)
u
Supposons que la limite £ := lim |— existe.
n—oo | Uy,

Si ¢ <1, la série Y 7 | u, converge.
Si ¢ > 1, la série >~ | u, diverge grossiérement.

Si £ =1, on ne peut rien dire.

|

35.2. Séries Entiéres
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35.2.1. Rayon de convergence

- ((an)neN suite complexe) D

La série entiere associée a la suite (a,)nen est la fonction

[o@)
S:z— g anz”.
n=0

| J/

Remargque: 1'ensemble de définition {z € C: >~>7 j a, 2" converge} de la série entiére est non
vide car il contient 0.

Zn

est une série entiere.

o0
Exemple. z —
o

Lemme d'Abel

((an)neN suite complexe) P

S'il existe un nombre complexe s # 0 tel que la suite (a,s™),en soit bornée, alors la
/s o0 n g
série ) ", a,2" est absolument convergente pour chaque nombre complexe z vérifiant
2] <.

Rayon et disque de convergence

p ((an)ngN suite Complexe) @
Le rayon de convergence d'une série entiére S = > > a,z" est le nombre R €

[0, 00[ U {o0} défini par

e 9]
R :=sup {7’ >0: Z lan|r" converge}.

n=0

L'ensemble D := {z € C: |z| < R} est appelé disque (ouvert) de convergence de S.

\. J

( oo n)
- | 2 rayon de convergence de Y omeoanZ J P
Pour |z| < R, la série entitre Y ~ ,a,z™ converge absolument.
s . BN o0 n . RN
Pour |z| > R, la série entiere )~ a,z™ diverge grossierement.

Pour |z| = R, on ne peut rien dire a priori.

|

oo
Ezemple. Pour Z n"z", ona R=0et D ={0}.

n=0

> 1
Ezxemple. Pour Z 2" = 1

,onaR=1et D={z€C:|z| <1}

n=0

o n
z
FEzxemple. Pour E —,ona R=o00cet D=C.
nn
n=0
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- ((an)neN suite complexe) ®)

s LN o0 s
Le rayon de convergence R de la série entiere )~ a,z" vérifie

o0
R =sup {|z| : Z an 2" Converge}

n=0

= sup {7" > 0: la suite (a,7")pen est bornée}

| J/

Remarque: cette propriété est extremement utile. C'est elle que 1'on utilise pour calculer le
rayon de convergence.

35.2.2. Calcul du rayon de convergence

Multiplication par un scalaire

((an)neN suite complexe, \ € (C*) P

Les séries entieres Y - Aa, 2" et Y -~ a,z™ admettent le méme rayon de conver-
gence.

Addition

- (R et R’ rayons de convergences de >~ janz"™ et > >° bnz"]—@>

Le rayon de convergence R” de la série entiere Y (an + by)z" vérifie

R’ = min{R,R} siR#R,
R" > min{R,R'} siR=R

| J/
> 1
Application : Le rayon de convergence de la série entiére E ch(n)z™ est R = —.
e
n=0

Inéqgalités

n

(R et R rayons de convergences de > 7 janz" et > b,z
[ Si |an| < |by| & partir d'un certain rang n > N, alors R > R’.

o0
Application : Pour la série entiere Z sin(n)z™, ona R > 1.

n=0

FEquivalents

{R et R’ rayons de convergences de > ja,z" et > >~ b, 2"
[ Si |ay| ~ |by| lorsque n — oo, alors R = R'.
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o0
Application : Pour la série entiére Z thnz™ ona R=1.

n=0
Intégration terme a terme
((an) suite complexe |
f \¥n neN p J ®
Les séries entitrent Y~ a,z" et
= a = a
Z Z —1
%f] zn+1 — n Zn
n:O?l n=1 n
admettent le méme rayon de convergence.

| J/

Lntl »(n+2)

oo
et pour ————— le rayon de convergence est 1.
1; (n+1)(n+2)

= n+1

oo oo
Exemple. Pour Z z"™, pour Z
n=0

Dérivation terme a terme

p ((an)neN suite Complexe) @
Les séries entiérent Y~ a,z" et
oo o0
Z na,z""t = Z(n + Dapy12"
n=1 n=0
admettent le méme rayon de convergence.

oo (oo}
Ezxemple. Pour Z nz""1 et pour Z n(n — 1)z" 2, le rayon de convergence est 1.
n=2

n=1

Reéqgle de Dalembert pour les séries entiéres

p ((un)nGN suite de nombres complexes} P

Si la quantité converge vers £ > 0 ou ¢ = +oo lorsque n — 400, alors la série

1
—+o00

Un41
Un

entiere Y77 o a, 2™ est de rayon de convergence R = ;, avec la convention que 0 =

et que +L:1 .

|

Remarque: 1'intérét de cette régle est qu'elle permet de calculer tres simplement le rayon
de convergence dans des cas simples, par exemple lorsque wu, admet un équivalent simple
(polynomes, etc...) ou possede une structure multiplicative (factorielle, puissances, etc..)
Remarque: Les défauts de la régle de Dalemenbert sont les suivants :

1) On ne peut pas l'appliquer aux séries " ‘lacunaires' (i.e. pour lesquelles u,, s'annule une

infinité de fois) ou si la limite ‘% n'existe pas.
n

2) Si on peut calculer R via la regle de Dalembert, on peut trouver R en comparant la série
avec une série algébrique (c'est ce que fait la regle).

3) il est souvent plus simple (moitié moins de calculs) de trouver le rayon de convergence via
un équivalent de wu,,.
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4) Certains étudiants ne savent utiliser que la régle de Dalembert (parce qu'ils ont la flemme
d'apprendre a utiliser les autres outils), ils s'y accrochent comme a une bouée et sont perdus
corps et ames s'ils ne peuvent 1'utiliser. A 1'instar de 1'utilisation systematique du discriminant
pour résoudre les équations du second degré, la regle de Dalembert vous rend FAIBLES alors
que les autres outils (équivalents, inégalités, etc..) vous rendent FORTS (a l'instar de 1'usage
de la forme canonique).

Remarque: si vous étes en désaccord avec le point 4), prouvez que j'ai tort en resolvant les
exercices suivants :
35.2.8. Série entiére d'une variable réelle

Dans cette section, (a,)nen désigne une suite de nombres réels ou complexes mais z ou x
désignent uniquement des nombres réels.

(Zfzo an,x” de rayon de convergence R > O) D

L'intervalle |—R, R| est appelé intervalle ouvert de convergence de la série S =
> 0 anT™.

Théoréme de continuité des séries entieres

(22‘;0 anx™ de rayon de convergence R > 0 ou R = oo) T

L'application S : z +— > a,x™ est continue sur l'intervalle |—R, R].

-1
Application : La série entieére S : x — E Lw" est continue sur ]—1, 1 [
n
n=1

Intégration terme a terme des séries entieres

Quels que soient ¢ et d dans |—R, R[, on a

dn—|—1 n—|—1
/ (Zan$ )dx—Z/ anT dx—Zan e

W
S(z)

En particulier, I'unique primitive de S sur |—R, R[ s'annulant en 0 est 1'application

xHZan —Zan 1—

i.e. c'est une série entiere de méme rayon de convergence R.

n+1

| J/

Remarque: ce théoreme permet d'intervertir intégration et sommation.

(1)n1

Application : Pour z € |—1,1[, on a Z =In(1+ z).
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Théoreme d'Abel

T
Si S(z) converge pour z = R (resp. x = —R) alors l'application S est continue en R
(resp. en —R).
( l)n 1 — .
Application : Z =1In2 car z — Z ™ est continue en x = 1.
n=1

Remarque: La réciproque est fausse : S(z) = Y o (—1)"a™ est continue sur |—1,1[ et
prolongeable par continuité en x = 1 mais ne converge pas en z = 1.
Dérivation terme a terme des séries entiéres
i @©

La série entiere S est de classe C! sur l'intervalle |—R, R et vérifie

o0 d o0
S'(z) = Z d_ Z napx" " = Z(n + Dapt12" (R <z < R).
En particulier, S” est une série entiére de méme rayon de convergence R.

Remarque: ce théoreme permet d'intervertir dérivation et sommation.
Application : Pour x € |—1,1[, on a (1_1332 = Z na" "t = Z(n + Dz™.
f @©

La série entiere S est de classe € sur l'intervalle |- R, R| et vérifie

[e) dk 00
n—k:
dmkzan =Y < (ana” Z (keN,—~R<z<R).
n=0 n=0 n= k
————
S(x)

In(1+ z)
T

Application : La fonction z — est de classe C*° sur ]—1, 00 [

En résumé, quand on dérive ou quand on integre une série entiere de rayon de convergence
R, on peut procéder terme a terme sur l'intervalle ouvert de convergence |—R, R[ et 1'on
obtient une série entiere de méme rayon de convergence R.
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35.2.4. Exponentielle complexe et autres fonctions développables en série entiére

f ®)
La fonction exponentielle est 1'application exp : C — C* définie par
(e @] zn
vz € C, e = exp(z) := Z g
n=0

\. J

Rappel : Quelques propriétés (admises) de la fonction exponentielle complexe :

—_

V(s,z) € C?, e"T% =e° x ¢*
VzeC, expz#0

VzeC, eXpz=expz

Ve e R, e®€]0,00]

VteR, e =1

e =1<= z€2m’Z

T = W N
—_ O D D DD O —

~J

exp est de classe C*° sur R

i (ezm> = »e%%

e N e e N N N e N e T

8 Vr € R,
dz
9 Vx € R, In(e®) ==z
10) Ve >0, z=eln(x)
11) VYa > 0,Vz € C, a® = e*0(@)
p (a>0,f:]—a,a[—>(C) @

f est développable en série entiére sur |—a, af < il existe une série entiere >~ a,z"
de rayon de convergence R > « telle que

f@)=) an" (—a<z<a)

) {a >0} ®)
Si f est développable en série entiere sur |—a, af, alors f est de classe C* sur |—a, of
et
(m) (0
LI B,
n!

Remarque: en particulier, la suite (a,)nen des coefficients est uniquement déterminée par la
fonction développable en série entiere f.
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f ®
Quelques sommes de séries entieres a connaitre impérativement :
1 -
1_227;)2 (2] < 1),
z o Zn
e = Z ) (z € C),
n=0
= xQn
cos(z) = Z(—l)” 2n) (x € R),
n=0 )
. o0 . :L.Qn—i—l
sin(z) = nZ:O(—n G D) (z € R),
o3 x2n
ch(z) =) @ (z € R),
n=0 )
0 x2n+1
sh(z) = (x € R),
o (2n + 1)!
= n$n+1 - n—1 "
ln(l—i—x):nZ(— ) :;( )" (z€R).
o) Lk n—1
o x
(14 ) :ZF (a—k) (ze]-L,1])
n=0 " k=0

35.3. Séries de Fourier

2T
Dans ce chapitre, T" désigne un nombre réel strictement positif et 1'on pose w := T

35.8.1. Rappels
: (c<d f:led~C)

f est continue par morceaux sur [c,d] <= il existe ¢ = ag < a1 < ... < ay = d tels
que

©)

f est continue sur Ja,_1, ay|
+

n—1

e L, N} {

f admet des limites en a et en a,, .

- (c<d,f:[c,d]—>©} D
f est de classe €1 par morceaux sur [c,d] < il existe ¢ = ag < a1 < ... < ay = d tels
que

f est de classe C! sur Ja,_1, a,|

Vne{l,---,N} f admet des limites en a | et en a, . ,

n—1

+

f/ admet des limites en a;}_,

etena,.
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- (T > 0} D
La fonction f : R — C est T-périodique <=
Vz € R, flz+T) = f(z).
Remarque: si f est T périodique alors, f est kT périodique pour tout k£ € N*.
- (T > 0} D
La fonction f : R — C est T-antipériodique <=
Vx € R, fle+T)=—f(z).
Remarque: si f est T" anti-périodique alors, f est 27T périodique.
; (T>0, k € NU{o0}} 5
Une fonction T-périodique f : R — C est de classe C¥ par morceaux sur R <=
elle est de classe CF par morceau sur (au moins I'une de) ses périodes [a,a + T).
- (T > 0} P
L'ensemble des fonctions f : R — R continues par morceaux de période T est une
R-algebre (un sous-ensemble non-vide de F(R, R) stable pour +, . et x).
- (T >0} @
Si f est une fonction continue par morceaux et 1" périodique sur R, on a
T a+T
/ f(x)dx:/ f(z)dx (a € R).
0 a
. (a € R} ®
Si f : [—a,a] — C est continue par morceaux et impaire, alors

" fyat =o.

—a
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- ‘,aER} @

Si f : [—a,a] — C est continue par morceaux et paire, alors

" fyat = 2/0ag(t) dt.

—a

|

35.3.2. Coefficients et série de Fourier
Coefficients a,, et b,

- (T > 0, f: R — R continue par morceaux et T—périodique)
Les coefficient de fourier de l'application f sont les nombres

D

T
wlf)i=7 | fa)da
an(f) == %/0 f(x) cos(nwz) dzx (n € N¥)

bu(f) = %/0 f(z) sin(nwzx) dz (n € N¥)

|

Remarque: pour a € R, les formules suivantes sont également vraies :

a+T

wlf)=g [ fa)ds
a+T

an(f) = %/ f(x) cos(nwz) dx (n € N)
a+T

bu(f) := %/ f(z) sin(nwz) dz (n € N¥)

Elles servent dans les exercices plus adaptés a un intervale du type [a,a + T qu'a [0, 7.

Exemple. Pour T' =1, w = 27 et f la fonction 1-périodique définie par f(x) = x pour —% <x< %, on a

(_1)n71

nm

(1) YneN, an(f)=0 et VYneN* by(f)=
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p ( f : R — R continue par morceaux, de période T) @

La série de fourier de f est la série de fonctions
S[f](z )+ Z (an cos(nwz) + by, (f) sin(nwx))

et la N'®m¢ somme partielle de Fourier de f est 'application Sy[f] : R — R définie par

Snlf](x i ( ) cos(nwz) + b (f) sin(nwx)) (z €R).

n=1

| J/

Exemple. Pour la fonction de 1'exemple (1), on a

f(z) = Z( 1) 1Sln(27rnx) ot YN>1, Splfl(z)= Z( 1) 1s1n(27rnac)

n=1 n=1 n

Coefficients c,

p (T > 0, f : R — R continue par morceaux et T—périodique) @

1 [T .
= T/O f($)e—znwx dac

Pour n € Z, on pose

p (T > 0, f : R — R continue par morceaux et T—périodique) ®
On a ¢o(f) = ap(f) et
n - bn
eaf) = “lHL = nld) an(f) = ealf) + c-nlf),
Vn > 1 et _
. an(f) + ibp(f _ c—n(f) Cn(f).
e n(f) = (f) : (f) b (f) Z,

- (T > 0, f: R — R continue par morceaux et T—périodique} ®

Pour ne Net x € R, on a

Su(f)@) =" > calf)e™”

—N<n<N
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35.3.3. La fonction normalisée }

- “f:]R—MC', D)

Si f admet en z une limite & gauche f(x~) et une limite & droite £ on pose

oy = HE 21D

f(@) = f(z)
35.3.4. Théoreme fondamentauz
Théoreme de Parseval
p ( f : R — R fonction T périodique et continue par morceaux) @

Les séries Y 0, |an(f)‘2 et Yoty ‘bn(f)’2

convergent et 1'on a

L[ @l e = oD + 2 e DE + 53 bl
T 0 N " 2n:1 ! 2n:l ! .

| J/

Application : D'apres l'exemple (1), on a
2 > 1
E frng Z ﬁ.
n=1
Théoréme de Dirichlet

r—(T >0, f : R — R fonction T-périodique de classe C! par morceaux)—CB

Pour chaque nombre réel z, la série numérique S|[f](x) converge et 1'on a
_ + o0
(Dirichlet) f@) —; fe) _ aop + Z (an(f) cos(nwz) + by (f) sin(nwx))
~ 4 n=1
/@) S[(x)

Remarque: Sous les hypotheses f : R — R T-périodique et continue par morceaux, les sommes
partielles z — Sy[f](x) sont définies sur R pour chaque entier N € N mais la série S[f](z)
ne converge pas nécéssairement en un point quelconque = € R.
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Application : Pour la série de Fourier de 1'exemple (1), on a

- g:l(—l)"lsm(%mm) (—% <z < %) :

™

Théoréeme de convergence normale des séries de Fourier

,—( f : R — R fonction T-périodique, continue et de classe C! par morceaux)—@D

Pour chaque nombre réel z, la série numérique S[f](x) converge et

=ap + Z <an cos(nwz) + by (f) sin(nwx)) :

S/

S[fl(a)

De plus, on peut intégrer terme a terme S sur chaque segment. Ainsi

/Cd f(z)dx = /c (ao + Z <an cos(nwx) + by (f) sin(nwx))) dz

= ag /Cd dz + Z/C <an(f) cos(nwx) + by, (f) Sin(nwx)) dz (c,d € R)

oo

Enfin, les séries numériques Z |an (f)] et Z |65 (f)| convergent.
n=0 =

|

Remarque: Sous ces hypotheses, les séries sont absolument convergentes et 1'on a

=ap + Z an(f) cos(nwz) + Z by (f) sin(nwx) (x € R).

n=1

Ezxemple. pour la fonction 1- périodique f définie par f(ac) |z| pour —1/2 < x <1/2,0n a

+ Z =Dt ”n ! cos(2nma) (-% <z< 1) :

2

35.8.5. Interprétation géométrique

p (E R-espace Vectoriel}

Une application @ : E X E — R est un produit scalaire sur £ <= @ est une
forme bilinéaire, symétrique, définie, positive

PN\ + py, z) = AP(x, 2) + ud(y, z

(bilinéaire) V(A p) € R?V(x,y,2) €E® ( ) S (v:2)
P(z, Az + py) = AP(z,z) + pd(z,y)

(symétrique) V(z,y) €E®,  &(x,y) = d(y, )

(définie) Vo €F, O(z,x) =02 =

(positive) Vx €F, &(xz,x) >0
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Notation: En mathématiques, le produit scalaire de x par y est noté (z,y) ou (z|y) ou (z|y)
plutét que Z.4.

(E R-espace vectoriel muni d'un produit scalaire (-, >} P

L'application z —|| z ||:= /(z, x) est une norme sur E.

P
1 (T
L'application (f,g) — (f,y) = f/ f(t)g(t) dt est un produit scalaire sur l'espace
0

vectoriel Cr(R) des fonctions T-périodiques et continues f: R — R.

Remarque: Pour 1'espace euclidien précédent, {go : z — 1} U {g, : * — V2 cos(nwz)},>1 U
{hy, : x — v/2sin(nwz) },>1 est une famille (orthonormale) de fonctions orthogonales deux &
deux et de norme 1.

Remarque: Si 1'on note & l'espace vectoriel des fonctions T-périodiques et continues par
morceaux f : R — R vérifiant

PSR (Cas B R

1 /T
Alors, 'application (f,g) — (f,g) := T/ f(t)g(t)dt est un produit scalaire sur €.
0

Interprétation géométrique des coefficients de Fourier

Remarque: les coefficients a,, (f) et b, (f) sont les produits scalaires de f avec les fonctions de
la famille formée des g,, et h,,.

ao = (f,1) = (f,90)
an = 2(f, cos nwz) = V2(f, gn) (n € N¥)
b = 2(f,sinnwz) = V2(f, hy) (n € N*)

Interprétation géométriqgue des sommes partielles de Fourier

p (f : R — R continue et T-périodique, n € N) @
k=1 k=1

Autrement dit, S, (f) est la projection orthogonale de la fonction f sur le sous-espace
vectoriel E,, de Cr(R,R) engendré par les fonctions go, -+, gn, b1, -, hy :

E, = {f : :Br—>a0+2ancos(nwx)+ansin(nwx) 1, Any by, by ER}
k=1 k=1
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Remarque: Etant donnée une fonction f € Cr(R), la fonction S, (f) est la fonction de 1'espace
E,, la plus proche de f pour la norme ||.||.

inf || g —f =l Sa(f) - f ||= distance de f & B
g n

Ezemple. Calculer la distance de E; & la fonction 1-périodique f définie par f(x) = = pour —% <z< %

Rappel : Les vecteurs i = (1,0,0), j= (0,1,0) et k= (0,0, 1) forment une base orthonormée de 1'espace euclidien R3

et l'on a

SN

T=(00)i+ @]+ @FE (7eR?)
~—~— ~—— ——

T Yy z
En dimension 3, le théoréme de Pythagore s'écrit alors

| 7%= (@02 + (7.7)% + (5.k)?

22 4y2 422

Interprétation géométrigue du théoréeme de Dirichlet+continuité

Soit f € Cr(R) de classe @' par morceaux. Alors, on a

f={f 9090+ Y (frgn)gn + D _{f:hn)hn
k=1 k=1

Interprétation géométrique du théoreme de Parseval.

Pour f € Cr(R), on a

I £1%=(f90)* + > (f.gn)>+ > (f.hn)?  (Théoréme de Pythagore)
n=1 n=1

36. Surfaces

On se place dans un espace euclidien € de dimension 3 muni d'un repeére orthonormé
(O,1,7,k), que 1'on identifie & R3.

36.1. Surfaces
36.1.1. Définitions

D
Soit k € N U {cco}. Une nappe paramétrée de classe C¥ de R? est le couple (U, f)
formé d'un ouvert U non vide de R? et de f: U — R? de classe CF.

L'image {f(u,v) : (u,v) € U} de U par f est appelé le support de la nappe (U, f).

N
=

=
¢“2\
OSSO,
e
=
Z

po

58
1055
O‘f‘o‘o

<
%%

SO

<>
2
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Figure 52. Surface f : (u,v) — (u + v, cosu + cosv,sinu + sinv).

D
Soit k € NU {cc}. Une partie S de R? est une nappe géométrique de classe CF s'il
existe une nappe (U, f) de classe CF telle que S soit le support de (U, f).
Exemple. La sphere S de rayon 1 est une nappe géométrique de classe C*°.
' . D)
Soient k& € N U {oc} et (0,1, ], k) un repeére de €. Une partie S de 1'espace € est
appelé surface de classe CF si, et seuelement si, il existe un ouvert U de R3 et une
fonction F': U — R de classe CF telle que
MeS <~ F(x,y,z) =0,
ou (z,y, z) désignent les coordonnées du point M dans le repére (O, i 7, E)
Remarque: On dit alors que la surface S est d'équation cartésienne
(2,y,2) €U
F(z,y,2) =0
dans le repere (O,Z, 7, E) En pratique on a U = R3 et on écrit F(xz,y,z) = 0.
36.1.2. Points singuliers/réguliers
i )

Soient (U, f) une nappe paramétrée de classe C! et (u,v) € U.
Alors le point M = f(u,v) est régulier <=

{g—i(u, v), %(u, v)} est une famille libre <= %(u,v) A %(u, v) # (0,0,0).

Le point M = f(u,v) est dit régulier dans le cas contraire.

| J/
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©

Soient (O, 27, j, I;) un repere de &, S une surface de classe C! d'équation cartésienne

(x,y,2) €U
F(z,y,2) =0

et M un point de la surface S de coordoonnées (x,y, z) dans le repére (O, i 7, E)
Alors, on dit que M est un point régulier de 8 si, et seulement si,

OF oF oF
(%(xayaz)a a—y(%%z); %('x)yaz)> 7£ (07070)

grad F(xvyaz)

On dit que M est un point singulier de S dans le cas contraire.

Remarque: On dit que la nappe paramétrée (resp. la surface) est réguliére si, et seulement si,

elle est réguliere en tous ses points.

;S RIS SRS L
R

Figure 53. Le cone 22 = 22 + 3y2.
Remarque: On s'interessera en général a des surfaces régulieres.

@

Soit S une surface C*, avec k > 1, d'équation cartésienne

(z,9,2) €U et F(z,y,2)=0

et My un point régulier de S de coordonnées (xg, yo, 29), dans un repere (O, i 7, lZ)
Alors il existe un ouvert V' C U contenant (g, Yo, 20) tel que la portion de S d'équation
cartésienne
(x,y,2) €V et F(z,y,2)=0

soit le support d'une nappe réguliere de classe CF.
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f )
Soit f : U — R3? une nappe de classe C¥, avec k > 1, soit (ug,v9) € U et soit
R= (0, i 7, k) un repeére tels que
0

: 0 > -
la famille {8_£(UO’UO)’ 8—£(u0,v0), k} soit libre.

Alors, il existe un ouvert V C U de R? contenant (ug,vg) et une fonction g : V. — R de
classe CF telle que (en notant (x,y, z) les coordonnées de M dans R)

M appartient au support de la nappe f:V — R? < {

| J/

Remarque: On dit que la surface est a représentation cartésienne ou de paramétrage cartésien
lorsqu'elle admet une équation du type

Figure 54. Graphe de z = x cos(zy) pour (z,y) € [—m, %
36.1.3. Aire

Rappel (Aire d'une surface plane). L'aire d'une surface S de R? est le nombre
A(S) = / dz dy.
s

Rappel (Aire d'une nappe). Soit U un ouvert de R? et f: U — R3 une nappe C!. Alors, l'aire
du support S := {f(u,v) : (u,v) € U} de la nappe (U, f) est

A(S) = /U

36.2. Ftude locale des surfaces

O (o) A Y (u,0)

9 90 du dw.




406 OLus Livius BINDUS

36.2.1. Plan tangent

D
Soient S une surface de € et M un point de S.

On dit qu'un plan P est tangent a S en M si, et seulement si, la tangente en M de tout
arc régulier f: I — S, tracé sur S et passant par M, est incluse dans P.

’ @

Une nappe paramétrée f : U — R3 de classe C! admet en un point régulier
My = f(up,vp) un unique plan tangent P, déterminé par

P = (MO; %(Uo,vo), %(%Wo)) :

La normale au plan P en M, est la droite A déterminée par

A= <M07 g—i(uo,vo) A %(%J@)) :

Figure 55. Vecteur normal et plan tangent & z = /1 — 22 — y2 en (0,0, 1).
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Une surface S de classe G, d'équation cartésienne
(z,y,2) €U et F(z,y,2) =0

dans un repere R = (O, ;, j, I;), admet en un point régulier My = (x9,y0,20) € S un
unique plan tangent P, d'équation cartésienne

OF OF oF

%(xoayo,zo)(x —x0) + a—y(xoayo,zo)(y — o) + %(wo,yo,zo)('z —29) =0

Si le repere R est orthonormé, la normale en My a la surface S est dirigée par

OF - OF - OF

grad F(zo,y0, 20) = %(ﬂﬁo,yo,zo)i + a—x(xoyyo,zo)j + %(xoayo,zo)l;

@




408 OLus Livius BINDUS

36.2.2. Intersection de deux surfaces

@

Soient R = (O, 1, ], k) un repere, k € N* U {oo} et Sy, S, deux surfaces de classe CF
d'équations cartésiennes respectives
(LII, Y, Z) € U2

(z,y,2) € Uy
(51) {Fl(x,y,z) =0 et (52) {Fg(ac,y,z) =0

Alors l'intersection de S et Sy est d'équation
(x,y,2) € U NUs

(S1NS3) Fi(z,y,2) =0
Fy(x,y,2) =0

De plus, pour chaque point My = (z¢, Yo, 20) de S; N Ss tel que

(36.1) V = gradFy (zo, yo, 20) A grad Fa (20, y0, 20) # 0,

il existe un ouvert W de R3 contenant My tel que W N S; N Sy soit le support d'un arc
régulier de classe C* et la tangente & cet arc en My est la droite A = (Mo, V).

/I

7
ﬂg’
=
f/f
gg

7

=
=
—

AN

=

NN

W

Figure 56. Intersection de deux surfaces.

|

Remarques: a) La condition (36.1) implique est équivalente a

la famille {gr?idFl (0, Y0, 20), gr?xng (0, Y0, 20) } est libre.

b) Localement a My, l'intersection S; NSy est un arc géométrique I
c) La tangente a I" en M est l'intersection des plans tangents Py, P2 en My a Sy, So.

d) On a Py # Ps. Lorsque cette condition n'est pas satisfaite, cela se complique...

36.2.8. Surfaces réglées

Une surface est dite réglée si, et seulement si, elle est la réunion d'une famille de

droites.
Une nappe paramétrée est dite réglée si, et seulement si, son support est une réunion

d'une famille de droite.

|
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( D
Si S est une surface réglée, alors, les droites constituant S sont appelées génératri-
ces de S.
On appelle directrice de S toute courbe non réduite a un point qui rencontre toutes
les génératrices de S.

|

D
On dit qu'une surface réglée S est développable si, et seulement si, le plan tangent en
un point régulier M de S ne varie pas quand M décrit une génératrice.

Remarque: Soit (I,I") une directrice d'une surface réglée S. Pour chaque génératrice A, il
existe t € I telle que A passe par I'(t) et il existe un vecteur directeur #(¢) de A. On peut
alors paramétrer S par

OM(t,\) = I'(t) + \i(t)  (t€I,\AER).

Figure 57. Surface réglée (t, A) — (Acost,t + Asint,t 4+ A).

( P
Une génératrice d'une surface réglée S qui passe par un point régulier M de S est
incluse dans le plan tangent a S en M.

|

La surface engendrée par les tangentes a une courbe gauche (arc paramétré) est
développable.

|

Pour savoir si une surface S est réglée

On regarde les droites A c S
(par chaque point de S, il passe au moins une droite A C S < la surface est réglée).

En un point régulier, on peut déterminer le plan tangent P a S et étudier SN P...
On adaptera selon que S soit définie par un paramétrage ou une équation cartésienne.

36.3. Cylindres, cones, surfaces de révolution
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36.5.1. Cylindres

{A droite) D
Une surface S est un cylindre de direction A si, et seulemen si, S est réunion d'une
famille de droites paralleles a A.

Remarque: Un cylindre de direction A est une surface réglée.

Les droites qui la constituent sont appelées génératrices de S.

Une courbe tracée sur un cylindre S qui rencontre toutes les génératrices est appelée une
directrice de S.

D
L'intersection d'un cylindre S avec un plan P, qui n'est pas parallele a sa direction

A, est appelé base de S (resp. base droite de S si P L A).

Figure 58. Cylindre, base et direction.
Remarque: On peut paramétrer un cylindre de directrice (I,I") et de direction A = Vect ()
par

OM(t,\) =1I'(t) + XU (tel,\NeR).

f T 3 ®)
Soit (O, 1, j, k) un repere. Alors, S est un cylindre de direction (O, k) <= S admet
une équation cartésienne dans le repere (O, i7, k) du type

F(z,y)=0

Les cylindres sont des surfaces développables.

Remarque: Si M est un point régulier du cylindre de directrion o, alors tous les points de la
génératrice (M, V) sont réguliers.
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Pour caractériser simplement un cylindre, on peut :
1) chercher sa direction A (en cherchant les droites qu'il contient).
2) procéder & un changement de repere (0,77, k') (orthonormé) ot 'axe des z est la

direction A du cylindre.
3) chercher une équation cartésienne/un paramétrage dans le nouveau repere

36.3.2. Cones

D
Soit A un point de €. Une surface S est un cone de sommet A <= S est la réunion

d'une famille de droite passant par A.

Remarque: Un cone de sommet A est une surface réglée.

Les droites qui la constituent sont appelées génératrices de S.

Une courbe tracée sur un cone S de sommet A qui rencontre toutes les génératrices en des
points différents de A est appelée une directrice de S.

D
L'intersection d'un cone S de sommet A avec un plan P, qui ne contient pas A
s'appelle une base de ce cone.
Figure 59. Cone (t,\) — (Acos?t + Asint, Asintcost,2 — 2)\) et base.
Remarque: On peut paramétrer un cone de sommet A et de directrice (I, 1) par
OM(t,\) = OA+ MAI'(t)  (tel,AeR).
[(0,7.7, k) repere affine|
p (0,4, 4, ) repére a ne | P

Une surface S, avec S # & et S # {0}, est un cone de centre O si, et seulement si,

(r,y,2) € S=VAER, A(z,y,2) €S.
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Si une surface S admet dans un repere (O, ;, f, I;) I'équation cartésienne
F(x,y,z) =0,
alors S est un cone de centre O si, et seulement si,

F(z,y,2) =0 = VAeR, F(\zx,\y,\z)=0.

P
Les cones sont des surfaces développables. ?

Remarque: Si M # A est un point régulier d'un céne de centre A, alors tous les points de la
génératrice (M A), distincts de A, sont réguliers.

But : Trouver le sommet (c'est l'intersection de deux droites contenues dans le cone).

36.3.3. Surfaces de révolution

Une surface S est de révolution autour d'une droite A si, et seulement si, S est
globalement invariante par toutes les rotations d'axe A.

( D
Si S est de révolution autour d'une droite A, les cercles obtenus par intersection de S
avec les plans othogonaux a A s'appellent les paralleles de S.
L'intersection de S avec un plan contenant A s'appelle une méridienne de S.
L'intersection de S avec un demi-plan de frontiere A s'appelle une demi-méridienne de S.

|

q \
‘ |||\“‘\

B

Figure 60. Surface de révolution, demi-méridienne et parallele.

Remarque: Soit (O, i, 3', I;) un repére orthonormé, S une surface de révolution par rapport a
(0, k) et une demi-méridienne f : t — x(t)i +y(t)j + z(t)k (t € I). Alors on peut paramétrer
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S par
X(t,9) = z(t) cos? — y(t) sin?d
Y (t,9) = x(t) sin 9 + y(t) cos I (tel,veR).
Z(t,9) = 2(t)
((O i,j,k) un repére orthonormé|
( W\ » I P ) @

Une surface S est de révolution par rapport a l'axe (O, E) si, et seulement si,

(x,y,2) € S = VI €R, (rcosd,rsind,z) e S avec r =+/x2 + y>.

- {R = (0, i 7, E) un repeére orthonormé} @

Une surface S est de révolution par rapport a l'axe (O, E) si, et seulement si, elle
admet dans R une équation cartésienne du type

F(z® +y%2) =0.

| J/

Remarque: On déduit facilement paralleles et méridiennes d'une telle équation.

Soit M un point régulier d'une surface S de révolution par rapport a A.
Si M € A, le plan tangent a S est le plan perpendiculaire a A passant par M.
Si M ¢ A leplan tangent & S en M contient la tangente en M a la parallele de S
passant par M.

|

36.4. Quadriques

36.4.1. Définition et réduction

Une surface S de 'espace € est une quadrique <= la surface S admet dans un
repére orthonormé (O, 1, j, k) de € une équation cartésienne du type

gla:Q + a2y2 + a3z + biyz + boxz + bgscyi—l—cla: 4+ coy +c3z+d=0.

~
q(z,y,z)

avec a;, b;,c;,d € Rpour 1 <i<3etqg#D0.

| J/

Remarque: Les coniques/quadriques sont aussi appelées courbes/surface algébriques du second
degré.
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But. On procéde comme pour les coniques. On applique des rotations dans l'espace puis une
translation au repere (O, 1,7, k) pour obtenir un nouveau repere orthonormé (C, €7, €3, €3)
dans lequelle la quadrique a une équation * “réduite''.

i ®)
Soit ¢ : R™ — R une forme quadratique de matrice associée A et soit B =
{e1,---,e,} une base orthonormale de vecteurs propres de la matrice A, associés aux
valeurs propres {1, -+, A\, }. Alors, la matrice de g dans B est
A O - 0
0 A ;
N ()
0 -~ 0 M\,
En particulier, pour chaque z = Y7, z;e; dans R", on a alors q(z) = Y| \x?.

1) Réduire la forme quadratique g :

la) Ecrire la matrice de la forme quadratique ¢, A =

b) Trouver les valeurs propres A;, A2 et A3 de A.
c¢) Trouver une base orthonormale {67, ¢3,¢3} de vecteurs propres associés aux ;.
d) Dans la nouvelle base (7 +yj + 2k = Xéi + Yé + Zé3), 1'équation de € est

1
1
1

MXZ2+XY2 42322 +aX +BY +6Z+~7=0
2) Faire une translation pour se débarasser (si possible) des termes en X, Y et Z
X = X'+ Xo, Y=Y +Y, et Z =2+ Z
3) Identifier la quadrique : ellipsoide, paraboloide, hyperboloide (& 1 ou 2 nappes),
cylindres, cones, dégénérée (2, {a}, droite, réunion de plan(s))...
4) Identifier ses éléments caractéristiques

36.4.2. Ellipsoide

Soit (a, b, c) € }O, 002 [ Alors, la surface € d'équation cartésienne

2 2 2
T Y z°
Stttz =1

dans un repere orthonormé (O,zi j, E) est appelée ellipsoide de centre O et de plans de
symétries (Ozy), (Ozz) et (Oyz).

Figure 61. Ellipsoide.
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Remarque: Un parametrage usuel de 1'ellipsoide € est

z(Y,¢) = acos pcosv
y(9, ) = beos psindd
z(9,p) = csinp

Remarque: L'intersection de l'ellipsoide avec un plan est une ellipse, un point ou @.

36.4.3. Hyperboloide a une nappe
Soit (a, b, c) € }O, 002 [ Alors, la surface H d'équation cartésienne

dans un repére orthonormé (
de plans de symétries (Oxy),

e

0y
I
i
i
I

Figure 62. Hyperboloide a une nappe.

Remarque: L'hyperboloide a une nappe admet pour les grandes valeurs de z un cone asymptote

d'équation cartésienne
22 2 oz

Remarque: Quelques parametrages usuels de 1'hyperbolooide a une nappe K :

x(Y,t) = acosvcht
(—m <Y <7 teR).

y(¥,t) = bsindcht
z(9,t) = csht
(
0
2(d,0) = a -
Ccos ¢
. T T
s, =p2l (rei<n-Fcp<g).
’ COS (p

36.4.4. Hyperboloide a deux nappes
Soit (a, b, c) € }0, 002 [ Alors, la surface H d'équation cartésienne
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dans un repere orthonormé (O, ;, f, E) est appelée hyperboloide a deux nappes de centre O et

de plans de symétries (Ozxy), (Ozz) et (Oyz).

Figure 63. Hyperboloide a deux nappes.

Remarque: L'hyperboloide a deux nappes admet pour les grandes valeurs de z un cone

asymptote d'équation cartésienne
2 2

2
T z
R
a b c

Remarque: Quelques parametrages usuels de 1'hyperbolooide & deux nappes K :
x(¥,t) = acosvsht
y(9,t) = bsinIsht (—m <Y< mteR).
z(9,t) = £eccht

cos
0. t) =
x(’) aSht
sin ¥ (—r <9< mteRY).
9.t) =b =YD
y(v,t) Y

z(9,t) = ccotht

36.4.5. Paraboloide elliptique

Soit (a,b) € }O, 00? [ Alors, la surface P d'équation cartésienne

dans un repére orthonormé (O, z_", f, l;) est appelée paraboloide elliptique de plans de symétries

(Ozz) et (Oyz).

h

Remarque: Quelques parametrages usuels du paraboloide élliptique P :

Figure 64. Paraboloide elliptique.

z(u,v) =u
y(u,v) =v (ueR,veR).
u?  v?

z(u,v) = ﬁ—i_b_z

z(9,t) = at cos ¥
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36.4.6. Paraboloide hyperbolique

Soit (a,b) € }0, 00? [ Alors, la surface P d'équation cartésienne

Figure 65. Paraboloide hyperbolique.

Remarque: Quelques parametrages usuels du paraboloide élliptique P :

z(u,v) =u
y(u,v):v2 , (ueR,veR).
v
z(u,v) = po R}
z(u,t) = atchu z(u,t) = atshu
y(u,t) = btshu et y(u,t) = btchu (ueR,teR).
2(u,t) = t? z(u,t) = —t?

37. Méthodes et techniques

37.1. Raisonnements

37.1.1. Récurrence
Le raisonnement par récurrence consiste a établir la véracité d'une suite {Pg, Py, Po, P3, - -}
de propositions logiques en procédant en deux étapes :

L'initialisation. On établit la propriété au(x) premier(s) rang(s), de sorte a enclencher le
méchanisme de transmission.

La transmission. On prouve que la propriété se transmet du (des) rang(s) précédent(s) au
rang suivant.

Le raisonnement par récurrence s'appuie donc sur 1'un des schémas suivants (les variations
sont infinies, ce qui est important est de bien en comprendre le fonctionnement) :



418 OLus Livius BINDUS

Récurrence forte

La proposition au rang n induit la proposition au rang n + 1.

Initialisation : Pg o
o induit P, Pr, Pg, -+
Transmission : P, = P, 11

Récurrence faible

Les propositions avant le rang n induisent la proposition au rang n + 1.

Initialisation : Pg o
o induit Po, P, Po, - -
Transmission : P pour 0 < k< n = Py

Initialisation : P4 ) )
o induit Py, Py, Pg, - -
Transmission : P pour 4 < k< n = Py

Récurrence a k pas

Les k propositions consecutives avant le rang n induisent la proposition au rang n + 1

Initialisation : P3, P, o
(k:2) L. induit ?37?4;?5,936"'
Transmission : P,,_1 et P, = P,

Initialisation : Pg, P7, Pg ) )
(k=23) o induit Ps, Pr, Pg, Py - -
Transmission : P,,_2,P,—1 et P, = P

Récurrence finie

La récurence forte/faible/a plusieurs pas s'arréte, car la transmission ne se fait plus au dela
d'un certain rang.

Initialisation : P4 o
. induit Py, Ps, -+, Poss, Pess-
Transmission : Pour 4 < n < 666,P,, = P, 11

37.2. Ensembles et logique

Pour prouver que ECc F

Prendre un élément quelconque de E et montrer qu'il appartient a F.

Fixons z € E et montrons que = € F.

Pour prouver que P = Q

Supposer la proposition P puis établir la proposition Q.
® Supposons P et montrons Q.

Application : si f : R — R est impaire, alors f s'annule en 0.

Demonstration. Supposons que f soit impaire et montrons que f(0) = 0. En remarquant que
Ve eR,  f(-z)=—f(2)
et en appliquant cette relation pour = 0, nous obtenons que f(—0) = —f(0) et donc que f(0) = 0.
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Remarque: la valeur logique de l'implication P = Q ne dépend que des valeurs logiques
de P et Q et non pas d'une éventuelle relation entre P et Q. En particulier, les implications
suivantes sont toutes vraies

0=1=0=0
0 # 0 = Mon prof de math est un extraterrestre
0=0=1=1

il n'est pas toujours nécéssaire d'utiliser 1'hypothese P pour prouver Q ou de déduire Q de P.
( P
On procede par double-inclusion

ECF et FCFE

On procede par double-implication

A=— B et B = A.

. (Pour prouver que A < B}

iExercice’ 27. Soit E un K-EV et f un endomorphisme de E. Prouver que
ker f = ker f? <~ Imf Nker f = {0}.

37.3. Fonctions

Pour savoir si f : E — F' est injective (resp. surjective, resp. bijective)

On fixe un élément quelconque y € F et 1'on regarde si 'équation y = f(z) a au plus
(resp au moins, resp. exactement) une solution z € E.

37.4. Nombres complexes

- (Pour factoriser e*® + ew) ®

On factorise 1'exponentielle e(*+#)/2 de la moyenne des angles o et f3.
i 1 giB — (ez‘(a—m/z n ei(ﬁ’—a)/2> oi@+8)/2 _ 9 cog (O‘T_B) eith)/2.

i — i = (eHo=P)/2 _ (HA-0)/2) it /2 _ i (0‘7—5> silatB)/2.

37.5. Algébre linéaire



420 OLus Livius BINDUS

p (Pour prouver que E est un K-espace vectoriel) P

On montre que F est un sous-espace vectoriel d'un K-espace vectoriel connu

E + @, EcCcF K-EV connu, Y\ p) € K%, V(z,y) € E? Mz+uy€cE.

|

) Exercice’ 28. Montrer que les fonctions f : Rt — R dérivables en z = 1 forment un R-EV.

On montre une inclusion ainsi que 1'égalité des dimensions

EFCF et dim F = dim F

|

iExercice’ 29. Montrer que R* = Vect(a, b, ¢, d) pour
a = (1’ 1’ 1’0)7 b: (17 1707 1)7 c= (1707 17 1)’ et d: (07 17 17 1).

—(Pour prouver qu'une famille F = {eq,---e,} de vecteurs est libre)—@>

On prend une combinaison linéaire nulle de ses vecteurs, puis 1'on montre que ses
coefficients sont tous nuls,

F libre se traduit symboliquement par Me; +---+A\ep, =0 A =--- =X, =0.
b Exercice’ 30. Soient A := {a1,---,an} et B := {b1,---,bn} deux familles de vecteurs tels que
a1 = by, ag = by + b, et an =b1 4+ -+ bn.

Prouver que la famille A est libre <= la famille B est libre.

( - - PSP
p LPour prouver que f : E — F est une application linéaire ) ®

On prouve d'abord que f est une application (que tout élément de E a une image
dans F'), entre espaces vectoriels, puis qu'elle est linéaire.

Ve € E, f(x) est défini et appartient & F) E et F K-EV,
VO p) €K? V(zy) € E?, fQAz+py) = Mf(2) + uf(y).

| J/

3Exercice” 31. Pour n > 0, prouver que l'on définit un isomorphisme en posant
D Rp[X] — R

P (P(O),P(l),~~-,P(n)>

p (Pour savoir si une application linéaire f : £ — F est injective

On regarde son noyau

f injective <= ker f = {0}.
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,—(Pour savoir si une application linéaire f : E — F est surjective)—@>

On se ramene, via la dimension, a une étude d'injectivité ou de noyau de f :
Si E et F' ont la méme dimension finie,

f injective <= f surjective @<= f bijective.
Si E est de dimension finie, différente de celle de F', on utilise le théoreme du rang
dim F = dim Imf + dim ker f.

Si E est de dimension infinie, on se rameéne a la dimension finie, en utilisant des restric-
tions, ou 1'on essaie une autre méthode.

|

5Exercice” 32. Pour chaque polynéme P de R[X], on note ®(P) le polynéme définit par
P(P)=P(X +1)— P(X) (substitutions)
a) Prouver que @ : R[X] — R[X] est un endomorphisme, non-injectif.
b) Etudier la restriction @ de I'endomorphisme ¢ donnée par
@ : Rpyyp1[X] = Ru[X]
P &(p)
¢) En déduire que @ : R[X] — R[X] est surjective.

38. Applications

38.1. Exercices

(B-PT) Exercice” 33. Soit, dans un plan muni d'un repére orthonormé (O, Z, 5), la, conique I'" d'équation z2 + 3zy +

2y2 = 1. Déterminez une équation réduite de I" et en déduire ses principales caractéristiques. La représenter.

38.2. Problémes

Probléme d'algebre linéaire (nécéssite Espaces vectoriels, dimension et polynomes).

iProbleme’ 34. 1. Pour chaque polynéme P € R[X], on pose
A(P):= P(X +1) — P(X).

a) Prouver que A définit un endomorphisme de 1'espace R[X].

b) Déterminer le noyau de A.

¢) Déterminer l'image de A.

d) Mémes questions appliquées & AF pour k > 2.

2. Démontrer que la suite {Hy }recn définie par Hg := 1 et
XX -1 (X —k+1)
o k!

H; (k>=1).

est une base de l'espace R[X].
3. Calculer A(H},) et en déduire A™(Hy,) pour (k,n) € N2,
4. Pour chaque polynéme P de degré n, prouver que
P= Y A¥P)(0)Hy.
0<k<n
5. Pour k € N et a € Z, montrer que Hy(a) € Z.
6.Soit P € R[X] un polynéme. Prouvez 1'équivalence des propositions suivantes :

i) Pour chaque entier a € Z, P(a) est un entier relatif.
ii) I existe (Ao, -, An) € Z"T1 tel que P =Y} _o A Hg.
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7. Etant donné un entier n € N* fixé, on note respectivement ¢ et d les restrictions & l'espace R, [X] des
applications A et P — P’.

a) Démontrer que § = —.
k!
k=1
~ DM
b) Démontrer que d = —6".
| =

8. Pour k € N* et P € R[X], démontrer que
AR (XP) = X AR (P) + kA*(P) + kAR~1(P).
9. Pour chaque couple (p, q) d'entiers naturels, on pose ap g := A9 (Xp) (0).

a) Remarquer que ap,q = 0 lorsque 0 < p < gq.
b) Calculer ap,p et ap,o pour p € N.
c) Démontrer que ap,q = qap—1,q + qap—1,g—1 lorsque p > 1 et ¢ > 1.

d) En déduire les valeurs de ap g pour (p,q) € {0,---,5}? et les classer dans un tableau analogue au triangle
de Pascal.
10. Soit Q = Y p_yAxHj un polynoéme. Déterminer par ses coordonnés sur la base {Hp}ren 1'unique

polynéme P vérifiant A(P) = Q et P(0) = 0.
11. Résoudre le probléme précédent pour Q1 = X, Q2 = X2, Q3 = X3 et Q4 = X*.

12. En déduire une formule polynomiale pour les sommes > &k, > k2, > k3 et k2.
1<k<n 1<k<n 1<k<n 1<k<n
Indication : 1d) calculer l'image par A des espaces Ry, [X].

5) Calculer Hy(a) selon 3 cas.

D 06) 1 . . . . 2
(Peus06) Jprobleme’ 35. Les trois exercices suivants sont indépendants.

Exercice 1. Etude d'une suite récurrente.

Soit I l'intervalle }O, % [ et soit u = (un),,», la suite définie par u; := % et

Upi1 i= Up — 2u> (n>1).
Soit f : I — R la fonction définie pour = € I par f(z) := x — 223.
1. Etude de la convergence de u.
a. Déterminer les variations de f sur I puis comparer f(I) et I.
b. Déterminer la monotonie de la suite .
c. Montrer que la suite u est convergente et déterminer sa limite.

2. Théoréme de Cesaro.

Soit v = (vn),,»; une suite convergeant vers un nombre réel £.

On définit alors la suite M en posant M, := (vi,--+,vn)/n pour n > 1. Le nombre M, est la moyenne
arithmétique des n premiers termes de la suite v.

a. Traduire & l'aide de quantificateurs le fait que la suite v converge vers £.

b. Soit n un entier naturel non nul et p un entier tel que 1 < p < n. Montrer que

1
|Mn — 0| < — E |l — €| + max |vg — ¢ (n>1).
p<k<n
1<k<p
c. Conclure avec soin que si la suite v vonverge vers ¢, alors la suite M converge aussi vers £. Ce résultat porte
le nom de théoréme de Cesdro.

3. Application a la recherche d'un équivalent de u.

a. Déterminer la limite de m — ;%2 lorsque x tend vers 0.
1

En déduire la limite de la suite v définie par vy, := = = u% pour n > 1.
n+1 n

b. Utiliser tous les résultats précédents pour donner un équivalent de la suite wu.
Exercice 2. Etude d'un endomorphisme sur l'espace des polyndmes.
Soit n > 0. On définit une application f : R,[X] — R[X] en posant

VP ER4X],  f(P)i=X(P(X) - P(X - 1).
4. Résultats préliminaires.
a. Calculer f(1), f(X), f(X?).
b.Si P =anX" +an_1 X" 1+ -+ ag avec an # 0, quel est le terme de plus haut degré du polyndéme
P(X-1)7
c. Soit P € Ry, [X] tel que P(X) = P(X — 1). On pose Q := P(X) — P(0). Montrer que @ est un polynéme
constant que 1'on précisera.
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. Montrer que f est un endomorphisme de R, [X].
. Déterminer le noyau de f et en déduire la dimension de l'image de f.

5

6

7. Dans cette question uniquement, on suppose que n = 2.

a. Quelle est la base canonique de Ro[X] ? Ecrire la matrice de 1'endomorphisme f dans cette base.
b. L'endomorphisme f est-il diagonalisable ?
8
O

. Etude de la diagonalisation dans le cas général.
n pose Py :=1, P; := X et
Vk > 2, P, =X1-X)2-X) - (k—1-X).
a. Montrer que la famille (Py, P1, P2, - - -, P,) est une base de R, [X].
b. Soit k € N. Déterminer un nombre réel ¢ telk que f(Py) = cg Pg.
c. Déterminer les valeurs propres de f. L'endomorphisme f est-il diagonalisable ?

Exercice 3. Résolution d'une équation différentielle.

9. Soit (E) l'équation différentielle |z|y’ + (z — 1)y = 2.

a. Résoudre (E) sur l'intervalle |0, 4+oco].

b. Sachant que les solutions de (E) sur | —oo,0[ sont les fonctions x + @ +2 + % + B% ol B € R, existe-t-il
des solutions de (E) définies sur R ? Si oui, les expliciter.

Indication : 3b) On pourra simplifier >, 5., Vk-

38.3. Corrigés
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39. Annexes

39.1. Alphabet Grec

Lettre minuscule Majuscule
Alpha Q A
Beta 15} B
Gamma ~y r
Delta ) A
Epsilon € 0U € E
Zeta ¢ VA
Eta i H
Theta ¥ ou 0 e
Tota L 1
Kappa K K
Lambda A A
Mu W M
Nu v N
Xi 19 =
Omicron 0 O
Pi s 11
Rho ooup P
Sigma ooug X
Tau T T
Upsilon v Y
Phi ¢ ou b
Chi X X
Psi Y 4
Omega w f)
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40. Index



