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INTRODUCTION

Avertissement

Ce document est en perpétuelle évolution, et bon nombre de corrigés n’ont pas été relus. Il est donc fort probable
qu’il s’y trouve un certain nombre de coquilles, voire de questions non corrigées. La mise en page laisse également
souvent a désirer...

Vous trouverez ici un recueil de quelques exercices posés ces derniéres années a I'oral de I'ESCP et ’'HEC.

Bien qu'il y ait parfois des ressemblances entre certains exercices, et des thémes qui reviennent régulierement, il n’y a pas
ou peu d’exercices trés classiques quil faut absolument savoir refaire, le but de ces oraux (comme de l'écrit des parisiennes)
étant justement de vous sortir de votre «zone de confort» afin de voir comment vous réagissez 3 un contexte qui peut
semble déroutant.

I ne s’agit donc en aucun cas de faire tous ces exercices, mais plutot d’essayer de bien en comprendre quelques uns.

Les exercices sont classés par thémes, avec une indication (nécessairement subjective) de leur difficulté (Facile, Moyen ou
Difficile), cette difficulté étant toute relative : un exercice «Facile» d’oral reste plutdt difficile par rapport a ce que nous
avons fait dans Pannée.

La quasi totalité des exercices avec préparation sont trop longs pour étre finis dans le temps imparti, et ce n’est pas ce que
P’on attend de vous. De méme, il est rare de réussir a terminer les questions sans préparation dans les 10 4 15 minutes qui
leur sont dévolues a 'oral. Mais peu importe, ce que 'examinateur va chercher a déceler, ce sont vos aptitudes a explorer
des pistes (mémes infructueuses) et votre capacité  réagir aux indications qui sont fournies en cours d’exercice.
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Il existe des relations entres les racines d’un polynome et ses coefhcients.
La plus simple d’entre elles est pour les polynémes de degré deux :si P(X) = X2 + aX + b posséde pour racines (réelles ou
complexes) x; et xz, alors

P(X) = (X —x1)(X — x2) = X — (x1 + )X + x1%2.
Et donc par identification des coefhicients, a = —(x1 + x2) et b = xx2.
X1 +X2=S

X1X2 =p
suffit de déterminer les racines de X? — sX + p (ce qui pour des nombres réels n’est possible que si s> — 4p > 0).

il

Une application amusante de ces relations est la suivante : pour trouver deux nombres x; et x, tels que

Bien que l'exercice suivant reléve plutdt de Ianalyse, il fait apparaitre des relations trés importantes sur les polynémes, qui
lient les racines et les coefhicients.

Sommes de Newton
Abordable en premiére année : v
Theémes du programme abordés : séries numériques, polynomes

1. Exemple introductif.
(a) Montrer que pour tout n de N, (2 + \/g)n + (2 - \/g)n est un entier naturel.
(b) En déduire que la série de terme général sin (n (2 + \/3)n) est convergente.

Soit P = X? + a1X? + a2X + a3 un polyndme unitaire de degré 3 2 coefficients dans N.
On suppose que P posséde trois racines réelles x1, x2, x3 telles que [x1]| > 1, [x2 < 1 et |x3] < 1.
On pose :
01 = X1+ X2+ X3, 02 = X1X2 + X1X3 + X2X3, 03 = X1X2X3.
On pose enfin, pour tout n € N* : S, = x7 + x + x}.
2. (a) Exprimer aj,az,a3 en fonction de oy, 02, 03.
alculer o105 — 303. En déduire ’expression de S, S; et S3 en fonction de o1, 03, 03.

b) Calcul 3¢3. En déduire | de Sy, S, et S5 en fonction d

(c) Montrer que pour tout p de N* : Sp+3 = 015p12 + 025511 — 035, = O.

(d) En déduire que pour tout n de N*, S,, est un entier relatif.

3. Déterminer la nature de la série de terme général sin (7x7).

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.1



1.a.

1.b.

2.b.

6 CHAPITRE 1 : ALGEBRE

D’aprés la formule du bindme, on a

(2 ¥3)" +(2 V)" = 33 (F) e ()33 (M)t (+v9) =2 3 (F)er ()

k=0 k=0 e
k
Mais si k = 2p est pair, (\/3) = 3P est un entier, et donc (2 + \/g)n + (2 - \/3)’1 est une
somme d’entiers positifs, et donc est dans N.
Mieux : c’est méme un entier pair.
Notons que (2 + \/3)" tend vers +oo lorsque n — +oo, puisque 2 + V3> 1.
En revanche, 0 < 2 — V3 < 1 et donc (2 - \/g)n — 0.

n—+oo

Mais d’aprés la question précédente,

sin (X (24 V3)") = sin|x ((2+V3)" + (2= V3)") ~x (2= V3)" | = =sin (x (2~ ¥3)")..

e2nZ

Et puisque (2 - \/3)n — 0, on en déduit que

n—+oo

—sin (7‘[ (2— \/3)”) ~ - (2—‘/5)'1.

n—+oo

Par critére de comparaison pour les séries de signe constant, puisque la série! de terme géné- ! Géométrique.
n . A 7 . 7 7 . n

ral -7 (2 - \/3) converge, il en est de méme de la série de terme général sin (7‘[ (2 + \/3) )
OnaX’+ a1X2 +aX +a3 = (X - xl)(X - XZ)(X - X3).
Or en développant ce dernier produit, il vient

P(X) = X3 - (X1 + x2 + X3)X + (x1x2 + xX1x3 + XQX3)X —x1xx3 = X — O'1X2 + 0 X — 03.
Et donc par identification des coefhcients de P,

a = —o1, Az = 03, Az = —03.

Ona

0102 — 30’3 = (X1 + x2 + xg)(xle + x1x3 + x2x3) - 3X1X2X3
= X%XQ + x%xg + X1X2x3 + xlxg + xX1X2x3 + x§X3 + xX1x2x3 + x1x§ + x2x§ — 3x1x2x3
= X%XQ + X1x§ + x1x§ + x§x3 + xeg
= (xf+x§+x§)(x1 +x2+x3)—x13—x§ —xg
=515 - Ss.
Ona déﬁl 51 = 01.
De plus, 07 = x? + x5 + x5 + 2(x1x2 + X1x3 + X2x3) = S5 + 205.
Donc 52 = 0'12 - 2(72.
Et enfin, grice au calcul réalisé au début de la question,

S3 =515 — 0102 + 303 = 0'1(0'12 - 20’2) — o102 + 303 = 0'13 — 30107 + 303.
On pourrait faire un calcul direct et constater que tous les termes s’annulent.
Mais notons plutdt que pour tout i € [1, 3], P(x;) = 0.
Soit encore
xf’(xl3 + alxl-2 +axi+az) =0 xf’(xl3 - O'1xl-2 + o2x; —03) = 0.

En sommant ces trois relations, on obtient donc

Sp+3 - O'1Sp+2 + 525p+1 - O’3Sp =0.
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1.1. POLYNOMES 7

Puisque P est a coefficients dans N, les a; sont des entiers. Et par les relations de 2.a,
o1, 02, 03 sont également des entiers.

Mais alors, les expressions de Sy, S», S3 obtenues en 2.b prouvent que Sy, S, S5 sont égale-
ment des entiers.

Prouvons alors par une récurrence triple que S, est un entier.

Pour p € {0, 1,2}, nous venons de le prouver.

Supposons que SpsSp+1 €t Spy2 sont des entiers.

Alors

Sp+3 = U1Sp+2 - O'25P+1 + 0’35p eZ.

Et donc par le principe de récurrence, pour tout p € N, S, est un entier relatif.

Pour toutn € N, on a Si k est un entier,

sin(x + k) = +sin(x)

: n . n n . n n suivant la parité de k.
sin(zxy)| = |sin|z( S, —x, —x = sin(7(—x;, —x . .
| (7rx; )| (\f./ 2 3) | ( (=% 3 >| C’est la raison pour laquelle
4 nous utilisons des valeurs
absolues, afin de ne pas avoir
Mais xI + x — Ocar x| < 1et|x3| < 1. a distinguer suivant la partié
2 3 no+oo ) o]
Ecd | . i | | " n| de lentier S,,.
t donc [sin(rx ~ TT|x, +Xx5]|.
( 1 ) n—+oo 2 3

Or, par I'inégalité triangulaire, 0 < [x} + x}| < |ea|™ + [x3]™.

Mais la série de terme général |x,|" + |x3|" est convergente car somme de deux séries
géométriques convergentes, et donc par comparaison de séries 2 termes positifs, la série de
terme général [sin (7x]')| est convergente.

Et donc Z sin (x]') est absolument convergente, donc convergente.

Divisibilité de polyndomes complexes

Abordable en premiére année : v

Soit n € N et P, le polynéme de C,[X] défini par P,(X) = X" + 1.
Pour quelles valeurs de n, P, est-il divisible par X> + 1 ?

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.2 Nous savons que X2 + 1 = (X — i)(X + i).
Et donc P, est divisible par X? + 1 si et seulement si i et —i en sont racines.

Or, P,(i) = i" + 1. Les puissances de i sonti,—1,—i,1,i,—1,—i,.... Autrement dit :
1 sin =4k
n i sin=4k+1
l =
-1 sin=4k+2
—i sin=4k+3

Par conséquent, P,(i) = O si et seulement si n est de la forme 4k + 2,k € N.

De méme, on a P,(=i) = (=i)" + 1 = (=1)"i" + 1. Donc P,(=i) = O si et seulement si
(~1)it = 1.

Or, i" est réel si et seulement si n est pair, et alors (-1)" = 1.

Donc P,(-i) =0 i"=-1 o n =4k + 2.

Et donc P, est divisible par X2 + 1sietseulementsinestdelaforme4k+2, keN. O

Autour de la division euclidienne
Abordable en premiére année :
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8 CHAPITRE 1 : ALGEBRE

Soit n > 2 un entier naturel. Déterminer tous les polyndmes de R, [X] divisibles par X + 1 et dont les restes de la
division euclidienne par X + 2,X + 3,--- ,X + n + 1 sont égaux.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.3 Notons que pour k € R, le reste de la division eucli-

dienne d’un polynéme P par X + k est une constante aj et qu’alors, si P = (X + k)Q + ax,

nécessairement P(—k) = a.

Ainsi, nous cherchons les polyndmes divisibles par X + 1 qui prennent la méme valeur en Le fait que P soit de degré
-2,-3,--+,—n—1. au plus n est important, sans
cela on pourrait uniquement

Soit donc P un tel polyndme, et soit a la valeur commune de P(-2) = P(-3) = --- = affirmer que P—a est divisible

P(-n—1). par (X+2) - - - (X +n+1), mais
Alors P — & est un polynoéme de degré au plus n qui s’annule en —2,-3,--- ,—n—1 :il est le quotient pourrait alors étre
doncdelaforme P—a = AX +2)(X +3)---(X+n+1),avec A € R. un polynome non constant.

Et puisque P est divisible par X+1,0ona P(-1) = 0 = A(=1+2)(-1+3) - - - (-1+n+1)+a = 0.
Soit encore An! + o = 0. Ainsi, Pestde laforme P=A (X +2)(X +3)--- (X +n+ 1) —n!).

Inversement,siP = A((X +2)(X +3)--- (X + n+ 1) — n!),avec A € R,alors P(-1) = A(n! — n!) = 0,
de sorte que P est divisible par X + 1.

D’autre part, P(=2) = P(=3) = --- = P(-n — 1) = —Anl. Et donc les restes de la division
euclidienne de P par X + 2,X +3,--- , X + n + 1 sont tous égaux 3 —An!

Ainsi, les polyndmes satisfaisant aux conditions de I'énoncé sont exactement les polynémes

de laforme A (X +2)(X +3)--- (X +n+1)—n!). i

Polynémes de Lagrange

L’exercice suivant montre qu’en utilisant les polyndmes de Lagrange, il est possible «d’approcher» toute fonction par une
fonction polynomiale, en ce sens qu’elle prend les mémes valeurs en n points fixés a 'avance.

Dans le cas ot la fonction de départ est de classe 6", on obtient méme une majoration de I'erreur commise en I'approchant
par un tel polynéme.

Polynomes d’interpolation de Lagrange et majoration de I’erreur

Abordable en premiére année :

Dans tout cet exercice, n désigne un entier naturel non nul et (ai, . . ., a,) une famille de nombres réels distincts.
Pour tous (i, j) € N?,onnote §;; = 1sii=jet 8 ; =0sii#j.

1. (a) Soiti € [1,n]. Montrer qu’il existe un unique polynéme L; € R,_1[X] tel que pour tout j € [1,n],
Li(aj) = 6;,j.
(b) Montrer que la famille (L;);ef1, nj st une base de R,,—1[X].

2. Soit  : R[X] — R[X] définie par VP € R[X], 7(P) = ZP(ai)Li.
i=1

(a) Montrer que r est un projecteur de R[X].

(b) Déterminer le noyau et 'image de 7.
(c) On note F = {Q ]_[(x —a;), Q¢ R[X]}. Montrer que F & R,,_1[X] = R[X].
i=1

(d) Soit P € R,_1[X]. Déterminer les coordonnées de P dans la base (L;);eft, n]-
3. Soite: R4 [X] > R", P> (P(ai))ie[[l,n]]'
(a) Montrer que ¢ est un isomorphisme.

(b) Soit f € F(R,R). Montrer qu’il existe un unique polynéme P € R,,_1[X] tel que P(a;) = f(a;), pour
tout i € [[1,n].
Ce polynéme s'appelle le polyndme d’interpolation de Lagrange associé a la fonction f aux points (a1, .. ., an).

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR M. VIENNEY


http://www.ecs2-fauriel.fr

1.1. POLYNOMES

4. Soient a,b € R tels que a < b. Soient f € 6"([a,b],R), ai,a2,...,a, tels que a < aj < ---

polynéme d’interpolation de Lagrange associé a f et aux points (a1, . . ., an).

(a) Soit x € [a,b]\ {ai,...,an} et K réel. On définit la fonction ¢ par :

¢:[a,b] > R, t > f(t) - Pt) —Kl_[(t —ay).
i=1
Montrer qu’il existe K tel que ¢(x) =
(b) Montrer que pour cette valeur de K, il existe { € [a, b] tel que ¢'™({) =0

(c) Montrer que pour tout x € [a,b],ona :

[ Jbe—ai
() = PG| < e sup ).

[a,b]

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.4
1.a. Supposons qu’un tel polynome L; existe. Alors les a;, 1 < j < n, j # i sont racines de L;, et

donc L; est divisible par H(X —aj) :il existe Q; € R[X] tel que L; = Q H(X - aj).

Mais alors degL; = degQ +(n—1), et puisque degL; <n—1,degQ <0

Autrement dit, Q est une constante .

Et alors .
1
1= Li(a,-) = Al_[(al— - aj) o= E——
J [ @ -ap
Tt
n
X —a;
Etdonc L; = l—l L
=i a; — (,lj

J#i
n
Inversement, le polynéme L; = 1_[

J=1
J#i

vérifie Vj € [1,n], Li(a;) = 5; -
Donc il existe bien un unique polyndéme de R,,—;[X] vérifiant ces conditions.

est bien de degré inférieur ou égal' an— 1, et
a; — a;

n
1.b. Soient Ay,..., A, des réels tels que Z AiL; = 0.
i=1
Alors pour j € [1,n]l, en évaluant cette relation en a;, il vient

Z/L-L,-(aj) =0 Zﬁi&-,j =0 Aj =0.
i=1 i=1

Etdonc Ay =--- =2, =0 :lafamille (L1,...,L,) est libre.
Puisqu’elle est de cardinal n = dimR,,_1[X], c’est une base de R,,—1[X].

2.a. Notons que pour tout j € [1,n], on a
x(P)aj) = Y Pla)Li(a)) = ) P(a)d;; = P(a)).
i=1 i=1

Et donc . .
a(x(P)) = ) m(P)a)L; = )" Pla)L; = x(P).
i=1 i=1
Puisque d’autre part la linéarité de 7 est évidente?, & est un projecteur de R[X].
2.b. Pour P € R[X],onaP ¢ Ker(n) & Z P(a;)L; = 0, et par liberté de la famille (Ly,...,L,),

i=1
C’est le cas si et seulement si P(a1) = --- = P(a,) = 0

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR
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Le fait que les ay. soient deux
3 deux distincts garantit que

ﬁ(ai - aj) # 0.
j=1

J#i

LEn réalité, il est de degré
égalan—1.

2 Dévaluation des polyndmes
en a; est linéaire.

M. VIENNEY


http://www.ecs2-fauriel.fr

2.d.

3.b.

4.b.
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Autrement dit, Ker(rr) est formé des polynémes qui possédent ay, . . . a, comme racines.

Cest donc I'ensemble des polyndmes divisibles par l_[(X —a;) :CestF.

i=1
Drautre part, il est évident que Im(r) c R,,—1[X].

Comme on a n(L;) = ZLi(aj)Lj = L;, les L; sont tous dans Im(rx) et donc R,,_{[X] =
=1

Vect(Ly,...,L,) C Im(x).

Et donc Im(7) = R,_([X].

Il serait possible de prouver le résultat souhaité par analyse-synthése, en prouvant que tout

polynéme de R[X] s’écrit de maniére unique comme un élément de F plus un polynéme

de R,_1[X].

Mais puisque nous savons que sz est un projecteur, on a R[X] = Im(r) ® Ker(r) =

R,.1[X]&F.

Si P € R,_1[X] = Im(x), alors P = 7(P) = Z P(a;)L;.
P=1

Et donc les coordonnées de P dans la base (L, ...,Ly) sont (P(ay), ..., P(ay,)).

La linéarité de ¢ découle immédiatement de la linéarité de I'évaluation des polynoémes.
Puisque R,_1[X] et R" sont tous deux de dimension n, il suffit de montrer que ¢ est
injective.

Soit donc P € Kere¢. Alors

P(a) = P(a) = -+ = P(ay) = 0.

Donc ay, . . ., a, sont n racines distinctes® de P. Mais P est de degré au plus n — 1, et donc
est le polynéme nul.

Ainsi Ker e = {0} et donc ¢ est un isomorphisme.

Alternative : puisque e(L;) = (0,...,0,1,0,...,0), 'image de la base (Lo, L1, ..., Ly) est
la base canonique de R™.

Et donc I'image d’une base de R,_1[X] par ¢ est une base de R, ce qui sufhit 2 affirmer
que ¢ est un isomorphisme.

Il s’agit de prouver que (f(a1), ..., f(an)) posséde un unique antécédent par e.
Mais puisque ¢ est bijectif, il existe un unique P € R,_1[X] tel que

E(P) = (f(a1’ e ,f(an)) e Vvie [[1,”]], P(ai) = f(ai)-

Ona g(x) = f(x) - P(x) - K l_[(x —ay).
i=1
f&x) = Px).

n

[ Jer—an
i=1

Pour tout i € [1,n], ¢(a;) = f(a;) — P(a;) — l_l(ai —aj) = f(a;) — P(a;) = 0.
j=1

Etdonc g(x) =0 © K =

Donc ¢ sannule en ay, . .., a, et en x, qui sont bien n + 1 réel distincts.

Par le théoreme de Rolle, il existe donc n réels distincts qui annulent ¢’.

Puis, toujours par le théoréme de Rolle, il existe n — 1 réels distincts qui annulent ¢’

Et ainsi de suite, par application répétées du théoréme de Rolle, il existe ¢ €]a, b] tel que

e™(0) = 0.
Puisque P est de degré au plusn — 1, pm =,

D’autre part, l_[(X — a;) étant de degré n, sa dérivée n®™ est égale a n! fois son coefhicient
i=1
dominant, c’est-a-dire n! x K.
Et donc ¢ = fW —nl x K.
Q)
nl

Par conséquent, K =
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3 Car les a; le sont.

Le seul polyndme qui pos-
séde strictement plus de
racines que son degré est le
polynéme nul.

Si besoin, dérivez n fois
n
ap X" +---+a; +ag

pour vous convaincre que la
dérivée n®m d’un polyndéme
de degré n vaut n! fois son
coefhicient dominant.
Attention : ceci ne vaut que
si on dérive autant de fois
que le degré.

M. VIENNEY
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Et donc

|f (o) = P(x)] = &(2+K Enl[(x - a;)

=0
= IKI[ [ bx - al
i=1
() n
_If !<§>| H i a

n
n
l_[lx_ail

i=1
S sup |f(n)|lT-

x€[a,b]

Racines des polyndmes a coeflicients réels : algébre ou analyse ?

Somme des dérivées d’un polynoéme positif

Abordable en premiére année :

1. Soit P un trinéme tel que : ¥x € R, P(x) > 0. Montrer que pour tout x € R, P(x) + P’(x) + P"(x) > 0.

2. Plus généralement, soit P un polyndme de degré n (n € N) tel que Vx € R, P(x) > 0

(a) Que peut-on dire de la parité de n ?
(b) Montrer que pour tout x € R, P(x) + P”(x) + -+~ + PM(x) > 0.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.5

Notons P(x) = ax? + bx + c. Alors la limite en +oo de P est +co suivant le signe de a.
Puisque P ne prend que des valeurs positives par hypothése, on a donc lim P(x) = +oo et
X—+00

donc a > 0.

Drautre part, on a P’'(x) = 2ax + b et P"’(x) = 2a.

Notons alors g(x) = P(x) + P'(x) + P”(x). Alors g est deux fois dérivable, et ¢’(x) =
P'(x)+P"(x)etg”(x) =P"(x) =2a > 0.

Donc g est convexe. En particulier, la courbe représentative de g est située au dessus de ses

b b b
tangentes. Mais g’(x) = 2ax+b+2as’annule en x = —1+2—, etg (—1 + —) =P (—1 + 2—) +g (—1 4
a a

2a

b b
Ainsi, la tangente A genx = -1 + 55 Ot la droite! d’équationy =g (—1 +5. )
a a

b
Et donc pour tout x € R, g(x) > g (—1 + %) > 0.

Notons P(x) = apx™ + an_1x" ' + - + a1x + ao.

Au voisinage de +oo, P(x) ~ apx" — oo,
X

Si n est impair, alors les limites de a,x™ en +oo sont de signes opposés, 'une égale 4 +oo et
lautre & —co.
Puisque P est positif, ceci n’est pas possible, et donc n est pair.

Notons g(x) = P(x) + P’(x) + - - - + P"™(x), et montrons que Vx € R, g(x) > 0.

Raisonnons par I'absurde, et supposons que g prend des valeurs strictement négatives.

Notons que g est encore un polynéme de degré n, équivalent en +oo 2 P, et donc
lim g(x) = +oo.

X—+00

Sia € Reest tel que g(a) < 0, alors par le théoréme des valeurs intermédiaires?, il existe
donc b > a tel que g(b) = 0.

Et de méme, g(x) ~ P(x),etdonc lim g(x) = +oo, de sorte qu’il existe ¢ < a tel que

——

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR

b\ .

Nous venons en fait de prou-
ver que g posséde un mini-
mum en —1 + %

Le méme raisonnement
prouve qu’une fonction
convexe qui admet un point
critique posséde un mini-
mum en ce point critique.

2 Qui s’applique car un poly-

noéme est continu.

M. VIENNEY
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g(c) = 0.

Ainsi, le polynoéme g posséde au moins deux racines.

Notons x; < x < - -- < x, les différentes racines de g. Par le théoréme des valeurs inter-
médiaires, g est de signe constant entre deux racines consécutives.

Soient donc x; et x;4+1 deux racines consécutives de g telles que Vx €]x;, xi41[, g(x) < 0.
Alors, pour tout x €]x;, x;41[, on a

g'(x) = P'(x) + P"(x) + P™(x) + P D(x) = g(x) - P(x) < 0.
————
=0
Et donc g est strictement décroissante sur [x;, x;41].

Ceci contredit le fait que g(x;) = g(x;+1) = 0. Donc notre hypothése de départ est fausse,
et donc pour tout x € R, g(x) > 0.

Une autre solution : en notant toujours que g’ = g — P, posons f(x) = g(x)e™™, de sorte
que

f/(x)=9g'(x)e™ —g(x)e™ = =P(x)e™™ < 0.
Alors f est décroissante sur R. Mais lir}rm f(x) =0, de sorte que Vx € R, f(x) > 0.

Et donc pour tout x € R, g(x) > 0.

Une inégalité sur les coefficients d’'un polydme scindé a racines simples.

Abordable en premiére année :

Si r est une racine de g, il se
peut tout de méme que g ne
change pas de signe en r.
Penser par exemple au poly-
ndéme X2, qui s’annule en 0,
mais n’y change pas de signe
+il est positif sur R.

1. Soient a, b, c des réels et T le trindme T(X) = aX? + bX + c. On note T’ et T” respectivement, les dérivées

premiéres et seconde de la fonction T.

(a) Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur les réels a, b et ¢ pour que, pour tout x € R,

on ait : T(x) > 0.

(b) On suppose que T possede deux racines réelles distinctes. Déduire de la question précédente que :

Vx € R, T(x)T"(x) < (T")*(x).

Dans la suite de I'exercice, on note n un entier supérieur ou égal a 2, et P un polynéme de R[X] de degré n, ayant

n racines réelles distinctes.
n

On pose P = Z a;X*. On note P’ et P” respectivement, les dérivées premiére et seconde de P.

k=0
2. Montrer que P’ posséde (n — 1) racines réelles.

’

P(x)
(b) En déduire que pour tout x € R, ona : P(x)P”(x) < (P")*(x).

3. (a) Montrer que la fonction x -

4. A Paide des questions précédentes, établir pour tout k € [0, n — 2], I'inégalité : aray.» <

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.6

Pour que T ne change pas de signe, il faut et il sufhit que son discriminant soit négatif ou
nul.
Et pour que le signe de T soit positif, il faut alors que a > 0.

>0

.. .. L . |a
Ainsi, T est positif sur R tout entier si et seulement si )
b —4ac <0

On a T'(x) = 2ax + b et donc (T")*(x) = 4a’x> + 4abx + b>.
Drautre part, T”(x) = 2a et donc T(x)T”(x) = 2a°x> + 2abx + 2ac.
Ainsi,

(T")?(x) = T(x)T"(x) = 2a’x> + 2abx + b*> — 2ac.

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR

est décroissante sur chaque intervalle de son ensemble de définition.

2
ak+1'

Ficure 1.1- Un polyndme de degré 2
de signe constant est de discriminant
négatif.

M. VIENNEY
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Le discriminant de ce polynéme est
A = 4a%b? — 8a%(b? - 2ac) = —4a’b? + 16a’c = —4a* (b — 4ac).

Mais puisque T posséde deux racines réelles, b*> — 4ac > 0 et donc A < 0.
Drautre part, le coefficient dominant de (T7)>~TT" est 2a* > 0, donc il vérifie les conditions
de la premiére question :

Vx € R, (T")(x) = T()T"(x) = 0 & T(x)T"(x) < (T")*(x).

Notons x; < x3 < -++ < xp, les racines réelles de T, de sorte que T(x1) = T(x2) = -+ =
T(x,) = 0.
Puisque T est dérivable sur R, par le théoréme de Rolle, T’ sannule au moins une fois sur
chacun des intervalles Jx;, x;41[, i € [1,n = 1].
Et donc T’ posséde au moins n — 1 racines réelles. Etant de degrén—1,ilaauplusn—-1
racines, et donc posséde exactement n — 1 racines.

n
Avec les notations précédentes, on a P(X) = a H(X - x;), ou a est le coefficient dominant

| 2 Danger !
i=

Attention 4 ne pas oublier la
de . leur absolue, P
’(x) L, . va e'ur absolue, P n e.st pas
Or,x — )’ est la dérivée, sur chacun des intervalles ]—oo, x1 [, Jx1, x2[, . . ., 1Xn—1, Xn[, 1%n, +o0[, | de signe constant puisqu’il
x

) change de signe en chacun
de la fonction x ~ In(|P(x)|). des x;.

Or, pour x ¢ {x1,x2,...,%,}, In(|P(x)]) = In(|al) + Z In(jx = xx|).
k=1

f s 2 1 — Astuce
Et donc sa dérivée est x Z . P
= x = x Le fait que pour un poly-
B néme scindé de racines
Mais les fonctions x — sont toutes décroissantes sur leurs ensembles de définition, X1y + - -, X, ON ait
X — Xk
P’(x L. . .. P'(x) 1
et donc x ) est décroissante car somme de fonctions décroissantes. Pl > ey
x =1
. P'(x) ‘. I (e g R est assez classique.
La fonction x — est dérivable sur son ensemble de définition', de dérivée égale 2 L
P(x On parle alors de la dérivée
P(x)P"(x) _ P/(x)Z logarithmique de P.
P//(x)Z
Or, par la question précédente, cette dérivée est négative, donc pour tout x ¢ {x1,x2,...,%,},
on a 1 Qui est

P(x)P"(x) = (P')*(x) < 0 & P(x)P"(x) < (P')*(x). R\ fx1, 50 o2 )

Drautre part, si x € {x1,X2,...,%,}, alors I'inégalité est triviale puisque P(x) P”(x) = 0 et
——
=0
(P'Y(x) > 0.
Evaluons Pégalité précédente en x = 0 : P(0)P”(0) < P’(0)%.
Or, P(0) = ag, P’(0) = ay et P”’(0) = 2ay.
On a donc 2apa; < a? et donc agpa; < ai.

De méme, on a P/(X) = Z kapX* 1, et P’ posséde n — 1 racines réelles d’aprés la question
k=1

2.

Par conséquent, le résultat de la question 3 s’applique : Vx € R, P’(x)P®)(x) < (P”)*(x).

Mais P®)(0) = 6a3, et donc P’(0)PP)(0) < (P”)%(0) soit encore

2 2
a, < a;.

AN~

a16a3 < (26[2)2 = aiaz <

Plus généralement, pour tout k € [0, n— 2] une application répétée de la question 2 montre
que pk) posséde n — k racines.
Et donc le résultat de la question 3 s’applique (en particulier avec x = 0) :

P(k)(O)P(k+2)(O) < (P(k+1))2(0)

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR M. VIENNEY
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n

Or, pour tout i < n, PD(X) = Z agk(k = 1)+ (k — i + 1)X*, et donc P(0) = a;il. ‘
pr N((_))tons que le fait que
D0) = il a; -
Et donc la relation PR (0)P*+2)(0) < (P*+1)2(0) s’écrit encore PP(O) = il a; peut se re-
trouver plus simplement &
Iaide de la formule de Taylor

k+ 1)) Ames :
Kla  (k + Dlagss < ((k + Dlage) & agagas < a2, % pour les polynomes :
. ' P(X) = zn: P(i)(o)x"
il
C((k+ DY Kx(k+D)x(k+1)! k+1 o
Mais = = < 1. o
Kk +2)!  Klx(k+DIx(k+2) k+2 par identification des coeffi-
Et donc agag,s < ag.q- cients.
O

Base des polynomes factoriels et application au calcul de sommes de séries.

Abordable en premiére année :

On note R[X] I'espace vectoriel des polyndmes a coeflicients réels et pour tout entier naturel n, R,[X] désigne
I’espace vectoriel des polyndomes de degré inférieur ou égal 4 n.
On pose Sy = 1 et pour tout entier k non nul, on désigne par Sy le polynéme défini par :

k-1
Sex) = [ e -,
i=0

1. (a) Démontrer que, pour tout entier n, la famille (S)o<k<n est une famille libre de R[X].
(b) Soit m un entier naturel. Prouver que pour tout polynéme P de R,,[X], il existe un unique (m+ 1)-uplet
m
de réels (ax)o<k<m tels que P = Z arSk.
k=0
2. (a) Pour tout entier naturel n et tout entier naturel k, calculer Sy.(n).

(b) Soit P un polyndéme de R,,[X] écrit dans la base (S )o<k<m sous la forme P = Z arSk.
k=0

N m N
RN . P(n) 1
i. Démontrer que pour tout entier N > m, E — = Z ay Z

n=0 n. k=0 n=k

. (1 . P(n .
ii. En déduire que la série Z # converge et calculer sa somme en fonction des ax, k € [0, m].
n!

n>0
(c) Soit p un entier naturel non nul.
nPn—-1)n-2)---(n—p+1)

' et calculer sa somme.
n!

Justifier la convergence de la série Z

n>0

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.7

Notons que Sk est le produit de k termes de degré 1, et donc est de degré k.

Ainsi, (Sk)o<k<n est une famille de polynémes de degrés deux a deux distincts : c’est donc Une famille de vecteurs
une famille libre de R[X]. d’un espace vectoriel E qui

. ) ) R est de cardinal dim E est
La famille (Sk)o<k<n est une famille libre de n + 1 polyndmes, tous dans R,,[X]. automatiquement une base,
Puisque dimR,[X] = n + 1, c’est donc une base de R, [X]. il n’y a pas besoin de vérifier
Et par conséquent, tout polynéme P de R, [X] se décompose de maniére unique dans cette qulelle est génératrice.

n Cest dailleurs souvent le plus
base : il existe un unique (n + 1)-uplet (ag, a1, . . ., a,) de réels tels que P = Z arSk. simple pour montrer qu’une
famille est une base...si on

k=0 . R .
connait la dimension de E.

Sik > n, alors X — n est P'un des facteurs de Si, et donc n est racine de S, de sorte que
Sk(l’l) =0.

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR M. VIENNEY
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Sik < n, alors

k-1 n!
s = [ Jon= =t )0k )= 2

D’aprés ce qui précéde, on a

n=0 0
m N
3 Sk(n)
= Z Gk Z nl
k=0 n=0
i i n! 1 Sin < k,alors Sg(n) =0
=2,% —olnl ’ o
el (n—k)'n!
S o
= ak ]
e R A )

Pour k € [0, m] fixé, on a
N—k

S T
;c(n—k)l‘;?!'

Nous reconnaissons 12 une somme partielle de la série exponentielle de parameétre 1, et
donc lorsque N — +co,

> e i D
1
—_— —=e =e.
— )] Noroo i1
) (n—k)! No+ il
Et donc, par somme de limites, on a
N P(T’l) m
IR P
= n: N-o+oo e Rappelons que, par défini-
tion, une série converge si
P(n) et seulement si la suite de ses
Ceci signifie donc que la série Z —~ converge et que sommes partielles admet une
o limite finie.
Cette limite est alors (tou-
+00 m jours par définition) la
Z P(n) —e Z ar. somme de la série.
n!
n=0 k=0
Soit P le polynéme défini par P(X) = X*(X - 1)(X = 2)--- (X —p + 1) = XS,
p+1
Alors, P € Ry11[X], et donc il existe des réels aq, . .., aps1 tels que P = Z arSk.
k=0
En évaluant cette relation en X = 0, il vient donc
p+1
0= P(0) = Z arSk(0) = ap.
k=0
p+1
Et donc P = Z axSk. Puis en évaluant en X = 1, il vient
k=1
p+1
0=P(1)= ) aSi(l) = arSi(1) = ar.
k=1
De proche en proche, en utilisant le fait que les racines de P sont 0, 1,...,p — 1, on montre
ainsi que ag, ai, . .., a,—1 sont nuls.

Etdonc P = apSp + ap+1Sp+1.
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http://www.ecs2-fauriel.fr

16

CHAPITRE 1 : ALGEBRE

De plus, on a P(p) = p X p! = a,S,(p) + ap+1 Sp+1(p) = app!, de sorte que a,, = p.
~———

=0
Enfin, en évaluant en X = p + 1, il vient,

P(p+1) = (p+1)>xpx- - -x2 = (p+1)x(p+1)! =pSp(p+ 1) +aps1 Spr1(p + 1) = (p+ap1)(p+1)L
S—— e —— e

=(p+1)! (p+1)!
Et donc ap41 = 1, de sorte que la décomposition de P dans la base (S, ..., Sy+1) est :
P=pS, +Sper.
Et al n appliquant le résultat de 1 tion 2.b.ii, 1 Z@ n t
alors, en appliquant le résultat de la question 2.b.ii, la série I converge e
n=>0
+00 +oco 9
P(n) n“(n=1)---(n—-p+1)
2 =2 i = (p+ e
n=0 n=0

Avec un peu d’astuce, ce
résultat pouvait s'obtenir avec
bien moins de calculs :

pP= XSP
= (X -p)Sp +pSp
= Sp+1 +pSp.

Soit E = R3[X] l'espace vectoriel des polynomes 4 coefhcients réels de degré inférieur ou égal a 3. On pose :

F={PeE:P(0)=P(1)=P2)=0},G={PecE:P(1)=P(2)=P3)=0}et H={PeE:PX)=P(-X)}.

Montrer que E=F® G ® H.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.8 Soit P € E. Alors P € F si et seulement si P est divisible
par X(X = 1)(X - 2).

Mais un tel polynéme s’écrit alors P = QX(X — 1)(X — 2), et P étant de degré inférieur ou
égal 3 3, nécessairement, deg Q = 0, c’est-a-dire que Q est une constante.

Ainsi, F = {AX(X - 1)(X = 2), 1 € R} = Vect (X(X - 1)(X = 2)).

On prouve de méme que G = Vect ((X — 1)(X - 2)(X - 3)).
Enfin, soit P = ag + a1 X + ax X2 + a3 X>. Alors

PeHo ay+a1 X + a2X2 + a3X3 =ap+ al(—X) + a2(—X)2 + ag(—X)3
Sag+a X + a2X2 + a3X3 =ag—-ay X + a2X2 - a3X3
S ar =az = 0

o P=qgy+ azXz.
Autrement dit, H = {ag + a2X?, (a0, a2) € R*} = Vect(1, X?).

Remarquons que dimF + dimG +dimH = 1 + 1 + 2 = 4 = dimE, ce qui est nécessaire
pour avoir E= F® G ® H.

En concaténant les bases obtenues précédemment de F,G et H, on obtient la famille
(XX = 1)(X =2),(X = 1)(X =2)(X =3),1,X?) de E.

Montrons que cette famille est libre : soient A1, A2, A3, A4 des réels tels que

XX = DX =2) + (X = 1)(X = 2)(X = 3) + A3 + 14X° = 0.

En évaluanten X = 1 et X = 2, il vient A3 + 14 = 0 et A3 + 414 = 0.

Ainsi, /13 = /14 =0.

Puis en évaluant en X = 0, il vient =61, = 0, et donc 1;X(X - 1)(X -2) =0 & A4 = 0.
Par conséquent, (X(X — 1)(X — 2), (X — 1)(X — 2)(X - 3), 1, X?) est une famille libre de E,
de cardinal 4 = dim E : c’est une base de E.

Et puisque la concaténation de bases de F, G et H est une base de E, ces trois sous-espaces

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR

Deux polynémes sont égaux
si et seulement si leurs coefh-
cients sont égaux.

2 Danger !
Rappelons que ceci est néces-
saire pour que la somme soit
directe, mais n’est en aucun
cas sufhisant !
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sont en somme directe, et E=F® G @ H.

Remarque : l'ensemble H est I'ensemble des polynémes pairs de Ro[X].

On pourrait prouver comme nous l’auonsfait ici que lensemble des polyndmes pairs deR,[X] a
pour base 1, X2, X* etc, Cest-a-dire lensemble des X*, avec k pair compris entre O et n.

Et de méme, {P € R,[X] : P(=X) = —P(X)} lensemble des polyndmes impairs de R,[X] est
engendré par X, X3, X3, etc, lensemble des X*, avec k impair compris entre 1 et n. o

Soient A, B, C trois matrices de /#»(C). Montrer qu’il existe trois complexes a, B,y non tous nuls tels que aA+pB+yC
posséde une unique valeur propre.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.9 Si la famille (4, B, C) est liée, alors il existe trois réels
a, B,y non tous nuls tels que aA + B + yC = 0. Or la matrice nulle ne posséde qu’une
valeur propre : 0.

Supposons donc que (A, B, C) est libre. Alors F = Vect(A, B, C) est de dimension 3.

Soit G = {(g Z) € M>(C), (a,b) € CQ}. Alors G est formé de matrices ne possédant
qu’une seule valeur propre, et est de dimension 2.

Si on avait F N G = {0}, alors F et G seraient en somme directe.

Mais alors dim(F & G) = 5 > dim /#>(C), ce qui n’est pas possible.

La dimension d’une somme
directe est la somme des

On en déduit donc qu’il existe une matrice non nulle dans F N G, qui est donc une matrice dimensions.

possédant une seule valeur propre et combinaison linéaire! de A, B et C. FDont les coefficients sont
Commentaire : le raisonnement que nous avons utilisé sur les dimensions se généralise trés nécessairement non tous nuls
Jacilement : si F et G sont deux sous-espaces vectoriels d’'un espace vectoriel E de dimension finie, ijal:gl:ellrﬁlz agit pas de la
et sidim F + dim G > dimE, alors F N G # {Og}. o ’

L’exercice qui suit est un grand classique, et on est surpris de le voir figurer a I'oral 'HEC. Il nécessite néanmoins une
bonne compréhension des projecteurs.

Une condition nécessaire et suffisante pour commuter 3 un projecteur.

Soit E un espace vectoriel sur R, p un projecteur de E et u € £(E). Montrer que p et u commutent si et seulement
si Ker p et Imp sont stables par u.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.10 Il est classique que si u et p commutent, alors Kerp

et Imp sont stables par u.

Inversement, supposons que ces deux espaces soient stables par u. Alors puisque p est un

projecteur, on a E = Kerp ® Imp.

Soit x € E. De maniere unique, x = x1 + x2, avec x € Imp et x, € Kerp. Pour un projecteur p, si
Alors 0 p(x) = u(p(xr) + plxa)) = ulxr) et p o ux) = plulxy)) + pluxa)). x € Imp alors p(x) = x.
Mais Kerp est stable par u, de sorte que u(x;) € Kerp, et donc p(u(xz)) = 0. ge(cpl)mem au faic que lmp =
De méme, Imp est stable, donc u(x1) € Imp. Et nous savons que pour tout élément y dans i

Imp, p(y) = y. Donc p o u(x) = p(u(x1)) = u(xy).

Ainsi, Vx € E, pou(x) = uo p(x),donc pou=uop :uetpcommutent.

Remarque : souvenons nous qu’un projecteur est diagonalisable, posséde 0 et 1 comme valeurs

propres et Eq(p) = Ker(p) et E1(p) = Im(p).
Nous venons donc de prouver que u commule avec p si et seulement si les sous-espaces propres de p
sont stables par u.
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On pourrait prouver plus généralement que pour f diagonalisable, g commute avec f si et seulement
si les sous-espaces propres de f sont stables par g. O

Etude d’une suite de polyndme.

Abordable en premiére année :

Soient A, u deux réels avec A # 0.
On considére la suite (P,) de polyndmes définie par Py € Ro[X] et Vn € N, Ppyq = AP, + pP),.

1. Montrer que (P,), est une suite d’éléments de R[X].
2. Soit n € N fixé et Q € Ry[X]. Existe-t-il Py € Ry[X] tel que P, =Q ?

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.11

Montrons le par récurrence sur n. Par hypothese, Py € Ry[X].
Supposons que P, € Ry[X]. Alors deg(AP,) < 2etdeg(uP;) < 1, de sorte que deg(P,+1) < 2.
Ainsi, Pyy1 € Ro[X], et donc pour tout n € N, P, € Ry[X].

Il serait siirement possible d’expliciter les coefhicients de P, en fonction de ceux de Py, et de
résoudre ensuite un systéme d’équations ayant pour inconnues les trois coeflicients de P;.
Mais ceci serait fastidieux, et il est plus simple de remarquer que f : P +— AP + pP’ est un
endomorphisme de Ry[X], avec P, = f"(P).

I s’agit alors de déterminer si Q admet un antécédent par f".

Mais la matrice de f dans la base canonique de R,[X] est

A J7; 0
Matg, . ()= 0 1 24
0 0 A

Cette matrice est de rang 3 car A # 0, et donc elle est inversible, de sorte que f est un

isomorphisme.

Donc f™ est également un isomorphisme! et donc Q = f*(Py) posséde une unique solution : ! Une composée d’isomor-
-1 hismes est un isomor-

Po=(f")""(Q). P

phisme.
]

TODO : escp 2006 2.08

Un endomorphisme f (respectivement une matrice carrée A) est dit nilpotent sil existe un entier p € N tel que f? =0
(resp. AP = 0).

Aucune connaissance n’est exigible sur le sujet, mais il s’agit tout de méme d’un théme récurrent de I'oral.

L’exercice suivant regroupe la plupart des questions classiques sur le sujet (la premiére étant trés trés classique, et il est
difficile de deviner la méthode si on ne I'a jamais vue).

Si tout est formulé ici en termes d’endomorphismes, ces résultats se transposent aisément au cas des matrices nilpotentes.

f est nilpotent si et seulement si Spec(f) = {0}.

Soit n un entier naturel n > 2 et E un espace vectoriel complexe de dimension n. Soit f un endomorphisme non
nul de E nilpotent, ce qui signifie qu'il existe p > 2 tel que 7 = 0 et 77! # 0.

1. Montrer que p < n.

2. On suppose dans cette question uniquement que p = n. Résoudre I'équation u? = f, d’inconnue u endomor-
phisme de E.
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3. Déterminer les valeurs propres de f. L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

4. Soit g un endomorphisme non nul de E.

(a) Montrer qu’il existe un polynéme Q annulateur de g dont toutes les racines sont exclusivement les

valeurs propres de g.

(b) Montrer que dans 'ensemble des polyndmes annulateurs non nuls de g, il existe un polynéme annulateur

de degré minimal. Quel lien existe-t-il entre Q et ce polyndme. ?

(c) On suppose dans cette question que g ne posséde que 0 comme valeur propre. Montrer que g est

nilpotent.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.12

Soit x € E tel que f77!(x) # Op (lexistence d’un tel x est garantie par le fait que f7~! n’est
pas 'endomorphisme nul).

Montrons alors que la famille (x, f(x), f2(x), ..., f#71(x)) est libre.

Soient donc Ao, A1, . .., A,-1 des réels tels que

Aox + AL f(x) + -+ Ap1 fP7(x) = Op.
En appliquant 77! 4 cette relation, il vient
AofPHx) + AfP(x) + -+ + fP72(x) = 0 = Ao fP ' (x) = Op.

Mais par hypothése, f7~!(x) # O, et donc Ay = 0.

Ainsi, il reste A1 f(x) + Ao f2(x) + -+ + Ap1 fP71(x) = Op.

Mais en appliquant f7=2, on obtient alors A1 f7~!(x) = O, et donc A; = 0.

Donc la relation de départ devient A, f2(x) + - - - + Ap_1 P71 (x) = O.

De proche en proche!, on prouve ainsi que Ag = Ay = -+- = 4,1 = 0.

Et donc la famille (x, f(x), ..., fP~!(x)) est une famille libre de E, de cardinal p. Puisque
dimE = n, on en déduit que p < n.

Puisque ™ = 0, il vient u*" = (u?)" = f" = 0.

Notons k le plus petit entier tel que u* = 0 (un tel k existe puisque {m € N tel que u™ = 0}
est non vide car il contient 2n, et toute partie non vide de N posséde un plus petit élément.
Puisque 4?2 = (?)"~! = "1 % 0, u>"~2 est non nul. Et donc k = 2n— 1 ou k = 2n.
Mais le résultat de la question 1 sapplique également 4 'endomorphisme u, et donc k < 2,
ce qui est contradictoire? avec k > 2n — 1.

Autrement dit, ’équation u® = f ne posséde pas de solution.

Puisque f? = 0, le polyndme X? est annulateur de f.

Et donc la seule valeur propre possible de f est 0, qui est la seule racine de X*.

Drautre part, f n’est pas inversible, car sinon f? le serait également car composée d’en-
domorphismes inversibles. Or f? = 0, et 'endomorphisme nul n’est évidemment pas
inversible.

Et donc 0 est bien valeur propre de f : Spec(f) = {0}.

Remarque : tout ce qui a été dit jusqu’a présent reste valable si E est un espace vectoriel sur R.

Soit P un polyndme non nul, annulateur de g (nous savons qu’il en existe un).

Nous savons que toutes les valeurs propres de g sont racines de P, mais il se peut également
qu'il existe des racines de P qui ne soient pas valeurs propres de g.

Par le théoréme de d’Alembert-Gauss, nous savons que P se décompose en produit de
facteurs de degré 1.

k m

Notons P = l_[(X - A) H(X — f1p), ot Spec(g) = {A1,..., Ak}, etol py,. .., py, sont les
i=1 p=1

racines de P qui ne sont pas valeurs propres de g.

Alors, pour tout p € [1,m]], g — ppidg est inversible.

Et donc en composant 2 gauche la relation P(g) = 0 par (g — p1idg)™ o -+ 0 (g — pmidp) ™,

il vient

(g—y1id5)_1o- . -o(g—pmid};)_lo(q—y1id5)o- --o(g—pmidg)o(g—Aiidg)o- - -o(g—Axidg) = 0.

Or les g — ppidg sont des polynémes en g, et donc commutent deux 4 deux, donc il vient
(9—midg)~"o- - -o(g—pimidE) " o(g—pmidE)o- - -o(g—pidg)o(g—Aiidg)o- - -o(g—Akidg) = 0.
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Puisque f? est nul, il est
facile de voir que pour tout
k>p, fk=o0.

1 Une récurrence serait plus
rigoureuse, mais est-elle
vraiment nécessaire ?

Le cardinal d’une famille
libre est toujours inférieur
ou égal 4 la dimension de
Iespace.

2Carn » 2etdoncn <
2n—1.

A ce stade, rien ne permet
de garantir que O est bien
une valeur propre de f, nous
savons uniquement que c’est
le seul candidat.

Il se peut tout 2 fait que cer-
tains des p; soient égaux, si P
posséde des racines multiples.
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Soit encore
(9 — pidg) o -+ o (g — piidg) = 0.
k
Ainsi, le polynéme H(X — A;) est un polynéme annulateur de g, dont les seules racines
i=1

réelles sont Ay, ..., Ak, qui sont exactement les valeurs propres de g.

Notons A = {deg P, P € R[X] non nul et annulateur de g}.

Alors A est une partie non vide de N et donc posséde un plus petit élément d.

Et donc un polynéme annulateur R de g et de degré d est donc de degré minimal parmi
les polynémes annulateurs de g.

Notons Q = RM + U la division euclidienne de Q par R, avec degU < degR. On obtient
alors

0=0Q(9) = (RM)(9) + U(g) = @OM@) +U(9).
=0

Et donc U est annulateur de g. Puisqu’il est de degré strictement inférieur 4 Q, au vu de la
définition de Q, on a donc O = 0.

Et ainsi, Q = RM : R divise Q.

Supposons que g ne posséde que 0 comme valeur propre, et soit Q comme dans la question
4.a.

Alors Q ne posséde que 0 comme racine. Et donc le polynéme R de la question 4.b ne
posséde également que 0 comme racine, et donc est de la forme R = AX*, avec A # 0 et
k e N*.

Et donc AgF = 0, de sorte que g = 0.

De plus, g*~! # 0, car le polyndme X*~! ne peut étre annulateur de g puisqu’il est de degré
strictement inférieur a R.

Donc g es t nilpotent d’indice k.

Remarque : le résultat de la derniére question n’est plus valable pour des espaces vectoriels réels.
En effet, si f est endomorphisme de R® dont la matrice dans la base canonique est A =
0 1 0
-1 0 0} alors f possede O comme unique valeur propre.
0 0 O
Pourtant, f n’est pas nilpotent car A* = I et donc pour tout p € N, A* = I3. On ne saurait donc
avoir AK = 0 pour un certain k € N.
Ceci tient au fait que A posséde des valeurs propres complexes non nulles, qui sont i et i. |

— & Danger !

1 Le fait que R = AX* vient
du fait qu’on travaille avec
un polynéme complexe,
qui posséde nécessairement
autant de racines (comptées
avec multiplicités) que son
degré.

Un polyndme réel ne pos-
sédant que 0 comme racine
n’est pas forcément de cette
forme, par exemple on peut
prendre X3 + X = X (X2 + 1).

Dans une «bonne» base, la matrice d’'un endomorphisme nilpotent est triangulaire supérieure, avec des 0 sur la diagonale.

En petite dimension, il est méme possible de donner explicitement une telle matrice.

Réduction d’une matrice nilpotente d’indice 2.

0
Soit A € J3(R) une matrice non nulle telle que A> = 0. Montrer que A est semblable 4 [ 0
0

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.13 Soit f 'endomorphisme de R? dont la matrice dans
la base canonique est A.
Nous cherchons donc 4 prouver qu’il existe une base %8 = (ey, e, e3) de R3 telle que

0 0 1
Matg(f) =1 0 0 0
0 0 0

Cela revient 2 demander que ey, e, soient dans Ker f et que e3 soit un antécédent de ey par f.
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— Méthode
4

Montrer que deux matrices
de M ,(R) sont semblables
revient 2 montrer qu’elles
représentent le méme endo-
morphisme de R” dans deux
bases différentes. Si, comme

ici,iln’y a pa&fi’e?domor—
phisme dans Pétto JENNEY
peut toujours en introduire
un : 'endomorphisme de

N dnrr 1o 1marrics dare 14
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Nous savons que f # 0 (car A # 0) et f2 =0 (car A> = 0.)

A ne peut étre inversible car A% = 0, et donc f n’est pas inversible non plus.

En particulier, dim Ker f > 1, et f étant non nulle, dim Ker f < 2.

Enfin, f o f =0, donc Im f c Ker f. Ceci impose alors dim Im f < dim Ker f.

Comme le théoréme du rang nous indique que dimKer f + dimIm f = 3, il n’y a pas
d’autre solution que dimIm f = 1 et dimKer f = 2.

Soit alors x € R’ tel que f(x) # 0.

Ona f(x) € Ker f car f?(x) = 0. Autrement dit, la famille formée du seul vecteur f(x) est
une famille libre de Ker f, qui peut étre complétée en une base (f(x),y) de Ker f.

Enfin, x ¢ Ker f par définition de x, et donc Ker f N Vect(x) = {0}.

On en déduit que R® = Ker f & Vect(x), et donc (f(x),y, x) est une base de R® obtenue
par concaténation de bases de Ker f et de Vect(x).

0O 0 1
Dans cette base, la matrice de f est (O 0 0), qui est donc semblable a A. O
0O 0 O

Si N est une matrice nilpotente, alors I, — N est inversible, et nous connaissons son inverse en fonction de N.
Toutefois, la forme de cette inverse ne s’invente pas si on ne I’a jamais vu.

Inverse de I, — A, A nilpotente

Soit N une matrice de .#,(R) (n > 2) nilpotente, i.. telle qu’il existe p > 1 tel que N? = 0.
1. Montrer que la matrice A = I, — N est inversible et déterminer son inverse.

2. Montrer que I — Al est nilpotente.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.14

Montrer que A est inversible n’est pas trop difficile. En effet, X? est un polynéme annulateur
de N, et puisque sa seule racine est 0, la seule valeur propre possible de N est 0.
En particulier, 0 n’est pas valeur propre de N, et donc I, — N est inversible.

Toutefois, ceci ne permet pas de déterminer I'inverse de N. Pour cela, remarquons que
I, =1,- N?. Or

(In—N)I,+N+- - -+NP™') = [+ N+N?+. - + NPT _N-N?—.. .- NP"T_NP = [,-NP = I,,.

Ceci est A mettre en paralléle

. . _ _ avec identité classique
Etdonc A =1, — N est inversible, et A~ =1, + N + - -+ + NP1, d

af — bP = (a - b)x

Alternative : si'on ne connait pas I'astuce qui précéde, il existe une autre maniére de (@1 +aP b4 4bP71).
rocéder a I'aide de polyndmes annulateurs. Notons que (A —I,,)’ = (-N)? = 0. . .
I];t d poly que ( n) (=N) Cette égalité reste en fait
onc

encore valable pour deux

P P
p —k Ak _ —k k=1 _ 1 matrices A et B si elles com-
Z (k)(_1)p A*=0e AZ(_l)p AT = (=D, mutent (développer le pro-
k=0 k=1 duit pour s’en convaincre).
P
-1 _ p —k k-1
Donc A —Z(k)(—l)” AT
k=1

Mais alors, une seconde application de la formule du bindme nous donne :

p

p -k k-1
Z(k)H)" (I = N)

k=1
k-1
frrsSt e
i=0

A—l

M=

k=1

p-l i+1 ! oy
— _1\PHini p: (k-1)! ok
) i=0( DN kz;f Klp-k)lil(k-1- i)!( 1
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i+1

£t | _
_ P b (k=DV
_;( o N;k!(p—k)!i!(k—l—i!( D

Ona
Ii—A"' == (N+N?+---+ NP7') = =N (I, + N + N*72) .

MaisI, + N + -+ + NP2 est un polynéme en N, et donc commute avec N.
Par conséquent, il vient

Iy =AW = (=1 NP (I, +N+---+ NP2 =0,
=0

Et donc I, — A™! est une matrice nilpotente.

QSP ESCP 2018 sur le commutant d’'un endo possédant des valeurs propres distinctes.

Existence de vecteurs possédant les mémes coordonnées dans deux bases.

Soit 9B = (eq, es, e3) une base de R> et B’ = (e1 + e, 2e> + €3, 3¢3).
1. Existe-t-il un vecteur non nul de R? ayant les mémes coordonnées dans ces deux bases ?

2. Plus généralement, si % et %8’ sont deux bases de R”, 4 quelle condition existe-t-il un vecteur non nul de

R™ ayant les mémes coordonnées dans ces deux bases ?

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.15

1 0 0
Commengons par remarquer que % est bien une base de R® car Matz (B’) =|1 2 0

0 1 3
est inversible!. nul.

Par la formule de changement de base, un vecteur xe; + y» + ze3 a pour coordonnées dans
la base %’

1 Cest une matrice trian-
gulaire dont aucun des co-
efficients diagonaux n’est

L’énoncé précise bien qu’on

x’ 1 0 0\/x x herch !
, cherche un vecteur non nul,
Z|=11 2 Oly|=(x+2y[. puisque les coordonnées du
y’ 0 1 3/\z y+3z vecteur nul dans toute base
de R3 seront (0, 0, 0).
x
Ces coordonnées sont égales 2 | y | si et seulement si
z

X=X X 2
=-x

x+2y=y @{y o [y | e Vect|-2].
x=2z 1

y+3z=z z

Et donc, par exemple le vecteur 2e; — 2e, + e3 convient.

n

Notons 9B = (eq,...,ep), €t sOit X = Z x;e; € R™ non nul.

On vérifie facilement, méme
si Cest inutile, que

i=1 261 - 26‘2 +e3 =
X1 2(el+62)—2(262+€3)+363.

Alors les coordonnées de x dans la base %8’ sont P g
Xn
Elles sont égales aux coordonnées de x dans la base % si et seulement
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X1

Autrement dit, si et seulement si| : [est un vecteur propre? de Py g associé a la valeur 2 Notons que ce vecteur est

non nul car x # 0.
Xn

propre 1.
Et donc un tel vecteur existe si et seulement si 1 est valeur propre de Pg g .

Notons que c’est le cas si et seulement si 1 est valeur propre de P s = P}l .

O

Les matrices magiques sont des matrices telles que la somme de chaque ligne et de chaque colonne soit la méme (souvenez-
vous des carrés magiques que vous avez peut-étre rencontrés dans votre jeunesse).

C’est un theme qui revient régulierement a 'oral. On peut I'aborder «a la main», comme dans I'exercice suivant, mais
également en termes de valeurs propres.

Matrices magiques.

Soit n > 2. On considére la matrice J € 4 ,(R) dont tous les coefhicients valent 1.
Soit 6 I'ensemble

€ ={A=(ay;) € MpR),Fa € R,Vi,j € [1,n]*,a = Za,,k = Zak’j
k=1 k=1

1. Montrer que 6 est un R-espace vectoriel.
n
2. Montrer que Papplication d définie sur € et a valeurs réelles par d(A) = Z a1,k est une application linéaire
. . o . . k:1
surjective, non injective.

3. (a) Soit A € J,(R). Montrer que A appartient 3 6 si et seulement §'il existe un réel A tel que AJ = JA = AJ.
(b) Soient A, B deux matrices de 6. Montrer que AB appartient a 6, et calculer d(AB).

(c) Soit A une matrice inversible de 6. Montrer que A™! appartient 6, et trouver une relation entre d(A)
et d(A™h).
4. Montrer que Ker(d) et Vect(J) sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans 6.
5. Soit (r,s) € [2,n]? et soit A, s = (a; ;) la matrice dont tous les éléments sont nuls sauf aj 1 = a, s = 1 et
ays = arq = —1.
Montrer que la famille (A ) )ef2.»j2 forme une base de Ker(d), et en déduire la dimension de 6.

6. Soit p un entier naturel non nul et A une matrice de ‘6. Montrer que B = @ J est solution de I’équation
AP — B = (A - B)P.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.16

11 faut faire les calculs pour le prouver proprement. Intuitivement, il faut comprendre que
les matrices de € sont celles telles que la somme de n’importe quelle ligne soit égale 4 la
somme de n’importe quelle colonne (la somme étant le @ qui apparait dans la définition de
Il est clair que la matrice nulle vérifie les conditions définissant €. Soient donc A, B € 6,
etAeR.

Notons a, f les constantes telles que

n n n n
VG ) ellnlPa= ) aik=) agjecf= > bix=> b
k=1 k=1 k=1 k=1

Alors notons C = AA + B = (Aa; j + b; ;). On a, ¥(i, j) € [[1, n]?,

n n n
Dk =A@kt ) bk =Aa+p
k=1 k=1

k=1
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et de méme
n

n n
ch,jz/l ak,j+2bk,j:/1a+ﬁ.
k=1 k=1

k=1
On en déduit que AA + B € 6, et donc 6 est un sous-R-espace vectoriel de /,(R).

Notons que d est 'application qui 2 une matrice associe la somme de sa premiére ligne, et
qui donc 4 une matrice de € associe la somme de n’importe laquelle de ses lignes, ou de
n’importe laquelle de ses colonnes. Si A,B € 6, etsi A € R, alors

dQA+B) = > (Aark+bix) =A ) aip+ D byx = Ad(A) + d(B).
k=1 k=1 k=1

Donc d est bien linéaire, et son image est un sous-espace vectoriel de R, donc de dimension
0 ou 1.

Puisque d(J) = n # 0, on en déduit que dimImd = 1, et donc d est surjective.

Ona J €6, et d(J) = n. De méme, nl, € 6 (car la somme de n’importe quelle ligne ou
n’importe quelle colonne ne comporte qu’un seul coefficient non nul, égal 4 n) et donc

d(nl,) = n. Pourtant nl, # J, donc d n’est pas injective.
p ) . L
Sif : E — F estinjective,

Soit A = (a;;) € M, (R). Alors alors dim E < dim F. Puis-
qu'ici dim#,(R) > dimR,

ZZ:l aLx ZZ:l ark ... 2221 arLx d ne saurait étre injective.
T g T g v g Drailleurs d est une forme
AJ = k=1 %2k k=1%2k .- k=1%2.k linéaire non nulle, donc son
: : : noyau est un hyperplan de
’ ’ ’ M (R), donc de dimension
n n n n ’
L=t Onk  Dg—qGnk -+- Doy Gnk n2-1%0.
De méme, on a
212:1 ag,1 2221 ak,2 .- 22:1 Ak,n
n n n
2eq Gk Dpeq Gk2 -+ 2p_q Gk
JA= i i )
n n n
2keq Gkl 2pe1 Gk2 -+ 2p_q Gk.n

Alors si A € 6, soit a tel que

n n

V) ellnla= ) a =) ax,.

k=1 k=1

Drapreés les calculs qui précedent, A = JA = aJ.

Inversement, supposons que AJ = JA = A].
Sii € [1,n], alors en identifiant n’importe que coefhicient de la i-éme ligne de Iégalité
AJ = 1], il vient

n

Z ajr = A

k=1

De méme, si j € [1,n]?, alors en identifiant n’importe que coefhicient de la j-i¢me colonne
de l’égalité JA = 4], il vient
n

Zak,j ZA.

k=1

On en déduit que A appartient donc 3 6.

Notons que si A € €, I'unique 1 € R tel que AJ = JA = A] est en fait égal 2 d(A).

Soient A, B € 6 et soient A, i € R tels que

On peut aussi revenir  la

définition de €, mais alors les
calculs sont interminables...

AJ=JA=AJ et B] = JB = pJ.
Alors (AB)] = A(B]) = A(JB) = (A])B = J(AB), et (AB)] = A(B]) = A(u]) = p(AJ) = pAAJ.
On en déduit que AB € 6, et d’aprés ce que nous avons remarqué a la fin de la question

précédente, nous avons nécessairement d(AB) = Ay = d(A)d(B).
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3.c.  Soit A € ‘6 une matrice inversible, et soit A € R tel que
AJ = JA=AJ.
Alors en multipliant 3 gauche cette égalité par A™!, il vient
J=ATJA=24"1].
De méme, en multipliant 2 droite par A™!, on a
AJAT = ] = AT

Nécessairement, on a A # 0, car sinon J = AJA™! serait la matrice nulle. Alors
~1 -1 1
JAT =A"] = I] .

On en déduit que A € € etd(A™) = § = 75

4.  Par le théoréme du rang appliqué 4 d, il est clair que
dimKerd + 1 = dim 6.

Ainsi, un supplémentaire de Kerd dans 6 est nécessairement de dimension 1.
Or, nous savons que J ¢ Kerd car d(J) = n.
On en déduit que Vect(J) est un sous-espace vectoriel de dimension 1 de 6 tel que
Vect(J) N Kerd = {0}.
Nous en déduisons que
6 = Kerd & Vect()).

5. Ilest facile de vérifier que A, s € 6, et que la somme de chaque ligne est nulle, autrement
dit, que d(A, 5) = 0, et donc que A, ; € Kerd. Montrons que la famille (A, s)2<, s<n €st une
famille libre de 6. Soient (A,,5)2<r,s<n des réels tels que

Z Ar,sAr,s =0.

2<r,s<n

Alors, en identifiant le coefficient situé a la r-eme ligne et la s-iéme colonne de I’égalité
précédente, il vient A, s = 0.

Ceci prouve donc qu’il s’agit d’une famille libre.

Montrons a présent qu’elle est génératrice de Kerd, et soit A € Kerd. Alors, par définition,

n n

.. 2
V(. j) € [Lnl% ) aik = ) a; = 0.
k=1 k=1
En particulier,
n
Vs € [2,n],a1s = - ar,s
r=2
n
Vrel2,n],a1=- ar.s
s=2
n n n
etdonca;;=- ) ajs= ar.s
s=2 s=2 r=2
On en déduit que
n n n n
_Zrzg 25:2 ar,s _Zrzz ar,2 _Zrzz ar,n
ai a2 ai,n _Zg_z ars
az 1 az» . az n .
= ann . A as n
Aan,1 Aan,2 e An,n n
— i Ans an,2 o An,n
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Nous I’avons déja dit, mais
Ker d est un hyperplan de 6,
et donc tout supplémentaire
en est de dimension 1.

Et méme mieux, si A € 6 vé-
rifie d(A) # 0 ,alors Vect(A)
est un supplémentaire de
Kerd.
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~
9]
v

)

Ainsi, la famille (A, )<, s<n est une famille génératrice de Kerd : c’est une base de Kerd.
On en déduit que dim Kerd = (n — 1)2, et donc que

dim€ = (n—1)> + 1.

Nous avons prouvé précédemment que si A € 6, alors A et J commutent. Il en est donc de

méme de A et de ¥4 .
Nous pouvons alors utiliser la formule du bindme de Newton pour calculer

» p-k
(-5 - 20 ()
Or, on a, pour k < p (c’est-a-dire pour p — k # 0),

ACJPTE = AH D = AT AN = dWA P = = A g
De plus, nous avons J? = nJ, et donc une récurrence facile prouve que

k>2, 5 =nk1).
Ainsi, il vient

p=k —
Vk € [[1,p - 117, (@) Ak]i’*k d(A) d(A)k p—k— 1] d(A)P]

n

On en déduit que
p-1
(A_@])” _ (_@)”]“Z( )( A g
" " k=1

Mais puisque (1 — 1) = 0, alors

5 (r - (P
D (k)<—1>” =) (k)<—1)” —1= (-1 = ~(1+ (-1))

k=1 k=0
——————
=0

et donc

d(A) ( )

(-1 —— J+ AP

= (==

+ (-1 ——
d(A)

(A-Jp

d (A)

—(A+ (D) ——J+ AP

La derniére égalité vient du fait que

(d(A) ])P LAYy APy AP

n n? nf J
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Une matrice est dans Ker d
si et seulement si la somme
de chaque ligne et chaque
colonne est nulle.

Sur chaque ligne, on peut
choisir tous les coefficients
des colonnes de 2 a n, mais
alors on n’a plus le choix
pour le premier, qui doit
étre égal A I'opposé de la
somme des autres. Idem
pour les colonnes. Ainsi,
ona(n - 1)? «degrés de
liberté», et on doit donc avoir
dimKer6 = (n - 1)2.
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Formule d’inversion de Pascal et asymptotique du nombre de permutations de [1, n] sans point fixe

Abordable en premiere année :

n
1. Soient (un)neN et (vn)nen deux suites réelles telles que : Yn € N, u,, = Z ( _)vi.
i=0
(a) Déterminer une matrice P € M ,.1(R) telle qu’on ait I'égalité matricielle :

(wo -+ un)=(vo -+ ovy)P.

(b) On note R,[X] l’espace vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a n et

Po = (1,X,X?...,X") sa base canonique.
Montrer que %1 = (1,1 + X, (1 + X)?,...,(1 + X)") est une base de R,,[X].

Montrer que P est inversible et calculer son inverse. (On pourra montrer que P est la matrice de passage

entre deux bases de R,,[X]).

(c) En déduire 'expression de v, en fonction des u;,0 < i <n :

on= 3 (M)t
i=0

2. On rappelle qu'une permutation de [1, n]] est une bijection de [1, n] dans [1, n].

Si o est une permutation de [1, n], on dit que i € [1,n] est un point fixe de o si o(i) = i.

On note d,, le nombre de permutations sans point fixe de [1,n] (i.e. de permutations o de [1, n] telles que

Vi,o(i) # i) et on pose : dy = 1.

n
. . n
(a) Pour tout entier n > 0, montrer la relation : n! = Z ( ,)di.
i=0 \!
(b) En déduire I'expression de d,, en fonction de n pour n > 0.

(c) Soit (an)nso la suite définie par ag = 1 et Vn € N, aps1 = (n+ Da, + (=1)"*1.

Montrer que les deux suites (a,) et (d,) sont égales.

1
3. On note pour tout entier naturel n : J, = f x™e* dx.
0

n k x —t n
a) Montrer que :¥n e N, Vx e R, e* = r . (x-1) el dt.
q 1 !
=0 k! 0 n.
1
(b) En déduire que :¥neN, d, = z(n! +(=D)"J,).
(c) Montrer que lorsque n tend vers +o : J, ~ <.
n—+oco n
En déduire un équivalent de d,,.
- d
(d) Déterminer la nature de la série de terme général (=D _ 7"

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.17
AION I
00 Qo
(

1)
l.a. SoitP=|0 0 (5 D€ Mp®).

0 ... .. 0 (M)
Alors on a bien
(vo o1 ... vn)P=<vo vo+U ... ;(T;)vi)z(vo V... Un).
1.b. Lafamille (1, 1+ X), (1 + X)% ..., (1 + X)") est formée de polynomes de degrés deux a

deux distincts : c’est donc une famille libre de R,,[X].
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k
, k\_.
Etant de cardinal n+1 = dim R,,[X], c’est une base de R,,[X]. Puisque (1+X)* = E ( .)X’,
i
i=0
la matrice de passage de %1 a4 % est :

O 0 @ o
o O &

Py, =0 0 () () =P
0 Lo

Puisqu’une matrice de passage est toujours inversible, on en déduit que P est inversible, et
son inverse est P! = Pg g5,
Or, pour tout k € [0, n]}, par la formule du bindme de Newton, on a

k

k -
Xk =((1+X)-1)F = ; (i)m + X)i(=1)k,
Et donc
© —gé) ((2)2 =D"()
o () - - =)
Pl=Ppog,=|0 0 () ... (D23
0 o
1.c. Onadonc
(vo v1 ... va)=(wo w ... uy)P7L.

n
En particulier, u, = Z(—l)"‘i(r_l)ui.
i
i=0
2.a. Commengons par rappeler que le nombre de total de permutations de [[1, n] est n!
En effet choisir une permutation o, c’est choisir I'image de 1 (il y a n choix possibles), puis

choisir I'image de 2 (il y a n — 1 choix possibles, puisque cette image ne peut étre égale’ 2 ! Une bijection est injective,
(1)), etc, choisir 'image de n (et il n’y a alors plus qu’un choix possible pour étre différent et en particulier ne peut

de (1), 5(2) o(n— 1)) prendre deux fois la méme

i e ' valeur.

Soit i € [1,n] fixé. Alors le nombre de permutations de [1, n] possédant exactement i

) n
points fixes est (i)dn_i.

. n N .. . . BN ;
Eneffet,il y a ( ) maniéres de choisir les i points fixes, et d,,—; maniéres de permuter sans Le nombre de permutations
i d’un ensemble ne dépend
points fixes les n — i autres éléments de [[1, n]. que de son cardinal : et donc
Puisqu’une permutation de [1, n]] a soit aucun point fixe, soit un point fixe, ... ,s0it n points si E possede d éléments, il a

autant de permutations que

fixes, il vient
’ [1, d], c’est-a-dire d!

= (n ~( n = (n
- — — .
nl = Z (l_)d,,_l = Z (n _j)d] = Z (j)dj.
i=0 j=0 j=0
2.b.  Sil'on applique le résultat de la question 1.c, avec u, = n! et v,, = d,,, il vient donc
no B
VneN, d, = z(; (l.)(—l)" il
i=

2.c. Montrons par récurrence sur n que d, = a.
Par définition, on a dy = ag = 1, donc la récurrence est initialisée.
Supposons que d, = a,. Alors

S n+1 n+l-i.
RS B (et

i=0
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T
—_

n

=(_1)n+1 + (n+1)( 1)n+1 i:

n+1 ( )(_1)n—(i+1)l—!

n+1
=(=D)"" +(n+1)
i=1

= (- 1)"”+<n+1)2( )( 1)}

= (D" + (n+ 1d,

= (D" + (n+ Dap = ans1.

I\
RN

B
+

— (_1)n+1 +
i=1

i)
(2 Jevm -y

Par le principe de récurrence, pour tout n € N, d, = ay,.

C’est la formule de Taylor avec reste intégral a 'ordre n appliquée 4 la fonction exponentielle2

entre O et x.

Notons que d,, —Z( )( D" —”'Z ((nl_)"l)'l = 'Z( 1)

Mais pour x = -1, la formule de la questlon precedente dev1ent

5 (—1)F T(=1-t)" d, T(=1-1t)
Sy LT
k! 0 n! n! 0 n!

k=0

En procédant au changement de variable u = 1 + ¢, on a donc

f01(1 f(u)

Et par conséquent,
Jn
—y o
(12

— (_1)n+1 ]_n
e

1, dy = L (1 + (1)
e n! €

Commengons par remarquer que lim J, = 0.
n—+o0o

En effet, on a, pour x € [0, 1], e* < e et donc

et v(x) = e* nous donne

1 1
1
n]nzf nx"e* dx = [x"+1ex]0—f x"leXdx = e — Juu.

0 0

Drautre part, une intégration par parties, en posant u(x) = x™*!

n Jnst — 1, desorte que J, ~ ¢

n—+oo n—+oo n

o (n!), et donc
n—+oo

Et donc =1-
Ona alors =D, =

1 |
=21 o ) ~ L
e n—+oo n—+o0o e
Ona
(n-1D!' dy _ (n-D!' (n-1)! N (-, _ (_1)n+1]_”
e n e e ne ne’
- d
- )"”]—n =, et donc la série de terme général (n-1) _dn converge
n—+oo pn n

absolument, et donc converge.

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR

Ona

(k)= £l =)

2Ce qui est légitime puisque
Iexponentielle est de classe
(600

Notons que si ’équivalent
donné dans I’énoncé est juste,
on a forcément J,, — 0.
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Inversibilité d’une matrice

Soit n > 2, et soit M = (m; j)1<i, j<n € Mn(R) la matrice définie par (i, j) € [1,n]?, m;; = /1.
Montrer que M est inversible

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.18 On a donc

1 1 ... 1 1
1 2 ... 2r2 ot
M =
1 n nn.—2 nn—l
x1
Soit X =| @ | € Mn1(R) tel que MX = 0.
Xn

Alors pour tout i € [1,n], Z i = 0.
=1

Si on note P = Z x; X771 € Ry [X], cela signifie donc que pour tout i € [1,n], P(i) = 0.
=

Une matrice M € M ,(K) est

.. od . disti , de d ¢ inféri tora] 3 1 d inversible si et seulement si
AlnSl, P pOSSC € n racines distinctes, et etant ae egre imnirerieur ou ega an-— 1, 11 est donc pour tout X e Mn’1(K),

nul :Vj € [1,n], x; = 0. ~ ~
Donc nécessairement X = 0, et donc M est inversible. MX=0=X=0.
Solution alternative : on peut remarquer que M est la matrice dans les bases canoniques
de lapplication linéaire ¢ : R,—1[X] — R" définie par P — (P(1),P(2),..., P(n)).

En effet, on a alors, en notant (ey, . . ., e,) la base canonique de R” :
1 1 1
1 R L
Mat(p) = | . ) ] =M.
1 n n"1
Mais il est classique que ¢ est un isomorphisme, et donc M est inversible. O

Il est classique qu’une base de 4 ,(R) est formée des matrices E; ;, ol E; ; est la matrice dont tous les coefhicients sont nuls,
sauf celui de la i*™ ligne et j*™ colonne qui vaut 1.
Les exercices suivants nécessitent de calculer le produit de deux de ces matrices, ce qui demande un peu de rigueur.

Une base de . ,(R) formée de matrices de projecteurs

On note (E; )1<i, j<n la base canonique de .4, (R). On rappelle que E; ; est la matrice dont tous les coefhcient sont
nuls, 3 Pexception de celui situé a la i*™ ligne et j*™ colonne, qui vaut 1.

1. Soit (i,j) € [1,n]?, avec i # j. Calculer (E;; + E; ;)*.

2. En déduire une base de /,(R) formée de matrices de projecteurs.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.19
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— & Danger !
En réalité, les hypotheses du

Un piége dans lequel il ne faudrait surtout pas tomber : utiliser le binéme de Newton. En
effet, nous ne savons si E; ; et E; ; commutent, hypothése indispensable pour appliquer le
binome.

On a donc

(Eii +Eij)* = (Ei; + Ei j)(Ei; + Eij) = E,zl +E;iiE;j+E;E;+ E,2]

Puisque E; ; est diagonale, il n’est pas bien dur de se convaincre que Elzl =E;;.

Ensuite, puisque les colonnes autres que la j*™ de E; ; sont nulles, toutes les colonnes du
produit E; ;E; ;, sauf la j*™ sont nulles.

De méme : toutes les lignes de E; ;, sauf la i*™ sont nulles, donc toutes les lignes, sauf la
i*me du produit E; ;E; ; sont nulles.

Ainsi, tous les coefficients de E; ;E; ; sont nuls, sauf peut-étre celui situé a la i¥m ligne et
jéme colonne.

Et de fait, celui-ci vaut 1. Donc E; ;E; j = E; ;.

On prouve de maniére similaire que E; ;E; ; = 0, et que Efj =0.

Et donc il vient (Ei,i + Ei,j)z = Ei,i + Ei,j-

Nous venons de prouver que pour i # j, E; ; + E; ; est une matrice de projecteur!.
Drautre part, nous savons que les E; ; 1 < i < n sont également des matrices de projecteurs.

Et donc la famille % formée des E; ; et des E; ;+E; ;, i # j est une famille de n? = dim /(,,(R)
matrices de ./, (R), toutes étant des matrices de projecteurs.

Il sufht donc de prouver que la famille %8 est libre pour répondre 4 la question posée.
Soient donc a1, . .., an, B1,2, 1,3, - - - » Pr,n—1 des réels tels que

n

an aiEi i + Z zn: Bij(Eii + E;ij) = 0.
i=1 1 =1

i=
J#i

Alors

BN

n n

BijEij + | + Zﬁi,j E;;|=0.
i=1\ Jj=1 j=1
Gt i

Mais la famille des E; ;, 1 < i,j < n est libre?, et donc pour i # j, B; ; = 0, et de plus pour
n

tOllti,O[i-i-Zﬂi’j =0=>aqa; =0.

J=1

J#i
Ainsi, la famille % est libre, et donc® est une base de . ,(R), formée de matrices de
projecteurs.

O

binéme matriciel sont bien
souvent connues, l’erreur

est plutdt de ne pas recon-
naitre un bindme : I'identité
remarquable

o

(a+b)?=...

n’est rien d’autre qu’un cas
particulier du bindme de
Newton !

Il s’agit ici de bien com-
prendre le produit matriciel :
le coefficient (i, j) de A x B
est obtenu 2 partir de la i*me
ligne de A et de la j*™ co-
lonne de B.

1 Autrement dit, dans n’im-
porte quelle base, 'endomor-
phisme qu’elle représente est
un projecteur.

Iy a n matrices de la forme
E;jetnx(n—1)delaforme
Ei,i + Ei,j- En effet, il ya

n choix pour i, et une fois

i choisi, il reste n — 1 choix
pour j.

2 Cest une base de My (R).

3 Par cardinalité.

Hyperplans de ./, (R) stables pour le produit matriciel et ne contenant pas 'identité.

Abordable en premiére année :

Soit n un entier supérieur ou égal A 2. Soit F un sous-espace vectoriel de /,(R), de dimension n® — 1, stable par la
multiplication matricielle : ¥(M,M’) € F?, MM’ € F. On suppose que I, ¢ F, ot I,, désigne la matrice identité de

M (R).
1. Montrer que #,(R) = F & Vect(I,).

2. (a) Soit p le projecteur de . ,(R) sur Vect(I,) parallélement a F.
Montrer que Y(M, M’) € (M ,(R))?, p(MM’) = p(M)P(M").

(b) Montrer que pour tout matrice M de /4, (R) telle que M? € F, alors M € F.

(c) Soit (E; j)1<i,j<n la base canonique de 4, (R).
Calculer E; ; x Ey ¢ pour (i, j, k, £) € [1,n]?.
(d) Montrer que F contient la base canonique de . ,(R).
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(e) Conclure.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.20
On a déja dim Vect(I,) + dimF = 1 + n> - 1 = n> = dim 4, (R).
Soit M € Vect(I,) N F. Alors il existe A € R tel que M = AL,.

1
Supposons que M # 0 & A # 0. Alors I, = EM € F, contredisant les hypotheses de

I’énoncé. Donc M = 0 et par conséquent F N Vect(I,) = {0}.

On en déduit que 4 ,(R) = F & Vect(I,).

Soient M, M’ € M ,,(R).

De maniere unique,ona M = Mi+AI,,avec M; € Fet Ay € R, et de méme, M’ = My+As1,.
Nous savons qu’alors p(M) = A11,, et p(M’) = Az1,,.

De plus,

MM’ = (My + ML) (Mo + A21,) = MMy + MMy + AoMy + A Ax0,.

Or, puisque M; € F et My € F, MiM; € F de sorte que A1 My + A2M; + MiM; € F. De plus
Mo, € Vect(I,).

Donc p(MM") = 11 Az1, = p(M)p(M”).

Notons que F = Ker(p).

Etdonc M? € F & p(M?) = 0 & p(M)p(M) = 0.

Or, p(M) est de la forme AL, et donc p(M)? = A%I,,, qui est nul si et seulement si A = 0.
Donc p(M) = 0, de sorte que M € Ker(p) = F.

Pour toute matrice A = (a; })1<i, j<n, ON a

Si on a trouvé 'unique dé-
composition de MM’ comme
un élément de F plus un
élément de Vect(I,,), on a di-
rectement p(MM’) : c’est la
composante suivant Vect(I).

n
(AEke), , = Z Au,j(Ek,0)j0-
=

Mais (Eg.¢)j,0 = 0, sauf'si j = k et v = €, auquel cas il vaut 1.
Donc déja, si v # €, (AEg ¢)u,o = 0.
Etsiv = ¢, dans la somme, seul le coefficient correspondant a j = k est non nul, et on
obtient donc (AEg, ¢)y.¢ = ay. k-
0 siv# ¢
aur stv="~
0 siv#{
(Eij)u,e sinon

Multiplier A 4 droite par
Ek, ¢ donne une matrice
dont toutes les colonnes sont
nulles, sauf la £¢m¢, qui est
égale 2 la k*™ colonne de A.

AinSia (AEk,l’)u,v =

En particulier, (E; jEk ¢)u,0 = {

1 siu=ietj="¢ .
Mais puisque (E; j)u,¢ = , J il vient Sion prend en compte la
0 sinon remarque ci-dessus, c’est
évident : toutes les colonnes
0 sij#k chl\e E; ; sont nulles, sauf la
E; iEk¢ = ik jeme.
Ei,f S1) = Puisque E; ;Ey ¢ ne <<garde»

Siiij,Ei’jXEi’j =0€ePF.
Donc d’aprés 2.b, E; ; € F.

que la k*me colonne de E; ;,
elle est nulle si j # k, et
contient un 1 en i*me position
sinon.

Ce raisonnement ne sapplique plus si i = j, mais alors E; ; = E; Ek,; pour tout k # i, de
sorte que E; ; est dans F car produit de deux éléments de F.

Ainsi, tous les E; ;, 1 < i,j < n sont dans F.

Puisque F est un sous-espace vectoriel qui contient une base de .4 ,(R), il contient 4 ,(R)
tout entier : F = M ,(R).

Ceci contredit le fait que F soit un hyperplan de 4 ,(R).

Par conséquent, il n’existe pas d’hyperplans de /#,(R) stables par le produit matriciel et ne
contenant pas I'identité.

O

Pour un endomorphisme f d’un espace vectoriel de dimension finie, il est classique que f est bijectif si et seulement si
Ker f = {0g}.
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Mais ceci se formule également en termes de valeurs propres : f est bijectif si et seulement si 0 n’est pas valeur propre de

f.

Etude d’un endomorphisme de ., (R).

Soit n € N*, soit A une matrice donnée de 4, (R) et soit ¢ : A ,(R) — R une forme linéaire.
On définit application f : M ,(R) — A ,(R) par

VM € Mn(R), F(M) = M — $(M)A.

Donner une condition nécessaire et suffisante sur ¢(A) pour que f soit bijective.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.21 Nous savons que f est bijective si et seulement si
0 ¢ Spec(f).

Or, il existe un vecteur propre M de f associé a la valeur propre 0 si et seulement si il existe
M € M ,(R), non nulle, telle que f(M) =0 & M = $(M)A.

Une telle matrice est donc nécessairement colinéaire 3 A, donc de la forme 1A, avec A non

nul'. Etalors M = ¢(M)A © 1A = p(AA)A & A = (A)A & $(A) = 1. ! Car M # 0 par hypothése.
Donc 0 est valeur propre de f si et seulement si ¢(A) = 1, et donc f est bijective si et
seulement si ¢(A) £ 1. o

La premiére partie de 'exercice qui suit est assez classique, on y prouve (ici par des moyens matriciels, mais cela peut
également se faire en termes d’endomorphisme, cf le probléme 2 ’EML 2009) que si une matrice A est diagonalisable et
posséde des valeurs propres deux a deux distinctes, alors toute matrices B qui commute 2 A est également diagonalisable,
et il existe une base de vecteurs propres commune 2 A et 2 B

Commutant d’une matrice de ./ ,(C) admettant n valeurs propres distinctes.

Soit A € M ,(C) admettant n valeurs propres distinctes.
1. Montrer que la famille (I, A, A%, ..., A" 1) est libre.

2. Onnote 6 = {M € J,(C)/AM = MA}. Montrer que 6 est un sous-espace vectoriel de /,(C) de dimension
supérieur ou égale i n.

3. Montrer lexistence d’'une matrice P de /4, (C), inversible et d’une matrice A de /,(C) diagonale, telles que
A=PAP".

4. Soit M € ‘6. Montrer que tout vecteur colonne propre de A est un vecteur colonne propre de M. En déduire
que la matrice P~'MP est diagonale.
En déduire que € est de dimension inférieure ou égale 4 n.

5. Montrer que (I, 4, ..., A" ") est une base de €.

. 1 2
6. So1tA_(0 _1

(a) Montrer que & c Vect(I, A).

(b) Montrer que % est de cardinal 4. Déterminer les 4 matrices vérifiant M? = A.

) € M>(C). On note & = {M € M>(C)/M? = A}.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.22

Soient Ag, A1, ..., Au—1 des complexes tels que AoI, + M A+ -+ + A, A" = 0.
n-1

Alors le polynéme P = Z ;X! est annulateur de A, et donc les valeurs propres de A sont
i=0

parmi les racines de P.
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Mais P est de degré au plus n — 1, et toutes les valeurs propres de A, qui sont au nombre de
n, en sont racines.

Donc P est le polynéme nul, et par identification des coefhicients, g = A1 = --- = 1,1 = 0.
Et donc (I, 4, . .., A"1) est une famille libre de . ,(C).

Soient M, N deux matrices de 6 et soit A € C. Alors
A(AM + N) = AAM + AN = AMA+ NA = (AM + N)A

et donc AM + N € 6.

Drautre part, pour tout k € N, AF commute avec A, et donc A* € 6.
Ceci est en particulier vrai pour k € [0,n — 1], de sorte que Vect(I,, A, ... ,A"‘l) C 6.

Or, la famille I,, A, . . ., A" ! étant libre, dim Vect(I,, 4, ..., A" 1) = n, et donc dim 6 > n.

Puisque A admet n valeurs propres distinctes, elle est diagonalisable, donc il existe P
inversible et A diagonale telles que A = PAPY,

Soit A une valeur propre de A et soit X € M, 1(C) un vecteur propre associé, de sorte que
AX = AX.

On a alors A(MX) = MAX = AMX, de sorte que MX € E;(A).

Mais puisque A posséde n valeurs propres, ses sous-espaces propres sont tous de dimension
1.

Et X étant un vecteur non nul de E;(A), c’est donc une base de E;(A).

Par conséquent, il existe un complexe y tel que MX = pX, et donc X est un vecteur propre
de M.

Ainsi, la matrice P, qui est la matrice de passage de la base canonique de ., 1(R) 2 une
base de vecteurs propres de A, est également la matrice de passage de la base canonique 2
une base de vecteurs propres de M.

Et donc P! MP est une matrice diagonale.

Ainsi, f : M — P! MP est une application linéaire de ‘6 dans 'ensemble % des matrices
diagonales.

On constate facilement qu’elle est injective, et donc par le théoréme du rang, dim6 =
dimKer f + dimIm f = dimIm f < dim % = n.

Remarque : en fait, il ne serait pas beaucoup plus dur de prouver que f est surjective, et donc,
puisqu’un isomorphisme préserve la dimension, on aurait directement que diim 6 = dim 9.
Nous avons prouvé d’'une part que dim€ > n et d’autre part que dim“6 < n, et donc
dim € =n.

Puisque (In, A, ... , A" 1) est une famille libre de 6, de cardinal n = dim 6, c’est une base
de 6.

Si M € R, alors MA = MM? = M>M = AM.
Et donc, avec les notations précédentes, & C 6.
Mais A posséde deux valeurs propres distinctes, qui sont 1 et -1, de sorte que par la question
5, 6 = Vect(l>, A) et donc & C Vect(l>, A).
Soit M = AI + pA € Vect(I, A). On a alors
2 _ 42 2 42 _ 92, 2
M= = T+ 2ApA + p° A = (A7 + po)I + 2ApA.
=1
Et donc M? = Asi et seulement si A% + p? = 0 et 24y = 1.

1 1
Soitencorepzﬁetlz+m:0@14=_1_

1
Et donc en particulier, A% = +i 5>

R . 1 =2 1+ 1+i
Pour A2 = i= = —¢!Z, on obtient A = —e'% = Loua=—-—*
272 2 2 2
. -i =1+
Les valeurs de y correspondantes sont respectivement et ——.
A . o 1= -1+
Et pour Azz—é = ze"T,on obtient A = @ff’i = et )= 3 L
+i  —1-i
Les valeurs de y correspondantes sont alors Let 3 :

Donc au final, les 4 matrices M telles que M? = Asont

1 1-i\ (-1 i-1 1T 1+ (-1 -1-i
0 i J°\0 -i)’\0 =i J’\0 i ’

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR

Par définition,

Vect(In, A, ..., A% )est

le plus petit sous-espace vec-
toriel de 4 ,(C) contenant
In, A, ..., A™L,

Et puisque nous avons déja
prouvé que 6 est un sous-
espace vectoriel contenant
ces matrices, on a donc bien

Vect(Ip, . .., A7) c €.

La méme preuve montre

en fait que si deux matrices
(ou deux endomorphismes)
commutent, tout sous-espace
propre de I'une est stable par
lautre.

Pour vraiment prouver cela
rigoureusement, il faudrait
probablement repasser par
des endomorphismes (par
exemple introduire X
AX, endomorphisme de
My, 1(C)) et des formules de
changement de base.

Mais on peut raisonnable-
ment supposer qu’un can-
didat admissible 2 une pari-
sienne posséde suffisamment
de recul sur la diagonalisa-
tion pour savoir que P IMP
est diagonale si et seulement
si les colonnes de P forment
une base de vecteurs propres
de M.

— Méthode

Pour déterminer une racine
carrée d’un nombre com-
plexe z, le plus simple est de
passer par la forme exponen-
tielle : z = re?.

L’une des racines est alors
\rei®/2 etla seconde est
'opposée de la premiere.

M. VIENNEY
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Un endomorphisme commutant 3 un endomorphisme possédant dim E valeurs propres est diagonali-

sable.

Soit n > 2 et soient f et g deux endomorphismes de R” tels que fog=go f.
On suppose de plus que f admet n valeurs propres deux a deux distinctes.

1. Montrer que les sous-espaces propres de f sont stables par g.

2. En déduire que g est diagonalisable.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.23

Soit A une valeur propre de f, et soit x € Ex(f).

Alors il sagit de prouver que g(x) € Ex(f) © f(g(x)) = Ag(x).

Mais f(x) = Ax, de sorte que g(f(x)) = Ag(x) et donc! f(g(x)) = Ag(x). 1 f et g commutent.
Ainsi, E;(f) est stable par g.

Puisque f posséde n = dim R” valeurs propres, il est diagonalisable, et tous ses sous-espaces
propres sont de dimension 1.

Soit alors (ey, . . ., e,) une base de R” formée de vecteurs propres de f, et notons A; la
valeur propre associée 2 e;.

Pour touti € [1,n], Ej,(f) est de dimension 1, et contient e;, de sorte que E;,(f) = Vect(e;).

Mais nous venons de prouver que g(e;) € Ey,(f), et par conséquent, il existe un réel ; tel )
Nous avons prouvé au pas-

que g(el) - alel. , Sage que tous les vecteurs
Ceci prouve donc que (ey, . . ., e,) est une base de R” formée de vecteurs propres de g, ce propres de £ sont également
qui garantit donc que g est diagonalisable. des vecteurs propres de g.

O

Si f et g sont deux endomorphismes de E, et s’il existe une base de E formée simultanément de vecteurs propres de f et
de g, alors les matrices de f et g dans cette base sont toutes deux diagonales.

Mais deux matrices diagonales commutent toujours, de sorte que f et g commutent.

L’exercice suivant prouve que la réciproque est vraie :si f et g sont deux endomorphismes diagonalisables qui commutent,
alors il existe une base formée de vecteurs propres de f et de g.

Diagonalisation simultanée de deux endomorphismes

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de E diagonalisable. On note {A1,...,4,}
I’ensemble de ses valeurs propres et Ey, ..., E, les sous-espaces propres associés.
Soit F un sous-espace vectoriel de E stable par f, tel que F # {0} et F # E. Soit x un vecteur de F.

1. Montrer qu’il existe un unique p-uplet (x1,...,x,) € E; X --- X E, tel que x = x1 + - -+ + x,.

2. On suppose désormais x # 0. Montrer que, quitte 3 modifier I'ordre, on peut supposer qu’il existe r € [1,p]
tel que x; =0 pouri>retx; #0pouri<r.Onaalorsx =xj +-- +x.

On note Vy le sous-espace vectoriel engendré par (xi,...,x,).
3. (a) Montrer que (xi,...,x,) est une base de V.
(b) Montrer que pour tout j > 0, f/(x) € V.
(c) Déterminer la matrice A de la famille (x, f(x), ..., f7~'(x)) dans la base (x1, ..., x,) de Vi.
r
Notons Cy, . .., Cr les colonnes de A et a1, . . ., a, des réels tels que Z a;Cj = 0.

=1

.
Montrer que le polynéme P = Z oszj_1 est le polynéme nul. En déduire que A est inversible.
=1
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»
(d) Montrer que pour tout i € [1,p], x; € F, puis que F = @(F N E;).
i=1

4. Soit g un endomorphisme de E, diagonalisable et commutant avec f (i.c. tel que f o g = go f). Montrer qu’il

existe une base de E formée de vecteurs propres communs 2 f et g.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.24

4
Puisque f est diagonalisable, on a E = @ E; et donc tout vecteur de E s’écrit de maniére
i=1
unique comme somme de vecteurs des E;. C’est en particulier le cas de x.
Puisque x # 0, les x; ne sont pas tous nuls. Donc quitte 4 changer la numérotation des A;
et des E;, on peut supposer que x1,...,Xr # 0 et x,41 =+ =x, = 0.

Pouri e [1,r], x; € E; et x; # 0.

Donc x; est un vecteur propre de f, associé a la valeur propre ;.

En particulier, (x1, ..., x,) est une famille formée de vecteurs propres associés a des valeurs
propres distinctes : c’est donc une famille libre.

Par définition de V, elle est génératrice de Vy, et donc c’est une base de V.

Pourj>0,ona
Fey=p (Z xi) = > ) =) Mxi € Vs
i=1 i=1 i=1

Draprés le calcul qui a été réalisé a la question précédente, on a

1 M . ).;_1
o1 Az . 1571
Mat()q,...,x,)(xa f(x), e ,f (x)) = 1 . .
12 A
i—1
X
s
Notons que C; = | > |et donc
Afﬁ
i1
-1 9] AR P(A)\ (0
i s o] [Pa2)] o
Z ajCj =0 == . =|. | A =1 .
= L : : :
T a ! 0 P(4,) 0
Et donc P(A1) =--- = P(A,) = 0.
Or P est de degré au plus r — 1 et posséde r racines, c’est donc qu’il est nul.
On en déduit’ que oy =-+- = &, = 0.

Et donc la famille (Cy, ..., C;) est libre. Elle est donc de rang r, de sorte que rg(A) =r.
Et donc A est une matrice inversible.

Puisque A est inversible, (x, f(x), ..., f7~1(x)) est une base de V.

En particulier, pour touti € [1, 7], x; s'écrit comme combinaison linéaire de x, f(x), ..., f7~(x).

Mais puisque F est stable par f, alors f(x) € F. Et donc f(f(x)) = f%(x) € F, etc,
Fi-1(x) € F.
Ainsi, x; est combinaison linéaire d’éléments de F : x; € F.

Pour le second point, commengons par prouver que les F N E; sont en somme directe.
Supposons donc que Op=y1 +---+ Yp, avec y; € FN E;.
Alors en particulier, y; € E;. Et puisque les E; sont en somme directe, on en déduit que
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Le sous-espace propre est
formé des vecteurs propres
de f associés A la valeur
propre A; et du vecteur nul.

! Par identification des coeffi-
cients.

Rappelons que par définition,
le rang d’une matrice est

le rang de la famille de ses
vecteurs colonnes.
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y1 ::yp:O
Nous avons montré que
. S, t dans F,
De plus, nous venons de montrer que si x € F, alors x = xq + - -+ + x,, avec x; € FN E;. * r Sont dans ©, pour
Xrtls - - -5 Xp, Cest trivial car
P . . L4 ils sont nuls et que le vecteur
Donc F = » (FNE;) et puisque la somme est directe, F = @(F NE;). nul est dans F.
i=1 i=1
4. Soient Fy, ..., Fy les sous-espaces propres de g.
Puisque f et g commutent, les F; sont stables par f.

P
Et donc pour tout j € [1,q], F; = @(Fj N E;).

i=1
Et donc une base de F; obtenue par concaténation de bases de F; N E; sera formée de
vecteurs qui sont 2 la fois vecteurs propres de f, car dans E; et de vecteurs propres de g,
car dans F;.

q
Et puisque E = @ F;, la concaténation des bases des F; précédemment obtenues est une
j=1
base de E formée de vecteurs qui sont a la fois des vecteurs propres de f et des vecteurs
propres de g.
Autrement dit, il existe une base % de E telle que Matg (f) et Matg (g) soient toutes les
deux diagonales.

O

Le théme de Pexercice suivant est relativement classique, on le retrouve par exemple dans EML 2016.
I s’agit de décomposer un endomorphisme diagonalisable comme combinaison linéaire de projecteurs sur ses sous-espaces
propres.

Projecteurs spectraux d’'un endomorphisme diagonalisable

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n > 2 sur R. Soit f un endomorphisme de E pour lequel il existe un

entier m > 2, des endomorphismes p1, p», . . ., pm non nuls de E et m réels distincts A1, A2, . . ., A, tels que pour tout
m

entier k € N,ona : fk = E A¥pi, ot f¥ = fofo---of.On note id l'endomorphisme identité de E.
N SN———— — ™
i=1
k fois

1. Soit P un polynéme de R[X]. Exprimer P(f) en fonction des P(4;) et des p;, pour i € [1, m].
2. Soit Q le polynéme de R[X] définie par Q(X) = H(X - A;). Calculer Q(f).
i=1

Qu’en déduit-on quant aux valeurs propres de f ?
X-24)

3. Pour tout k € [1,m]], on pose : Li(X) = l_[ )
kA

ic[1,m]
izk

Calculer Li(f). En déduire que Im(pi) C Ker(f — Axid) ainsi que 'ensemble des valeurs propres de f.
4. Montrer que f est diagonalisable.

0 siici
5. Vérifier que pour tout couple (i, j) € [1,m]*, ona :p; o p; = { S% l ij.
pi sii=]
6. Soit F le sous-espace vectoriel de £(E) engendré par (pi, p2, .. ., pm). Déterminer la dimension de F.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.25
d
1. SoitP = Z arX* € R[X]. Alors
k=0

d

P(f)=zakfk=zakilfpi=

d
k=0 k=0 i=1 i

Z akﬂfj)i = i P(Al)p,

k=0 i=1

M=

1l
—_
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En utilisant le résultat de la question précédente, on a

——
=0

Q(f) = Q) pi = 0.
=1

Donc Q est annulateur de f, et par conséquent, les valeurs propres de f sont parmi les

racines de Q : Spec(f) € {1, ..., Am}-

Ai—A; 0 sij#k
PuisqueLi(1;) = J l,onaL Ai) = .
queL+(4)) iEDn]Ak—Ai %) {1 sij =k

itk

Et donc Li(f) = ZLk(Ai)Pi =1 p.

i=1
Mais Q = ]—[ (Ae = A;) XLg X (X = A¢), et donc
iel[l,m]l
itk
eR*
0=00N =[] M=) x(f=Aid)oL(f) = [ (e = 4) x (f = Aiid) o pi.

ie[1,m] i€[1,m]

itk ik

Et donc (f — Akid) o px = 0. Par conséquent Im(py) C Ker(f — Axid).

Mais par hypothése, py # 0, de sorte que Im(px) # {0g}. Et donc Ker(f — Axid) # {0g}, de
sorte que Ay est bien valeur propre de f.

On en déduit que Spec(f) = {A1,..., A}

m
Puisque id = fV = Zp,—, si x € E, alors
iz0

X = ipl(x) € i Il’l’l(pl) C zm:KeI'(f - Alld)
i=1 i i=1

i=1
Etdonc E = ZExli(f)-
i=1

m
Mais nous savons qu’une somme de sous-espaces propres est directe, et donc E = @ Ey, (),
i=1

de sorte que f est diagonalisable.

L’inclusion prouvée a la question 3 montre que si x € E, alors pj(x) € E;,(f) et donc
f@;(x) = Ap;(x)-

Et alors, pour tout polynéme P € R[X], P(f)(pj(x)) = P(A;)p;(x).

En particulier, L;(f)(pj(x)) = Li(4;)p;(x).

Mais L4 = {0 SF
1 sii=j
. g 0 sii#j
Puisque dautre part, L;(f) = p;, il vient donc p;(p;(x)) = Li(f)(pj(x)) = T
pi(x) sii=j

Et donc on a bien p; o p; = {O S“i]

pi sii=j
Ceci prouve en particulier que p? = p; : les p; sont des projecteurs.
Montrons que les p; forment une famille libre.
Soient donc p1, .. ., pm des réels tels que pipr + - -+ + pimpm = 0.
Soit alors x; non nul' dans Im(p;). Puisque p; est un projecteur, x; = p;(x;).
Et donc

0= (Z ﬂij)(xi) = Z wipi(pi(x;)) = p,.pl?(xi) = J1ixi.
j=1 Jj=1

Puisque x; # Og, on a donc y; = 0.
Ainsi, g = - =y, = 0, et donc la famille (p1, . . ., pim) est libre.
Puisqu’elle est génératrice de F, c’est une base de F, qui est donc de dimension m.
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Pour deux endomorphismes
fetg,onagof =0siet
seulement si Im(f) c Ker(g).

Six € E,(f), alors pour tout
P e R[X], P(f)(x) = P(A) - x.

1 Puisque Im(p;) # {Og}, un
tel vecteur existe.

M. VIENNEY


http://www.ecs2-fauriel.fr

1.6. VALEURS PROPRES, DIAGONALISATION 39

Le résultat de I'exercice qui suit est relativement classique.

Un endomorphisme diagonalisable vérifie E = Im f & Ker f.

Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension n.
Montrer que si Ker f et Im f ne sont pas supplémentaires, alors f n’est pas diagonalisable.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.26 Nous allons prouver la contraposée, a savoir :si f
est diagonalisable, alors E = Im f & Ker f.

Si f est diagonalisable, alors il existe une base (ey, ..., e,) de E formée de vecteurs propres
de f. Notons J; la valeur propre associée 2 e;.

Soit alors x € Im f N Ker f.

n
Alors il existe y € E tel que x = f(y). De maniére unique, y = Z yie;, ol les y; sont des
i=1
scalaires’. I Reels ou complexes suivant
Et alors que E est un espace vectoriel

n n sur R ou sur C.
FC) =) = ) uif ) = ) yikier
i=1 i=1

Mais puisque x € Ker f, f(x) = Og. La famille (ey, . . ., e,) étant une base de E, on a donc
pour tout i € [1,n], y;A? =

Autrement dit, soit A; = 0 (et donc e; est un vecteur propre de f associé a la valeur propre
0, ie. e; € Ker f), smtyl = 0.

Il vient alors x = ny(e )= Zyl i

Mais par ce qui precede pour tout i € [1,n], y;d; = 0, et donc x = Og.

On a donc prouvé que Ker f N Im f = {0g}.

Drautre part, d’aprés le théoréme du rang, dimE = dimIm f + dim Ker f, ce qui prouve
que E =Im f @ Ker f.

Seconde méthode : nous pouvons aussi remarquer que f étant diagonalisable,

E= P E(H=Efe P E(f)=Kefe P E).

A€eSpec(f) ﬂﬁapjg(f ) léip:z(f )

Mais si A # 0, et si x € E;(f), alors f(x) = Ax, de sorte que x = %f(x) = f(%x) eImf.

Ceci prouve alors que pour tout A € Spec(f) \ {0}, Ex(f) C Im f.
O

Les deux exercices qui suivent nécessitent un peu d’intuition pour «deviner» les valeurs propres/vecteurs propres.

Valeurs propres d’'un endomorphisme défini 2 partir d’une forme linéaire

Soit ¢ une forme linéaire non nulle d’'un espace vectoriel E de dimension finie, et soit u un vecteur non nul de E.
On définit un endomorphisme de E par f(x) = x + ¢(x) - u. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres

de f.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.27 Pour tout x € Ker(p), on a f(x) = x. Donc 1
est valeur propre de f et Ker(¢) C Ei(f), qui est donc de dimension au moins égale! 2 !'Ker(p) est un hyperplan de
E.
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dimE - 1.

Notons que f(u) = (1 + ¢(u))u.

Donc si u ¢ Ker(p), alors 1 + ¢(u) est une valeur propre de f, et Vect(u) C Eq4p(u)(f).
On aalors dim Ey(f) + dim E1 () > dim E, et donc cette inégalité est une égalité, de sorte
que dimE(f) = dimE — 1 et dim Ey 4 () = 1.

On en déduit que E1(f) = Ker(p) et Ey, ) = Vect(u).

Au contraire, si u ¢ Ker(¢), montrons que 1 est la seule valeur propre de f.

Supposons que A soit une valeur propre de f différente de 1, et soit x un vecteur propre
associé.

Alors ¢(x) # 0, et donc f(x) = x + ¢(x)u = Ax. Soit encore x = ;o(x)l u.
Mais puisque ¢(u) = 0, on a alors ¢(x) = %(p(u) = 0. D’ol1 une contradiction : f ne
posséde qu’une seule valeur propre qui est 1, et E;(f) = Ker(p). O

Diagonalisation d’un endomorphisme de . ,(R).

Soit f 'endomorphisme de ., (R) défini par f(M) = M + 2'M + 3tr(M)I,. f est-il diagonalisable ?

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.28 Commengons par remarquer qu'on a f(I,) =
I, + 21, + 3nl, = 3(n + DI,.

Et donc 3(n + 1) est une valeur propre de f.

Si M est antisymétrique, alors ses coefhicients diagonaux sont nuls, et donc tr(M) = 0, de
sorte que f(M) =M —2M = —M.

Et donc -1 est valeur propre de f, et E_;(f) contient #/,(R), I'ensemble des matrices
antisymétriques.

Enfin, si M est symétrique et de trace nulle, alors f(M) = M + 2M = 3M.

Puisqu’il existe bien des matrices non nulles qui sont symétriques et de trace nulle!, c’est
donc que 3 est valeur propre de f.

Notons F 'ensemble des matrices symétriques de trace nulle, de sorte que F c E3(f).
Alors F est le noyau de la forme linéaire ¢ : #,(R) — R définie par p(M) = tr(M).

Cette forme linéaire étant non nulle, on en déduit que F est un hyperplan de #,(R), et
donc de dimension dim &,(R) — 1.

Premiére méthode : si 'on sait? que M ,(R) = #,(R) ® o, (R).
Alors dim #,(R) + dim 54, (R) = dim ./ ,(R).
Par ce qui a été dit précédemment, on a

dim Es(ner)(f) > 1.dim E_;(f) > dim ¢,(R) et dim Es(f) > dim %, (R) — 1.
Et donc
dim E_(f) + dim E3(f) + dim Es(apy(f) > dim o4, (R) + dim %, (R) = dim .4, (R).
Puisque l'inégalité réciproque est toujours vraie, on a donc
dim Ey(£) + dim Es(f) + dim E3(ny1)(f) = dim M ,(R)

et par conséquent f est diagonalisable.

Seconde méthode : si on ne sait pas que «/,(R) et #,(R) sont supplémentaires dans
M n(R), on peut montrer «a la main» que ,(R) est la somme directe des sous-espaces
propres de f.

Notons qu’a ce stade, nous ne sommes pas siirs d’avoir toutes les valeurs propres de f, mais
comme nous n’en trouvons pas d’autres que les trois trouvées précédemment, nous allons
essayer de prouver que M ,(R) = «,(R) ® F & Vect(I,).

Raisonnons par analyse syntheése : soit M € 4 ,(R), et supposons que M = A+ B + C, avec
A€ d,(R), BeFetC e Vect(l).

Il existe alors A € R tel que C = AIL,.

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR

I prendre par exemple
D = Diag(1, .. ., 1,1-n).

2Ce point n’est pas explicite-
ment au programme, mais est
suffisamment classique pour
qu’on puisse l'utiliser  Poral
sans le redémontrer.

Il n’y a pas besoin de les
connaitre ici, mais les dimen-
sions de ¢, (R) et #,(R) sont
connues :

dim o/, (R) = ”(”2_ )
dim #n(R) = ”(”2+ D}
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Et alors tr(M) = tr(A) + tr(B) + Atr(I,) = 0 + 0 + An.

tr(M
Etdonc A= =

n
De plus,ona ‘M ="A+'B+Al, = —A+ B+ AlL,.

M-'M M+'M M+'M (M
Et donc A = et B = L, = _u,

n
Ainsi, si une telle décomposition M = A + B + C existe, elle est unique.

Inversement, pour M € A ,(R), posons

M-t'M M+'M (M) tr(M)
A= ,B= - I,etC=——I,.
2 2 n n
'M-M

Alors il est clair que C € Vect(I,,), A est antisymétrique car 'A = = —-A.

IM+M  tr(M)
-

tr(M)

n

2

I, = B, et elle est de trace nulle car

De plus, B est symétrique car ‘B =

tr(B) = %tr(tM) + %tr(M) - tr(l,) = %tr(M) + %tr(M) —tr(M) = 0.

Donc B € F.

Ainsi, tout élément de J,(R) s’écrit de maniére unique comme un élément de ¢/, (R) plus
un élément de F, plus un élément de Vect(I,).

En particulier, toute matrice de  ,(R) s’écrit comme un élément de E_; (f) plus un élément
de E_3(f) plus un élément de Es(;41)(f).

Ec donc Mn(R) = E_1(f) + E3(f) + Esns1)(f)-
Mais comme nous savons déja que les sous-espaces propres sont en somme directe, on a

donc Mn(R) = E_1(f) ® E5(f) ® E3ns1)(f)-
Et donc 1 ,(R) est somme directe de sous-espaces propres de f : f est diagonalisable.

Notons alors au passage que E_i(f) = #,(R), E3(f) = F et E3(u41)(f) = Vect(I,), alors que
nous n’avions jusqu’a présent que des inclusions. o

L’exercice suivant nécessite une bonne compréhension du produit matriciel : la j*™ colonne d’un produit AB de matrices

s'obtient en multipliant A par la j*m¢ colonne de B.
Autrement dit, si By, . .., B, sont les vecteurs colonnes de B, alors

AB=A(31 By | ... Bn)z(AB1 ABy | ... ABn).

Valeurs propres de M — AM

Soit A une matrice de . ,(R). On considére I'application ¢4 qui a toute matrice M € J,(R) associe la matrice
(pA(M) = AM.

1. Comparer les spectres de A et ga.

2. On suppose que A est diagonalisable. Montrer que ¢4 est diagonalisable.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.29

x1
Soit A une valeur propre de A, et soit X = ¢ | € Mp,1(R) un vecteur propre associé.
Xn
X1 0 0
v 0 ... o] (]9 0
Soitalors M =| . . A= e MaR).
% 0 0 xp | O 0

On a alors o
On a choisi ici de mettre X

dans la premiére colonne de
PAM) =AM =|AX |0 | ... |O|=|AX |0 ]|... |0]=AM. M. Mais on aurait le méme

résultat en le mettant dans
n’importe quelle autre co-
lonne.
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Et puisque M # 0 car X # 0, on en déduit que A est valeur propre de ¢4.
Donc déja Spec(A) c Spec(a).

Inversement, soit M = (M1 M| ... M,,) un vecteur propre de ¢4 associé a la valeur
propre A.
On a alors

AMZAMZ(AMl AM, | ... AM,I).

Mais puisque M # 0, 'un au moins des M; est non nul, et alors AM; = AM;, de sorte que
M; est un vecteur propre de A associé a la valeur propre A.

Et donc Spec(pa) C Spec(A).

On a donc prouvé que A et ¢4 possédent les mémes valeurs propres.

Si A est diagonalisable, alors il existe une base (X, ..., X,) de /(, 1(R) formée de vecteurs
propres.
Pour (i, j) € [1, n]?, notons alors M; ;= (O O X O O) € M,(R) ot X; est

placé dans la jém¢ colonne de M; ;.

Alors d’aprés ce qui a été dit 4 la premiére question, M; ; est un vecteur propre de @4,
associé 4 la méme valeur propre que X;.

Prouvons que la famille (M; ;)1<;, j<n est une famille libre de J,(R).

n n
Soient donc (A; )1<i,j<n des réels tels que Z Z Ai,iM; j = 0. Alors
i=1 j=1

0= Zn:AMXi Zn:)ti,in i/li,nxi .
izl i=1 i=1

1

Par identification des colonnes!, on a donc

n
Vje [[1,71]] ZAUXL- =0.
i=1

Mais la famille (X1, ..., Xp,) étant libre, il vient donc V(i, j) € [1,n]?, A;; = O.

Ainsi, la famille (M; ;)1<;, j<n est libre, et étant de cardinal n? = dim /#,(R), c’est une base
de M, (R).

Nous venons donc de prouver qu’il existe une base de /,(R) formée de vecteurs propres
de g4 :l'endomorphisme ¢4 est diagonalisable.

O

Racines d’ordre p d’une matrice unipotente

Dans tout cet exercice, n est un entier supérieur ou égal a 2. On note :
?,R) = {A € Mn(R)/VYp € N*,AB € M, (R) tel que A = B"}.
1 0 2
1. SoitA=[0 2 4|
0 0 4

(a) Montrer que A est diagonalisable.
(b) Montrer que A € 23(R).

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR

I Deux matrices sont égales si
et seulement si leurs vecteurs
colonnes sont égaux.

On a méme la dimension des
sous-espaces propres de @4 :
si A € Spec(A), alors

dim E; (p4) = nxdim E;(A).
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1
0

3. Soit N € M ,(R) non nulle vérifiant N” = 0. Montrer que N ¢ &,(R).

4. Dans cette question, N est une matrice non nulle, telle qu’il existe k € N* tel que N k=0.0n pose A=I,+N.

2. Soit A = ( _02) Montrer que A ¢ %>(R).

(a) Déterminer les valeurs propres de A. La matrice A est-elle diagonalisable ?

b) Soit V un polynéme de R[X]. On suppose qu’au voisinage de 0, ona : V(x) = o (x9), ot g € N.

( poly ppose q g % q
Montrer qu’il existe un polyndme Q tel que V(X) = X7Q(X).

c) Soit p € N*. Montrer que pour tout g € N*, il existe un polynéme U, € R[X] tel qu’au voisinage de 0,

P que p q poly q q g

ona :1+t=(Uyx) + oo(xq).
On pourra utiliser le développement limité de (1 + x)*.

(d) En déduire que I, + N € 2,(R).

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.30

Puisque A est triangulaire, ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux, et donc
Spec(A) = {1, 2,4}. Et donc A posséde trois valeurs propres distinctes, étant de taille 3, elle
est diagonalisable.

1 0 0
Il existe donc une matrice P inversible telle que A = P! ( 0 2 O) P.
0O 0 4

1 0 0
Et alors, pour p € N*, si on pose B, = P~ (0 2Up )P, ona

0 0 4/
1 0 0\f 1 0 0
B§=P‘1 o 27 o | P=P'0 2 0|P=A
0 0 4l 0 0 4

Et donc pour tout p € N*, il existe B, € M3(R) tel que Bg = A, de sorte que A € ?3(R).

Supposons qu’il existe B = (i Z) € M>(R) telle que B? = A.

a®+bc=1
2 d) =
Alors B2 = (¢ F be ab+ bg ~(t° . Soit encore bla+d) =0
ac+cd bc+d 0 -2 cla+d)=0
be+d> = -2

De la seconde équation, il vient a+d = 0 ou b = 0.
Mais si b = 0, la derniére équation est d? = -2, qui n’est pas possible.

On prouverait de méme que

Donc a = —d, de sorte que a*> = d%, et donc be = 1 —a®> = -2 — a%. pour tout p pair, il n'existe
Cect est impossible. pas de matrice A € M>(R)
Donc il n’existe pas de matrice B € .#>(R) telle que B> = A, et donc A ¢ 2,(R). telle que B = A.

En revanche, si p est im-
Notons k le plus petit entier tel que N¥ = 0, de sorte que N*¥~! # 0. pair, on peut prendre
Puisque N # 0, on a alors k > 2. Soit alors B € /,(R) telle que B” = N. B (1 0 )
On a alors B** = N" = 0. Soit p € N* le plus petit entier tel que B> = 0. Puisque o 2lr)

Brk=1) = N*k=1 2 0, on a donc p > n(k — 1) > n.
Considérons donc X € M, 1(R) tel que BP~1X # 0, et montrons que la famille (X, BX, ..., B>"'X)
est libre dans 4,1 (R).

p-1
Soient donc Ao, A1, . .., A,-1 des réels tels que Z B'X =0.
iz0
Alors, en multipliant & gauche cette égalité par B>~!, il vient 10B*~'X = 0. Et donc A = 0.

p-1
Il reste donc » A;B'X = 0.
im1
En multipliant par B?~2, on obtient donc 1;B?~1X = 0, et donc 4; = 0.
De proche en proche, on trouve donc Ao = Ay = --- = 4,1 = 0, de sorte que la famille est

libre.

Son cardinal, qui est p, est donc inférieur ou égal 4 la dimension de /#,, 1(R), qui vaut n.
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Donc p < n, contredisant ce qui a été dit plus tot.
Par conséquent, N ¢ 2,(R).

Ona (A-1I,)* = N¥ = 0. Donc le polynéme (X — 1)* est annulateur de A.

Puisqu’il ne posséde que 1 comme racine, c’est donc la seule valeur propre possible de A.
De plus, A — I, = N n’est pas inversible car sinon N¥ le serait, et donc 1 est bien valeur
propre de A : Spec(A) = {1}.

Si la matrice A était diagonalisable, elle serait semblable 4 I,,, et donc égale 4 I,,, ce qui n’est
pas le cas puisque N # 0.

Procédons par récurrence sur q.

Siq=0,cesttrivial : Q=V.

Supposons donc la propriété vraie pour g, et soit V un polyndme tel que V(x) = o (x7t1).
Puisque x7+! = 0, on en déduit que V(0) = )1(13% V(x) = 0.

Et donc 0 est racine de V' : il existe un polyndome P € R[X] tel que

Diagonalisation d’un endomorphisme de R,[X].

Soit n un entier naturel non nul et Q un polynéme a coefhicients réels de degré d < n.
On définit 'application suivante :

[RuIX] — R,[X]
e — (PQ)™

ot (PQ)™ indique que I'on prend la dérivée n*™ du produit de P par Q.
1. Justifier que ¢ est un endomorphisme de R,[X].

2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur le polynéme Q pour que ¢ soit un automorphisme de

R, [X].

3. Montrer que la matrice de ¢ dans la base canonique de R, [X] est triangulaire supérieure. Que dire de plus

dans le cas particulier ot d < n.

4. Déterminer une condition nécessaire et sufhsante sur le polynéme Q pour que ¢ soit diagonalisable.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.31

Soit P € R,[X]. Alors deg(PQ) = degP + degQ < n+d < 2n.
Et alors, deg(¢(P)) < 2n—n =n. Ainsi, ¢(P) € R,[X].

D’autre part, pour Py, P> € R,[X] et 2 € R, on a, par linéarité de la dérivation, West classique q

ue

deg(P’) < deg(P) - 1.
@(APy + P2) = (APy + P2)Q)™ = (AP1Q + P,Q)™ = A(P1Q)™ + (P,0)™ = Ag(P1) + ¢(P2). Et donc une récurrence

rapide prouve que pour tout

Donc ¢ est linéaire, et donc est un endomorphisme de R, [X].

Puisque R, [X] est de dimension finie et que ¢ en est un endomorphisme, il est bijectif si

deg(P(k)) < deg(P) - k.

et seulement si il est injectif, si et seulement si il est surjectif. C’est méme une égalité si

Sid < n, alors pour tout P € R,[X], deg(¢p(P)) <n+d-n<d<n. deg P > k (ic.si
Et donc Im ¢ c Ry[X]. En particulier, un polynéme de degré n n’est pas dans I'image de

¢, qui n’est donc pas surjectif, et donc pas bijectif.

Si d = n, alors pour tout P € R,[X], on a deg(¢(P)) = degP + n—n = degP.

PR 2 0).

Et en particulier, si P # 0, deg P > 0 et donc deg ¢(P) > 0, de sorte que ¢(P) # 0. Par convention, le degré du
Et donc Ker ¢ = {0} : ¢ est injectif, et donc bijectif. polynome nul est égal & —co.

On en déduit que ¢ est un automorphisme si et seulement si d = n.

Onadeg(p(X¥)) <k+d-n<k.
k

Et donc il existe des réels ag x, a1 k., - - -, ax. tels que p(X¥) = Z a;i kX"
i=0
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Autrement dit, la matrice de ¢ dans la base canonique est

ap,0 4o, an2 ... ao,n
0 ai, a2 ai,n
Matg,, (p)=| © 0 a2 ... aun € Mpi1(R).
(') O. ) 0- ’ Le fait que cette matrice soit
te An,n triangulaire supérieure est
équivalent a dire que pour
tout k € [0, n], Rg[X] est
Ainsi, cette matrice est trlangulalre supérieure. stable par .

Dans le cas ot d < n, on peut afhirmer que pour tout k € [0, n]],

Pour tout k € [1, n]}, I'image
de R [X] par ¢ est inclus
dans Rk—l [XJ

degp(X*) <k+d-n<k-1.

Et donc en particulier, ai x = 0 : la matrice posséde une diagonale nulle.

4. Puisque la matrice de ¢ dans la base canonique est triangulaire, ses valeurs propres sont ses
coefhicients diagonaux.
En particulier, pour d < n, Spec(p) = {0}. Et donc ¢ ne peut étre diagonalisable que si elle Une matrice diagonalisable

est nulle, c’est-a-dire si et seulement si Q = 0. qui posséde une unique
valeur propre A est nécessai-
rement égale 3 AI,.

n
Sid = n, notons Q = Z b; X%, de sorte que b, # 0. Ainsi,

i=0
n (n) n .
; (i+k) ke
Xk — b_Xl+k — b — " xitk-n
»(X%) (; ! '—Z—k ! (i+k-n) Il est facile de prouver par
- = récurrence sur d < k
En particulier, le coefficient de degré k de p(X*) est b(n + k). (Xk)(d) _

Ainsi, les coefhicients diagonaux de Matg
distincts car b,, # 0.
Et donc ¢ possede n + 1 = dim R,,[X] valeurs propres distinctes, et donc est diagonalisable.

can(@) sont les b, (n + k)!, qui sont deux a deux

k(k-1)---(k-d+1)xkd

I
(k- d)!

et que pour d > k,

En résumé, ¢ est diagonalisable si et seulement si Q = 0 ou si degQ = n.
(xF) = 0.

Etude d’une équation matricielle.

Dans tout l'exercice, (A4, B) désigne un couple de matrices de 4 ,(R) tel que :
AB - BA = Aavec Anon nulle (%)

1. Montrer que tr(A) = 0 et que A n’est pas inversible.
2. Montrer que :Vk € N, AFB — BA* = kA*,

3. En considérant les valeurs propres de 'endomorphisme ¢ de ., (R) défini par :
¢: M MB—BM
montrer qu’il existe un entier p € [2,n] tel que A? = 0.
4. Pour n = 2, déterminer les couples (A, B) solutions du probleme ().
SOLUTION DE L’EXERCICE 1.32
1. Les propriétés élémentaires de la trace indiquent que

tr(A) = tr(AB — BA) = tr(AB) — tr(BA) = tr(AB) — tr(AB) = 0.
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Drautre part, si A était inversible, alors en multipliant 4 gauche par A1 il viendrait B —
AT'BA=1,.

Puisque B et A™'BA sont semblables, elles ont donc méme trace, de sorte que tr(I,,) =
tr(B) — tr(A"'BA) = 0.

Or tr(I,) = n # 0, d’ott une contradiction : A n’est donc pas inversible.

Montons le résultat par récurrence sur k.

Pour k = 0, on a évidemment A°B— BA" = B— B =0 = 0A°.

Supposons que A¥B — BAK = kAk.

Alors, en multipliant  droite par A, il vient

AFBA - BAF*! = AR+
Mais d’aprés (%), on a BA = AB — A, de sorte que
A*BA = AKAB — AFA = AFT1B — AR
Et donc
ARFIB Z AR BARH Z gkt o ARFIB _ BARHL = (ke 4 1)AR

Par le principe de récurrence, pour tout k € N, AkB — BAk = kA,

La question précédente montre que si A # 0, alors A¥ est vecteur propre de ¢, associé 2 la

valeur propre k.

Donc si pour tout k € N, AF # 0, alors ¢ posséde une infinité de valeurs propres, ce qui

R . . . , . Le nombre de valeurs

n’est pas possible puisqu’il doit posséder un nombre fini de valeurs propres. 4 us ol
. . PrOPreS e (P est au P us ega

1l existe donc un entier k tel que A* = 0. 3 dim M, (R) = n2.

Il reste donc a prouver que le plus petit entier k tel que A¥ = 0 vérifie k < n.

Mais c’est un résultat classique : une matrice de . ,(R) nilpotente posséde forcément un

indice de nilpotence inférieur ou égal 4 n.

Reprouvons ce résultat : puisque A*~! # 0, il existe X € M, 1(R) tel que AF~1X # 0.

Alors la famille (X, AX, A’X, ..., AK"1X) est une famille libre de .4, 1(R).

k-1
En effet, soient Ao, . .., Ax_1 des réels tels que Z LAX = 0.
i=0
En multipliant & gauche par A*~1, il vient 10AF~1X + Zf;f A AR+ =,

=0
Puisque A¥~1X # 0 c’est donc que 4 = 0.
Il reste donc A1 AX + AAZX + - - - + A1 AF1X = 0.
En multipliant cette fois par A*~2, on obtient 1;A¥"1X = 0, et donc A; = 0.
De proche en proche, on prouve ainsi que Ao = 4; = -+ = A4 = 0.
Ainsi, (X, AX, ..., A*"1X) est une famille libre de ., 1(R), de cardinal k.
Et donc k < dim A ,,,1(R) = n.

Nous avons donc bien prouvé qu’il existe k € [2,n] tel que AF = 0. }l: > 2h puisque A # O par
othése.
D’aprés la question précédente, si (A, B) est solution, alors A% = 0. P

Soit alors, comme précédemment, un vecteur X € > 1(R) tel que AX # 0. Nous venons
de prouver que (X, AX) est libre, et donc est une base de .5 1(R).

La matrice de f : U - AU dans cette base est alors ( 8 é ) =T.

Puisque d’autre part, la matrice de f dans la base canonique de /5 1 (R) est A, A est donc
semblable 2 T : il existe une matrice P inversible telle que A = P~!TP.

Posons alors C = PBP™!, de sorte que B = p-lcp.

L’équation () s’écrit encore

P~'TCP-P~'CTP = P~'TP
ce qui, aprés multiplication a gauche par P et a droite par P~! devient TC - CT =T.

Soitdonch(a b).Ona
c d

re-er= (0 3)(¢ 9 o) )
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On aalors TC — CT = Tsi et seulementsic=0etd =a+ 1.
b

Et donc C est de la forme | ¢ .
0 a+1

Inversement, s’il existe P inversible telle que A = P~ITP et deux a et b tels que B =

p1 (g . Jbr 1) P, alors on a

_ _ p-1 a b _ a b _ p-1 _
AB—-BA=P (T(O a+1) (0 a+1)T)P_P TP = A.

Ainsi, 'ensemble des solutions de (%) est

{(P-lrp, p! (g . i 1) P), (a,b)eR%L P e GLZ(R)} .

Dimension de I’ensemble des endomorphismes de ./ ,(R) commutant avec la transposition

Dans tout l'exercice, n désigne un nombre supérieur ou égal 4 2.

On note A ,(R) 'ensemble des matrices carrées d’ordre n 4 coefhcients réels, et T I'endomorphisme de 4 ,(R) qui
associe a toute matrice M de J,(R) sa transposée ‘M.

Pour tout espace vectoriel E, on note £(E) l'ensemble des endomorphismes de E.

Le but de Pexercice est I'étude de I'ensemble

6 ={f € L(Mn(R)) : YM € Mn(R), f(T(M)) = T(f(M))}.

1. (a) Question de cours : donner la dimension de I'espace vectoriel £(E) lorsque E est un espace de
dimension finie. En déduire la dimension de £ (4 ,,(R)).

(b) Pourquoi la trace tr(M) de la matrice M de T dans une base de ./ ,(R) ne dépend pas de la base choisie
? Que vaut cette trace ?

\S)

. Trouver une application linéaire dont € est le noyau et en déduire que 6 est un espace vectoriel.
. Onnote Z,(R) = {Se€ M,(R):S =S} et A,(R) = {A € M,(R): A= -"A}.
(a) Etablir que : M, (R) = Zo(R) ® 4, (R).

(b) En déduire qu'un endomorphisme f de . ,(R) appartient 2 6 si et seulement si les deux sous-espaces
Fn(R) et o,(R) sont stables par f.

SN

4. (a) Déterminer les dimensions respectives de #,,(R) et de o4,(R).
202
1
(b) En déduire Iégalité : dim6 = %
5. (a) Démontrer que I'endomorphisme T est diagonalisable
(b) Justifier qu’il existe des éléments f de 6 qui ne sont pas diagonalisables, et en donner un exemple.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.33

Nous savons que dim £(E) = dimE x dim E.
En particulier, puisque dim /#,(R) = n?, il vient dim £ (M ,(R)) = n? x n> = n*.

Si B et B’ sont deux bases de A,(R), alors les matrices Matg (T) et Matg.(T) sont

semblables' et par conséquent ont la méme trace. ! Puisquielles représentent
Donc il nous sufht de déterminer la trace de la matrice de T dans la base de notre choix. “;:_‘tes les deux 'endomor-
Et puisque nous n’en connaissons pas 50, prenons la plus classique d’entre elles :Ia base phisme T.

canonique B.qn et notons M = Matg__ (T).
Rappelons que Bqp est la famille des (E; ;) 1<i<n, ol1 E; ; est la matrice dont tous les coefh-

1<j<n
cients sont nuls, a lexception du coefhicient (i, j) qui vaut 1.
Pour déterminer la trace de la matrice de T dans cette base, il nous faut en déterminer les
coefhicients diagonaux.
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Si A est la matrice d’un en-
domorphisme f dans une
base (ey, . . ., en), alors le
coefficient diagonal a; ; est la

Clest-a-dire la composante de T(E; ;) dans la base %B.4,. Mais T(E; ;) = E; ;. Et donc si
i = j, alors le coefficient diagonal de la colonne de M correspondant 3 E; ; vaut 1.

Etsii # j, alors ce coefficient diagonal est nul.

Ainsi, M posséde n coefhicients diagonaux non nuls, dans les colonnes correspondant a
E1.1,E22,...,Enn, et ces n coefficients valent 1.

Et donc tr(M) = n.

Notonsqu'ona6 = {f € L(Mn(R)) :Tof=foT}={f e LM,R)):Tof—-foT=0}

Or, il est facile de prouver que f - T o f — f o T est un endomorphisme de £ (A, (R)),
dont le noyau est donc €, d’aprés 'égalité qui précede.
Et comme tout noyau, 6 est donc un sous-espace vectoriel de £(M,(R)).

C’est un grand classique. Puisque nous ne connaissons pas les dimensions de #,(R) et
de ,(R), on ne peut utiliser tout critére faisant intervenir la dimension. Et donc il ne
nous reste 2 peu prés que la définition de supplémentaires : il va falloir prouver que toute
matrice de ,(R) s’écrit de maniére unique comme somme d’un élément de #,(R) et
d’un élément de A, (R).

Soit donc M € A, (R).
Procédons par analyse synthése, et supposons qu’il existe S € #,(R) et A € of,(R) telles

que M =A+S.

Alors ‘M =fA+!S=-A+S. ,
M+*M

Par conséquent, M + ‘M =25 & § = I
M-tM

Etde méme, M - ‘M =2Ao A= 5

Ainsi, nous venons de prouver que si une décomposition de M comme somme d’un élément
de o,(R) et d’'un élément de &, (R) existe, alors elle est unique, et donnée par les formules
ci-dessus.

t
est bien dans

Il nous reste donc 2 faire la synthése?, c’est-a-dire a vérifier que S =

Fa(R), que A = M-

formalité.

Et donc toute matrice de /,(R) s’écrit de maniére unique comme un élément de #,(R)
plus un élément de ,,(R).

Et donc A ,(R) = Fu(R) & A (R).

Si f € L(Mn(R)) est tel que F,(R) et o4,(R) soient stables par f.
Alors pour M € M, (R), il existe S € F,,(R) et A € A,(R) telles que M = S + A.
Et alors f(M) = f(S) + f(A), de sorte que

T(f(M) =T( f(S))+T( f(A)) = f(S) - f(A) = f(*S) + f('A) = f(T(S + A)) = f(T(M)).
— —

€Zn(R)

est bien dans ¢/, (R), et que leur somme vaut M, ce qui est une

esdn(R)

Et donc f et T commutent, de sorte que f € €.

Inversement, supposons que f € 6. Alors pour S € #,(R),on a

LF(S) = T(f(S)) = f(T(S) = f(*S) = f(S).
Ainsi, f(S) est symétrique, et donc ¥, (R) est stable par f.

Et de méme, si A € «4,(R), alors

'f(A) = T(f(A) = f(T(A)) = f(-4) = —f(A)
de sorte que f(A) € «,(R) et donc ¢, (R) est stable par f.

Le plus classique pour obtenir ces dimensions est d’exhiber une base de #,,(R).
Toutefois, notons qu’il y a bien plus simple avec le travail réalisé précédemment.

En effet, notons que #,(R) = {M € M,R) : M =M} ={M € M,(R) : T(M) = M} =
E1(T) est un sous-espace propre de T.

Et de méme, «¢,(R) = E_((T).
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composante de f(e;) suivant
e; :

(a1,1

An,n

2 Cest-a-dire 2 prouver
qu'une telle écriture existe.

— Méthode
La notation T est ici parfois
un peu trompeuse, mais ne
perdons pas de vue que nous

4 cherchons 4 prouver que

£(S) € n(R). Autrement dit
que f(S) est égale 4 sa propre
tansposée.
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Comme nous avons prouvé 2 la question 3.a que A ,(R) = E{(T) ® E_1(T), cela prouve que
T est diagonalisable, et que Spec(T) = {-1,1}.

Et donc la matrice de T dans une base de . ,(R) formée de vecteurs propres de T est
diagonale, avec dim ¥, (R) coefhicients diagonaux égaux a 1 et dim &/, (R) coefhicients
diagonaux égaux a —1.

Sa trace est donc dim #,(R) — dim «/,,(R).

Mais comme mentionné i la question 1.b, cette trace vaut n.

. . dim #,(R) + dim «¢,(R) = dim ./ ,(R) = n? .
Nous avons donc le systéme suivant : 4 ] qui
dim#,(R) — dim #,(R) = n
conduit facilement 2
n(n+1) nn-1)
>

Si vous préférez donner une base de #,(R), il est bon de se souvenir qu’une telle base est
donnée par la famille formée 4 la fois par les E; ;,1 <i<netlesE;; —Ej;,1 <i<j<n,
les détails sont laissés 2 titre d’exercice.

dim #,(R) = et dim«/,(R) =

Draprés la question 3.b, choisir un endomorphisme de 6 revient® a choisir un endomor-
phisme de ¢/, (R) et un endomorphisme de #,(R).

2 2 22
Or, dlm .,%(,9’,,(1{)) = (dlm <?n(I{))2 — % et de méme’ dlm.%(&in(R)) _ n (n4 1)
2¢,2
Et par conséquent, dim 6 = dim £(#,(R)) + dim £(s4,(R)) = rim+y (n2+ 1),

Quelques détails : les détails qui suivent sont trés probablement inutiles 4 I'oral, notam-
ment car il serait trop long de tout écrire en détail, mais il faudrait au moins comprendre
les grandes idées de ce qui suit.
Nous avons prouvé en 3.a que f € 6 si et seulement si #,(R) et «/,(R) sont stables par f.
Considérons alors 'application

1€ — dimZL(FnR))xdimL(4,(R))

(D' f — (figa®s fig.®)

s

ol fiy,®r) désigne la restriction* de f 3 #,(R).

Alors il est facile de voir que @ est injective. En effet, puisque #,(R) et ¢4, (R) sont sup-

plémentaires, connaitre f sur chacun de ces deux sous-espaces permet de connaitre f sur

A, (R) tout entier.

Drautre part, @ est bijective. En effet, soit (u,v) € L(F,(R)) x £(4,(R)), et soit f Pap-

plication définie sur J,(R), qui 4 toute matrice M = S+ A € A (R) associe
esn(R)  ed,R)

u(S) + v(A).

Alors f est linéaire, et laisse stable &, (R) et «4,(R), donc est dans 6. Et alors ®(f) = (u, v).

Autrement dit, @ est un isomorphisme.

Et donc dim € = dim(Z(Z,(R)) X L(A,(R))) = dim L(F(R)) + dim L (sd,,(R)).

Enfin, mentionnons l'interprétation matricielle de tout cela : considérons une base % =

(Ei,...,E; Fi,...,Fp) de AM,(R) obtenue par concaténation d’une base (Ei,...,E,) de
Fn(R) et d'une base (Fy, ..., F,) de o4,(R).
Si Fn(R) est stable par f, alors pour tout i € [1,r], f(E;) € #»(R) = Vect(Ey, ..., E,). Et

donc la i*m¢ colonne de Matg (f) se termine par p zéros.

Et de méme, si A, (R) est stable, alors les p derniére colonnes de Matgg (f) commencent
par r zéros.

Autrement dit, si f € 6, alors la matrice de f dans la base % est de la forme

* * 0 0
Matg (f) = | * g S 2
0 0 * *
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Notons que cette base ne
sort pas de nulle part : pour
choisir une matrice de %, (R),
il suffit de choisir les n co-
efficients diagonaux (d’ou
les E;, ;) et les coefficients au
dessus de la diagonale (d’ou
le1 < i< j<n). Ceciim-
pose alors automatiquement
la valeur des coefficients sous
la diagonale.

3 Ce nest pas vraiment dit
ainsi dans 3.b, mais c’est ainsi
qu’il faudrait le comprendre.
Les détails sont ci-dessous si
besoin.

4 Cest toujours f, sauf qu’on
consideére cette fois que son
espace de départ est seule-
ment ¥, (R) et non A ,(R)
tout entier.
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ot le bloc carré en haut 2 gauche est de taille r> = dim #,(R) x dim #,(R) et le bloc carré
en bas a droite est de dimension p? = dim ¢/,,(R) x dim «/,,(R).

Inversement, si f € L (M ,(R)) posseéde dans la base % une matrice de cette forme, alors

Fn(R) et o,(R) sont stables par f et donc f € 6.

Il s’agit donc de déterminer la dimension du sous-espace vectoriel de . ,2(R) des ma-

trices qui sont de cette forme, et il est facile de se convaincre que cette dimension vaut
20,2

(&myﬁR»?w&mmAR»%ziﬁ%iQ.

Cela a déja été dit précédemment !

La dimension de #,(R) est strictement supérieure 4 2, et donc il existe des endomorphismes

de »(R) qui ne sont pas diagonalisables. Par exemple, tous ceux dont la matrice dans une

base est triangulaire supérieure, non nulle, et avec uniquement des 0 sur la diagonale.

De tels endomorphismes ne peuvent étre diagonalisables puisqu’ils n’ont que 0 comme

valeur propre, sans étre nuls pour autant.

A partir d’un tel endomorphisme u € £(#,(R)), on peut fabriquer I'endomorphisme

@~ !(u,0), qui ne sera pas diagonalisable pour des raisons évidentes®

Pour donner un exemple de tel endomorphisme, considérons celui 2 qui E» > associe Ey 1,

et qui A toute autre matrice de la base de #,(R) évoquée ci-dessus associe 0.

Alors sa matrice dans la base (Eq 1, Ez 2, . . .) de #,(R) est nulle, a Pexception du coefhicient

situé sur la premiére ligne et seconde colonne, qui vaut 1, donc n’est pas diagonalisable.

Et alors, l'endomorphisme f € 6 correspondant est

M = (mj j)1<i j<n > mo2Eq 1.

Diagonalisation d’'une matrice complexe

eZin/S e4in’/3 1
On considére la matrice de #3(C) : M = | e*7/3 1 e2im/3 ]
3
1 Q203 Ain/3
1. Calculer la trace et le rang de M.
2. La matrice M est-elle diagonalisable ?
e4i7r/3 eZi:r/3 1

3. Justifier que M est semblable 2 la matrice M’ = [ e27/3 1 etin/3

1 e4i7r/3 eZiir/?)

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.34

La trace de M est tr(M) = 1 + >7/3 4 ¢4i7/3,
Un moyen simple de conclure est de calculer ces deux derniéres exponentielles :

2r . 2r 1. N3 s 1 A3
:cos?+zs1n—:——+z—ete = —=

o2in/3
3 2 2 2 2

i—

de sorte que tr(M) = 0.

Pour la culture, donnons tout de méme une autre méthode : 1 + €217/3 + ¢47/3 et 1a
somme de termes en progression géométrique, de raison e%7/3. Et donc
2 a3
ko1—(e2713) 1-1

2in/3 | Ain/3 _ 2in/3 _ -
1+e te _kzo(e ) T _eins3 _1_ezin/3_0

Cette méthode a I'avantage de se généraliser sans efforts a toutes les sommes du type
pr-1

Z e21kﬂ/p.

k=0
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5]ust kidding ! Ce n’est pas
totalement évident, et il fau-
drait siirement en écrire un
peu plus pour se convaincre
qu’il n’est pas diagonalisable.
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Pour le rang, notons que e?i7/3 x e47m/3 = 6713 = 1 et donc que toutes les colonnes de M

sont colinéaires!.

Et donc rg(M) = 1.

Puisque rg(M) = 1, 0 est valeur propre de M avec un sous-espace propre de dimension 2.
Si M était diagonalisable, alors elle serait semblable 4 une matrice diagonale D = Diag(0, 0, 1)
avec A # 0.

Mais alors M et D ont méme trace, de sorte que A = 0, contredisant ce qui vient d’étre dit.
Donc M n’est pas diagonalisable.

Soit % = (ey, e2, e3) une base de C? et soit f I'unique endomorphisme de C° dont la matrice
dans la base % est M.
Alors B’ = (e3, e2, e1) est encore une base de C* et on a

fle3) = €' Pes+e? ™ Peyreq, fler) = e ey rer+eti™ e, f(er) = es+et ™ Per+e ™ e

QHinl3 G2in/3 1
de sorte que la matrice de f dans la base (e3, e2, e1) est [ ¢2i7/3 1 i3
1 e4i7r/3 e2i7r/3

Et donc nous avons deux matrices représentant le méme endomorphisme de C* dans deux
bases différentes : ces matrices sont semblables.

Polynémes annulateurs

1 On a les relations

Ly = €2in/3L1, Ly = €4iﬂ/3L1.

Bien que l'existence d’un polyndme annulateur non nul (pour un endomorphisme ou pour une matrice) soit directement
du cours, il est fréquemment demandé de le redémontrer, et mieux vaut donc connaitre la méthode, qui repose sur un

argument de dimension.

A7! est un polynéme en A

Soit n € N* et A € M ,(R).
1. Etablir l'existence d’un polynéme non nul P € R[X] tel que P(4) = 0.

2. On suppose que la matrice A est inversible. Montrer que A™! s’écrit comme un polyndme en A.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.35

La famille (I,,,A, A% . ,A"z) est une famille de n? + 1 éléments de 4 ,(R), qui est de

dimension n2.

Par conséquent, elle est nécessairement liée : il existe des réels ag, ay, . .., a,2, non tous
nuls, tels que

2
aol, + a1A + a2A2 +-+a,A" =0.

n2

Ainsi, si on pose P = Z arX¥, P est un polynome non nul de R[X] tel que P(A) = 0.
k=0
n2
Soit donc P = Z a;X* un polynéme annulateur non nul de A.
k=0
nZ
Notons d le plus entier entier k tel que ax # 0, de sorte que P = X¢ Z ap Xk,
k=d

Et dong, si on pose Q = Z arX*? onaP(X) = X4Q(X) et donc 0 = P(A) = AYQ(A).

k=d
Puisque A est inversible, en multipliant 2 gauche par A9, il vient donc Q(A) = 0.
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Nous avons ainsi prouvé
qu’on peut prendre P de
degré au plus n2.

En réalité, on peut faire
mieux et trouver un tel P de
degré n, mais la preuve en est

bien plus délicate.

d est la multiplicité de 0 en
tant que racine de P. Elle
peut éventuellement étre
nulle si 0 n’est pas racine de
P.
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Mais Q posséde ag # 0 comme coefhicient constant.
2

Donc Q(A) =0 Z arAF4 = —ayl,, et donc

k=d+1
1 &
- Z ap AR = 1,
ad ST
nZ
de sorte que Al=—— Z ar AF=41 est bien un polynéme en A.
aq
k=d+1

O

I est bien connu que les valeurs propres d’'un endomorphisme sont racines de tout polynéme annulateur. Dans le cas d’un

olynéme annulateur de degré minimal, exercice qui suit établit la réciproque.
y g q q

Toute racine d’un polynéme minimal est valeur propre

Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie et f un endomorphisme de E.

1. Etablir lexistence d’un polynéme P non nul tel que P(f) = 0.

2. Soit Q un polyndme tel que Q(f) = 0 et de degré minimal parmi les polyndmes non nuls tels que P(f) = 0.

Montrer que toute racine de Q est valeur propre de f.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.36

Notons n la dimension de E. Alors £(E) est un espace vectoriel de dimension n?. La famille

. . 2 . , .
d’endomorphismes idg, f, ..., f* est de cardinal n® + 1, et donc elle est nécessairement
., . . . . 2
liée :il existe des scalaires ao, . . ., a,2, non tous nuls tels que apidg+ai f+- - -+a,2 f* = 0.
. 2 2 s .
Si on note alors P = ag + a1 X + - -- + a™ X, alors P est non nul et vérifie P(f) = 0. ! Car ses coefficients ne sont

Soit A € R une racine de Q. Alors il existe un polynéme R € R[X], non nul, tel que
0= (X - MR.

En particulier, on a 0 = Q(f) = (f — Aidg) o R(f) ().

Supposons que A ne soit pas valeur propre de f.

Alors f —2idg est inversible, et donc, en composant la relation () a gauche par (f —Aidg) ™!,
il vient R(f) = 0.

Le degré de R(f) est strictement inférieur a celui de Q, contredisant la minimalité du degré
de Q parmi les polyndmes annulateurs non nuls.

Donc A est une valeur propre de f.

Pour tout A € M ,(R), on pose v(A) = A+ 'A.
1. Montrer que v est un endomorphisme de .4 ,(R) et calculer v2.
2. Déterminer les valeurs propres de v, et montrer que v est diagonalisable.

3. Déterminer Im(v) et Ker(v).

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.37
Il est évident que v est un endomorphisme de . ,(R). De plus, pour A € M ,(R), on a

V2 (A) = v(A) + 'v(A) = A+ PA+ H(A+ TA) = 2(A + TA) = 20(A).
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Nous venons de prouver que X> — 2X est un polynéme annulateur de v car v* — 20 = 0.
Donc les valeurs propres potentielles de v sont 0 et 2.

Or,onav(A) =0 © A= —-'A & Aest antisymétrique.

Et de méme, v(A) = 24 & A ="A & A est symétrique.

Or, o, (R) et #,,(R) sont supplémentaires' dans .4 ,(R), donc la somme des sous-espaces
propres de b est égale 4 . ,(R) tout entier : v est diagonalisable.

Nous avons déja prouvé que Ker(v) = Ey(v) = 4, (R).

De plus, il est clair que Im(v) € Fp(R).

Or, par le théoréeme du rang, dim Im(v) = dim /(,(R) - dim Ker(v) = dim #,(R), donc
Im(v) = L (R).

Ce dernier résultat est trivial si lon sait que pour u diagonalisable, on a Im(u) = @ Ej(u).

AeSpec(u)
A#0

O

T Résultat qui n’est pas au
programme mais qu’il est
bon de connaitre pour l'oral.
Vous en avez forcément déje‘l
rencontré la preuve : toute
matrice carrée s’écrit de ma-
niére unique comme somme
d’une matrice symétrique

et somme d’une matrice
antisymétrique.

Les exercices qui suivent sont trés classiques : déterminer, a I'aide d’un polynéme annulateur et d’informations supplé-

mentaires, si un endomorphisme est diagonalisable ou non.

Etude de diagonalisabilité a partir d’un polynéme annulateur.

Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie n > 1, et a et b deux réels distincts. On

suppose que

(f = aidg)® o (f = bidg) = 0 et (f — aidg)? o (f — bidg) # 0.

Ecudier la diagonalisabilité de f.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.38 Les valeurs propres de f sont parmi les racines du
polyndme annulateur (X — a)*>(X — b), et donc Spec(f) € {a, b}.

Si f était diagonalisable, alors tout polynéme P dont toutes les valeurs propres de f sont
racines serait annulateur de f.

En particulier, (X — a)2(X — b), qui posséde a et b pour racines devrait étre annulateur de
f- Or, ce n’est pas le cas, donc f n’est pas diagonalisable. ]

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur R et u un endomorphisme de E.
On suppose que ud = uz, u+ id, u? #0et u? * U.

1. Déterminer les valeurs propres de u.

2. L’endomorphisme u est-il diagonalisable ?

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.39

Puisque v’ = u?, le polyndme P(X) = X° — X? = X*(X - 1) est annulateur de u.
Les valeurs propres de u sont donc parmi les racines de P, qui sont 0 et 1.

» Si 0 n’était pas valeur propre de u, alors u serait bijectif.
Et donc en composant! u? = u? par u™2, on obtiendrait u = id, ce qui n’est pas le cas par
hypothése. Donc 0 est valeur propre de u.

» Si 1 n’était pas valeur propre de u, alors u — id serait bijectif.
Et donc en composant u? o (u — id) par (u — id)~%, il viendrait u? = 0, contredisant 13 aussi
I’énoncé.
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Si D est la matrice de f dans
une base de vecteurs propres,
alors P(D) = 0si et seule-
ment si P posséde toutes les
valeurs propres de f comme
racines.

LA droite ou 2 gauche.

A est valeur propre si et
seulement si u — Aid n’est pas
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Donc 1 est valeur propre de u.

Et donc Spec(u) = {0, 1}.

Si u était diagonalisable, alors (X — 1) = X(X - 1) serait un polynéme annulateur
AeSpec(u)
de u, de sorte que u? = u.

Mais ’énoncé nous informe que u? # u, et donc u n’est pas diagonalisable.

Soit E = R?, et soit f € L(E) tel que f* = £ et dont —1 et 1 sont valeurs propres.
Montrer que f est diagonalisable.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.40 Distinguons deux cas : Kerf = {0} et Kerf # {0}.
» Si Ker(f) # {0}. Alors 0 est une valeur propre de f, qui posséde donc trois valeurs
propres distinctes, alors que E est de dimension 3 : f est diagonalisable.

»Si Ker(f) = {0}. Alors f est inversible, et donc f2 = idg.

Alors tout vecteur x € E sécrit x = x+’;(x) + x_j;(x), avec x+£(x) € Ker(f —idg) = E1(f) et
IO ¢ Rer(f +idg) = E-1(f).

Donc E = E{(f) + E_1(f), et les sous-espaces propres de f étant en somme directe, alors
E = Ei(f) ® E_1(f), et donc f est diagonalisable. m

En d’autres termes : un en-
domorphisme diagonalisable
qui ne posséde que 1 et —1
comme valeurs propres est
un projecteur.

Ce qui suit se transpose tres
bien dans un cas plus général
(et c’est un grand classique de
l'oral) : un endomorphisme
possédant un polyndéme an-
nulateur de degré deux avec
deux racines distinctes est
diagonalisable. Voir I'exercice
suivant A ce sujet.

Diagonalisabilité d’un endomorphisme possédant un polynéme annulateur de degré deux, scindé et 2

racines simples.

Soit E un espace vectoriel sur K (R ou C) de dimension finie n > 2. On considére des endomorphismes f,p et q
de E, ainsi que des scalaires distincts A et y tels que pour tout k € {0, 1,2}, on a f¥ = Akp + pkq.

1. Montrer que (f — Aidg) o (f — pidg) = O (p).

2. En déduire que I'ensemble des valeurs propres de f est inclus dans {A, u} et que f est diagonalisable.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.41
Ona (f - Aidg) o (f — pidg) = f2 — (A + p)f + Apidg. Bt en remplagant f2, f et idg = f*
par les expressions données dans 'énoncé, il vient :

(f = Aidg) o (f = pidp) = (P°p + pq) = (A + p)(Ap + pg) + Au(p + ) = 0.

Nous venons de prouver que (X —A)(X — ) est annulateur de f. Et donc les valeurs propres
de f sont parmi les racines de ce polynéme : Spec(f) c {A, u}.
Supposons que A ne soit pas valeur propre de f. Alors f — Aidg est inversible, et donc

f = uidg = (f = Aidp) ™" o (f = Aidg) o (f - pidg) = 0.

=0

Et donc f = pidg, qui est diagonalisable.
De méme si p n’est pas valeur propre, alors f = Aidg est diagonalisable.
Si A et p sont tous deux valeurs propres de f, on a Ex(f) # {0} et E,(f) # {0}.

De plus, puisque (f — AAidg) o (f — pidg) = 0, alors Im(f — pidg) c Ker(f — Aidg) = Ex(f).

Et de méme, (f — pidg) o (f — Aidg) = 0, donc Im(f — Aidg) € E,(f).
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Enfin, si x € E, alors on a

*e ﬁ((f(x) = Ax) = (f(x) - px) ) € Ex(f) + Ey(f).
€E,(f) €EA(f)

Donc E = E;(f) + E,(f). Puisque deux sous-espaces propres associés a des valeurs propres
distinctes sont toujours en somme directe, on en déduit que E = Ex(f) @ E,(f).
Et donc f est diagonalisable.

O

Le résultat que nous venons de prouver a la question 2 de l’exercice précédent reste valable pour une matrice (ou un
endomorphisme) qui aurait un polynéme annulateur de la forme (X — a)(X — f) avec a # f.

Nous prouvons dans 'exercice qui suit une généralisation beaucoup plus vaste de ce résultat : un endomorphisme (ou
d

une matrice carrée) qui posséde un polynéme annulateur scindé a racines simples (c’est-a-dire de la forme H(X -A)
i=1
avec les ; deux a deux distincts) est diagonalisable.

Une condition nécessaire et suffisante de diagonalisabilité

Soit n € N*. On note I,, la matrice identité d’ordre n. Soit A une matrice carrée d’ordre n a coefhicients complexes.
1. (a) Montrer que si A est diagonalisable, alors A lest également.

(b) En s’intéressant a la matrice d’ordre n > 2 qui a un 1 dans le coin supérieur droit et des 0 partout
ailleurs, montrer que la réciproque est fausse.

2. Montrer que si A est diagonalisable, alors il existe k € N* et a, ..., ax € C deux a deux distincts tels que :
A-aily) - (A-arly) = 0.

3. On veut montrer la réciproque, a savoir : «pour tout endomorphisme f d’un espace vectoriel complexe E de
dimension finie, s’il existe k € N* et a1, ..., a; € C deux a deux distincts tels que :

(f —aiidg) o+ o (f — axidg) = 0,
alors f est diagonalisable.

On proceéde par récurrence sur k > 1.

(a) Pour tout ai, ..., ak, ars1 € C deux a deux distincts, montrer qu’il existe un polyndme P et un nombre
complexe f tels qu’on ait I'égalité suivante entre polyndmes :

I=X-ar)P+ X —a1) -+ (X — ).

(b) On suppose que le résultat voulu est vrai pour I'entier k et que I'on a un endomorphisme f (d’un espace
E de dimension finie) et des nombres a1, . . ., ax, ax+1 € C deux a deux distincts tels que :

(f - (ZlidE) ©--+0 (f - akidE) o (f - (Zk+1idE) =0.
i. Montrer que le sous-espace vectoriel F = Im(f — ax+1idg) est stable par f.
On note alors g I'endomorphisme de F défini par : Yo € F, g(v) = f(v).
ii. Calculer (g — ajidg) o --- o (g — axidF).

iii. Montrer que tout vecteur v € F s’écrit sous la forme :v =0 + -+ + vy avec v; € Ker(f — a;idg)
pour tout j de [1, k].

(c) Conclure.

4. Montrer que si A2 est diagonalisable et A est inversible, alors A est diagonalisable.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.42
Si A est diagonalisable, alors il existe P inversible et D diagonale telles que A = P1DP.
Et donc A2 = (P~'DP)’ = P~'D?P.
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Mais D? est encore une matrice diagonale, et donc A? est semblable A une matrice diagonale,
donc diagonalisable.

Si Aest lamatrice de I'énoncé, il est facile de constater que A? = 0, et donc est diagonalisable!. ! La matrice nulle est diago-
En revanche, A est triangulaire, et ne posséde que 0 comme coeflicient diagonal, de sorte nale !

que Spec(A) = {0}.

Si elle était diagonalisable, elle serait semblable 4 la matrice diagonale ne possédant que des

0 sur sa diagonale, c’est-3-dire 4 la matrice nulle. Et donc serait égale 4 la matrice nulle, ce Une matrice diagonalisable
qui n’est pas le cas. qui ne posséde qu’une valeur

. . . . . . propre A est nécessairement
Soit A une matrice diagonalisable, et soient a1, . . ., ax les différentes valeurs propres de A. égale 3 AL,

Notons également, pour tout i € [1,k]}, r; = dim E, (A).

Alors A est semblable a la matrice D = Diag| ay, ..., a1, ..., ¢k, ..., ak |-
—_——— [ ——
r1 fois i fois
k
Notons alors P = | |(X — «;), de sorte que
i=1
Appliquer un polyndme a
P(D) = Diag| P(at1), ..., P(a1),...,P(ag), ..., P(ax) | = 0. une matrice diagonale, cest
Iappliquer a chacun de ses
r1 fois ry. fois coefficients diagonaux.

Et donc P(A), qui est semblable 2 P(D) = 0 est nulle, de sorte que
(A-aily)- (A= aelp) = 0.
Réalisons la division euclidienne de (X — 1) - (X — o) par X — 41 :
(X —a1) (X —ax) = (X — ag+1)Q + Ravec degR < deg(X — axs1) =1 (*).
Alors R est une constante A. De plus, en évaluant la relation () en ag4q, il vient A =

k
n(akﬂ —ag) # 0.
i=1

Et donc en divisant les deux membres de () par -2, il vient

LX) (X @) = (X - (-5) + 1

1
Et donc en posant f§ = -3 et P = %, on a bien le résultat désiré.

f — ag+1idg est un polynoéme

Soit y € Im(f — ay41idg). Alors il existe x € E tel que y = f(x) — ags1x. en f, donc commute avec f.
On aalors f(y) = fz(x) — a1 f(x) = (f - ak+1idE)(f(x)) cF. Or si deux endomorphismes

. . . . commutent, il est classique
Soit y € F. Alors il existe x € E tel que y = (f — ags1idg)(x). que Pimage de I'un est stable
Et donc, en notant que pour v € F, g(v) = f(v) et idp(v) = idg(v) = v, il vient par l'autre.

(9 — aridp) o+ o0 (g —aridp)(y) = (f — aridg) o - - 0 (9 — axidg) o (f — ak+11dE)(x) = Of.

La relation que nous venons de prouver, couplée a 'hypothése de récurrence prouve que g

est diagonalisable.
k

D’autre part, nous venons de prouver que l_[(X — a;) est annulateur de g, et donc les
i=1

valeurs propres de g sont parmi a, . . ., a.
Puisque g est diagonalisable, F est somme directe des sous-espaces propres de g et on a
k

donc F = @ Ker(g— a;idr), ol certains de ces noyaux sont éventuellement réduits 2 {0g}
i=1

si a; n’est pas valeur propre de g.

Et par conséquent v = vy + ... v, avec v; € Ker(g — ajidF).

Mais il est évident que Ker(g — a;idr) C Ker(f — a;idg).

Et donc on a bien v = vy + - - - + vy, avec v; € Ker(f — a;jidg).
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En utilisant la relation de la question 3.2, on a

idg = (f — ag1idg) o P(f) + B(f — enidp) o - - o (f — axidE).

Et donc pour x € E, on a

x =1idp(x) = (f = ax1idp)(P()(x)) +B(f — enidp) o -+ o (f — axidp)().

eF

Mais

(f = aks1idp) (B(f — anidg) o -+ o (f — axidp)(x)) = B(f — aks1idE) o (f —aqidp) o - o (f —axi”

= p(f —aridg) o -+~ o (f — axidp) o (f — apsid

Et donc B(f — ajidg) o -+ o (f — axidg)(x) € Ker(f — ag;1idE).
Puisque (f — ax+1idg)(P(f)(x)) € F, il s'écrit sous la forme vy + - - - + vy, avec v; € Ker(f —
OtiidE).

k+1

Et donc x € Z Ker(f - a;idg).
i=1

k+1
Ainsi, E = Z Ker(f — a;id), et puisqu’on sait que des sous-espaces propres de f sont en
i=1
somme directe, il vient
k+1

E= @Eai(ﬁ.

Ainsi, E est somme direct des sous-espaces propres de f : f est diagonalisable.
Remarque : tout ce que nous venons de faire peut étre transposé au cas d’un espace vectoriel réel.

Puisque A? est diagonalisable, il existe des complexes aj, . . ., ax deux a deux distincts tels
que (A% — aql,) -+ (A? — oy I,,) = 0.

De plus, nous avons dit 4 la question 2 que les a; peuvent étre choisis de telle sorte que ce
soient exactement les valeurs propres de A2

Mais A étant inversible, il en est de méme de A2, et donc 0 ¢ Spec(A?), de sorte que les ;
sont tous non nuls.

Mais pour tout i € [1,k], le polynéme X2 — a; admet deux racines distinctes?

Et donc X? — a; = (X = A;)(X — ;) avec A; # p;.

Drautre part, pour i # j, A; # Aj et A; # p; puisque /112 =a; et /1]2. = ,ujz. = aj.

k
Donc le polynéme H(X — Ai)(X — p;) est annulateur de A, et A racines simples.
i=1
D’aprés la question 3, la matrice A est donc diagonalisable.
Remarque : ce résultat w'est plus valable pour des matrices réelles, comme le montre par exemple

1
diagonalisable sur M»(R) car elle ne posséde pas de valeur propre réelle.

le cas de la matrice (_0 (1)) € M>(R). En effet, A*> = —L est diagonalisable, mais A west pas

Trigonalisation

Les f — a;idg sont des po-
lyn6mes en f, et donc com-
mutent deux a deux.

Si certains des a; ne sont pas
valeurs propres de f, alors
Ker(f - O{iidE) = {Og}, et
donc peut étre enlevé de la
somme.

2 Car son polyndme dérivé
est 2X qui n’admet que 0
comme racine. Or 0 n’est pas
racine de X? - q;, et donc ce
polyndme ne peut admettre
de racine double.

Le complexe a; possede deux
racines carrées distinctes.

Diagonaliser un endomorphisme (ou une matrice), c’est trouver une base dans laquelle la matrice de cet endomorphisme

est «simple», 4 savoir diagonale.

Malheureusement, cela n’est pas toujours possible, et lorsqu’on ne peut trouver une telle base, on peut tout de méme se

poser la question de savoir sil existe une base dans laquelle la matrice est triangulaire.

Etude d’une matrice 3 paramétre
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1 x O
Soit x € R et soit la matrice M, =[{0 0 1]
01 0

1. Pour quelles valeurs de x la matrice M, est-elle diagonalisable ?

2. Montrer que lorsqu’elle n’est pas diagonalisable, M, est semblable 4 la matrice B =

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.43

Commencgons par chercher les valeurs propres de My. 1 € R est une valeur propre de M,
si et seulement si rg(My, — A3) < 3. Or,

1-2 x O 1-2 x 0 1-1 «x 0
My-A;=| O -2 1] 0 1 -2 — 0 1 -1 1.
0 1 —ABoB\ o0 -y q )ik g o -2

Cette matrice n’est pas inversible si et seulementsi 1 —1=0ousi1 - 1% =0.
Donc les valeurs propres de M, sont 1 et —1.

2 x 0
De plus, onarg(My +I3) =rg|[0 1 1|]|=2, donc dimE_(My) = 1.
0 0 O
0 x O
De méme, on arg(My —I;) =rg(|0 1 —1]]. Ce rang vaut 1six = 0 et 2 sinon.
0 0 O

2 six=0
1 sinon

On en déduit que dim E;(My) + dim E_1(My) = 3 si et seulement si x = 0.
Autrement dit, My est diagonalisable si et seulement si x = 0.

Donc dim E{ (M) =

Soit f 'endomorphisme de R® dont la matrice dans la base canonique est M,.
Nous cherchons alors A prouver qu’il existe une base % = (e, e2, e3) de R® dans la quelle la
matrice de f est B.

1 0 0 fler) = —er
OnaMatg(f)=B=| 0 1 1 si et seulement si{ f(e)) = e>
0 0 1 fles)=ex+e3

[ faut donc que e; soit dans E_1(f) (et un tel vecteur non existe d’apreés la premiére question),
et que ey soit un vecteur propre de f pour la valeur propre 1. Par exemple, nous pouvons
prendre e> = (1,0,0).

Il reste donc 4 trouver e3 = (a, b, ) tel que f(e3) = e3 + 2. Soit encore

a a 1 a+bx=a+l
M,|bl=|b|+|0)3b=c ob=c=-.
c c 0 c=b x

e, : . 11
Il y a donc une infinité de solutions au systéme : tous les vecteurs de la forme (a, —
x x

En particulier, il existe au moins une base dans laquelle la matrice de f est B : My et B sont
semblables.

O

S - O
e =)

Sans calcul, en regardant la
premiére colonne de My,
il est déja évident que 1 est
valeur propre.

Mais cela ne nous aide pas
A trouver les autres valeurs
propres (si elles existent).

Si x = 0, toutes les colonnes
de M, sont proportionnelles.

Nul besoin de calculs pour
trouver un vecteur propre de
f pour la valeur propre 1 :
(1, 0, 0) se voit sur la matrice
M.

Et puisque le sous-espace
propre Ej(My) est de di-
mension 1, tout autre vec-
teur propre sera colinéaire 4
(1,0, 0).

Toute matrice de 4 ,(C) est semblable 4 une matrice triangulaire. Ce résultat est délicat 2 établir dans le cas général, mais

pour les matrices 2 X 2, on peut utiliser le déterminant pour le prouver.
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Une équation matricielle

Léquation A% = A — I, d'inconnue A € /(»(C) admet-elle des solutions non diagonalisables ?

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.44 Commengons par rappeler qu’une matrice de .#»(C)
posséde toujours au moins une valeur propre complexe.

Ce résultat est méme vrai pour toute matrice de ./ ,(C), avec n quelconque, mais il est
facile de le retrouver dans le cas d'une matrice 2 x 2, car un complexe A est valeur propre
de Asi et seulement si A — A, n’est pas inversible.

Soit encore si et seulement si det(A — AL) = 0 & A% — tr(A)A + det(A) = 0.

Or, un polynéme 2 coefhicients complexes posséde toujours au moins une solution dans C,
et donc A posséde au moins une valeur propre complexe.

Si A € M»(C) n’est pas diagonalisable, elle ne peut posséder deux valeurs propres distinctes,
et donc posséde une unique valeur propre A, avec dimE;(A) = 1.

Soit fu Pendomorphisme de 5 1(C) canoniquement associé 3 A. Alors f4 possede A
comme unique valeur propre.

Soit e € M»,1(C) un vecteur propre de fa, et soit ex € M5 1(C) tel que (eq, e2) forme une
base de .5,1(C).

Alors la matrice de f4 dans la base (eq, e) est de la forme

(o 3)

Puisqu’elle est triangulaire, ses valeurs propres sont A et y, et puisque f4 ne posséde que A
comme valeur propre, nécessairement A = .

Ainsi, A est semblable 3 T = (/1 N otiaz0 puisque A n’est pas diagonalisable.

0 A)
Il existe donc P € GL»(C) telle que A = P~'TP.
On a alors A2 = P71T2p, et donc

A=A-LoP!TP-P'TP+L =0 P! (TZ—T+12)P=O@T2—T+12=O.

A2 21

) a , Ny
Maison a T? = ( et ), de sorte qu’on cherche 2 résoudre

AP-A+1 2la-a)\_(0 0
0 2-1+1) " \0o o)

1
On doit alors avoir a(2A—1) = 0, et a étant non nul, ceci est équivalenta2A-1=0 o 1 = 5

0 A
T? =T + I, = 0, et donc pas de solution non diagonalisable de A% = A — L.

1
Or, pour A = > A% =1+ 1 # 0. Bt donc il n’existe pas de matrice T = (/1 a) telle que

En revanche, il existe bien des solutions diagonalisables, car si A, u sont deux racines! de

X2-X+1=0,alors A= ()6

2) vérifie bien A2 = A - D,. ]

Endomorphismes de noyau et d’image prescrits
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Un tel e; existe nécessaire-
ment d’aprés le théoréme de
la base incompléte.

On dit alors qu’on a trigona-
lis¢ A : elle est semblable a
une matrice triangulaire.

En réalité, toute matrice de
M 1 (C) est semblable 3 une
matrice triangulaire, mais il
serait fastidieux de le prouver
avec les outils du programme
d’ECS.

1 Eventuellement égales.
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On considere les deux sous-espaces vectoriels F et G de R définis par :
F = Vect((1,1,1)), G = {(x,y,2) e R’ : x + y — 2z = 0}

Trouver un endomorphisme de R? dont le noyau est F et I'image G.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.45 Une premiére idée serait de prendre la projection
sur G parallelement & F. Malheureusement, (1,1, 1) € F N G, de sorte que F et G ne sont
pas supplémentaires dans R?, donc cette projection n’est pas définie.

Une base de G est (1,1, 1), (1,0, =2).

Complétons la famille libre (1, 1,1), (1,0, —2) en une base de R?, par exemple en posant
e1 = (1,1,1),e2 = (1,0, -2) et e3 = (0, 1, 0).

Soit alors f I'endomorphisme de R® dont la matrice dans la base 2 = (ey, e2, e3) est

0 0 1
Matg (f) = ( 0 1 0 )
0 0 0

Alors il est évident que Im(f) = Vect(f(e1), f(e2), f(e3)) = Vect(ey, e2) = G.

De plus, x = A1e1 +Azex + A3 € R3 est dans Ker f si et seulement si 1> = A3 = 0, c’est-a-dire
si et seulement si x € Vect(ey) = F.

Donc Ker f = F.

L’endomorphisme que nous avons choisi n’est pas diagonalisable.

Supposons qu’il soit possible de choisir un tel f diagonalisable. Alors nécessairement
Eo(f) = Ker(f) = F.

De plus, il existerait alors une base (u1,u2,u3) de R formée de vecteurs propres de f.
Quitte 2 renuméroter les vecteurs, on peut supposer que u; € Eo(f).

Comme dim Eo(f) = 1, on a alors F = Ey(f) = Vect(uy).

Drautre part, Eo(f) étant de dimension 1, les deux autres vecteurs uy et u3 sont nécessaire-
ment associés a des valeurs propres non nulles 1, et 3.

1
Mais alors f(uz) = Ayup © up = )L_f(uZ) €Imf.
2

Et de méme u3 € Im(f).

Ainsi, (u, u3) est une famille libre! de Im(f), qui est de dimension 2 : c’est une base de
Im(f).

Donc G = Im(f) = Vect(uz, u3). Or, (u1, u>, u3) étant une base de R?, la concaténation de
bases de F et de G est une base de R3, de sorte que R3=FoG,ce qui n’est pas le cas.
Donc il n’existe pas d’endomorphisme diagonalisable tel que Ker(f) = F et Im(f) = G.

Remarque : nous venons en fait de prouver sur un cas particulier un résultat qui reste valable dans
un cadre bien plus général : si f est diagonalisable, alors E = Im(f) & Ker(f). o

A classer

Le fait qu’il s’agisse bien
d’une base de R? est laissé en
détails au lecteur.

L’image d’une base est tou-
jours une famille génératrice

de Im(f).

1 Car sous-famille d’une base
de R3.

Preuve d’une formule sur les coefficients binomiaux via I’étude d’un endomorphisme de R,[X]

Soit n un entier naturel non nul et E = R,[X]. Soit ¢ 'application définie sur E par :

VP € E, [p(P)](X) = P(X + 1) — P(X).

1. (a) Vérifier que ¢ € £L(E) et expliciter sa matrice A dans la base canonique ¥ = (1,X,X?,...,X") de E.

On précisera 'élément A; ; situé a la i*™ ligne et j*™ colonne.

(b) Déterminer le noyau et 'image de ¢.
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(c) Déterminer un polynéme annulateur de ¢.
(d) Etudier la diagonalisabilité de ¢.
2. (a) Soit P € E. Montrer que :

¢"(P)X) = (-1)" Z [( 1>’<( )P(X + k)] :
k=0

ot ¢" désigne la composée n fois : pogo--- 0.

(b) En déduire, pour j € {0,1,...,n— 1} la valeur de :

s Sl

3. Retrouver le résultat de la question précédente pour j € {0, 1,2} en considérant la fonction f, définie sur R

par fu(x) = (1 - x)".

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.46

Il est évident que ¢ est linéaire.
De plus, si P € R,[X], alors deg(P(X + 1)) = deg(P) et donc deg(¢p(P)) <
Et donc ¢ est 4 valeurs dans E : c’est un endomorphisme de E.

deg(P) < n

On a alors, pour tout j € [0, n],

J

. 1
p(X)=(X+1Y =X/ = Z (i)x" -X/ = kz (i)Xf.

k=0

Et donc la matrice A est donnée par

Pour donner une formule pour a; , il faut prendre garde aux décalages d’indices : le jeme

élément de la base B est X/~! et non XV.

Et donc pour (i,j) € [1,n + 1], a; ; est la composante suivant X'~! de ¢ (X/~!), c’est donc
_(/-1

aj={:_J

Les calculs effectués précédemment prouvent que pour k € [1, n]l, p(X*) est de degré k-1,
etp(1)=0

Ceci prouve donc déja que 1 € Ker(g), et donc Ro[X] =
constants est inclus dans Ker(¢p).

Vect(1), Pensemble des polyndmes

d
D’autre part, si P = Z ar X* est un élément de E de degré égal ad > 1, on a alors
k=0

d
p(P) = " app(x*).

k=0

Mais a p(X?) est degré égal' 2 d — 1, et pour tout k € [0,d — 1], arp(X¥) est de degré
inférieur ou égal a d - 2.

Et donc ¢(P) est de degré égal 3 d — 1. Et en particulier, ¢(P) # 0.

Ceci prouve donc que Ker(p) c Ro[X], et I'inclusion réciproque ayant déja été prouvée,

on a Ker(p) = Ro[X].

dimE-dimKer(p) = n+1-1=n.
deg(P)-1,Im(p) C R,_4[X],

Par le théoréme du rang, on en déduit que dim Im(p) =
Drautre part, puisque nous venons de prouver que deg(¢(P)) <
qui est de dimension n.

Et donc on a Im(p) = R,,_1[X].

Puisque ¢ diminue le degré d’une unité, si P € Ker(¢), on a deg(¢p(P)) < deg(P) — 1.
Puis deg(p(P)) < deg(p(P)) — 1 < deg(P) — 2, et de proche en proche, deg(¢p*(P)) <
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4 Attention 2 ne pas affirmer

que le degré de ¢(P) est égal
i celui de P, le degré d’une
somme n’est pas forcément
égal au degré maximal des
termes de la somme.

Par exemple,

X2 = (X3) - (X? - X?) nest
pas de degré 3.

T ese important de remar-
quer que ag # 0 puisque P
est de degré égal 3 d.
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deg(P) - k.

Et en particulier, deg(¢"*(P)) < deg(P) - (n+ 1) <n—(n+1) < -1.

Cela signifie donc que pour tout P € E, ¢"*!(P) = 0 et donc ¢"*! = 0 : X"*! est un
polynéme annulateur de ¢.

Puisque A est triangulaire, ses valeurs propres sont ses coeficients diagonaux. Et donc ¢
ne posséde que 0 comme valeur propre.
On a alors dim Ey(¢) = dimKer(p) = 1 < dimE, et donc ¢ n’est pas diagonalisable.

Prouvons par récurrence sur i € N* que pour tout P € E,

P00 =1 Y[R Jeec e
k=0

Pour i = 1, le membre de droite est
(D' [D°PEO) + (=)' PX + 1)] = P(X + 1) = P(X) = o(P).

Donc la récurrence est initialisée.

Supposons que ¢'(P)(X) = (-1) 2 [(—1)k (;)P(X +1)|. Alors
k=0

PP = 0 (o' (P) () = (<1)' Y [(—1)’“(,2)<»<P<x +)
k=0

= (-1) Z [(—1)k(;) (PX +k + 1) = P(X + k)
k=0

= (1) 2(-1% (;)P(X sk+1)— 2(—1)’<(£)P(x + k)
k=0 k=0
i+1

= (=D | Y (=1 (k i 1)p(x +k) - 2(—1% (;)P(X +k)
k=1 k=0

= (~1y! (—1)°(é)P(X) Ny ((k ! 1) ¥ (;C)) POXC+K)+ (—1)P(X + 1 + 1)}
L k=1

= (=1)i*! _(—1)0(" * 1)P(X) + ;(—1% (i * 1)P(X +k)+ (-1 (i I 1)P(X +i+ )| G+ =%

0 k
[i+1 .

= (-1)i*! Z(—1)k(l;1)p(x+k) :
Lk=0

Et donc par le principe de récurrence, notre formule est vraie pour tout i > 1.
Et donc en particulier elle I'est pour i = n :

n

n _ _1\k n
") = ) [( 0 (k)P<X+k>

k=0

Puisque ¢" abaisse le degré de n unités, pour j € {0,1,...,n -1}, " (X/) = 0.
Et donc par la formule de la question précédente,

Z(—nk(Z)(x +ky =0.
k=0
En particulier, pour X = 0,
. L Jj—
S; ;)( 1) (k)k 0.
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n

Onafy(1)=1= Z (Z)(—D"k = (=1)"Sy, et donc Sy = 0.

k=0
n

Comme de plus on a f,(x) = Z (Z)(—l)kxk, alors
k=0

n

n-1 _ prey _ n_kxk—l
a1 - ) —fn(x)—Z(k)( Dk,

k=1

Et 12 encore, en évaluant cette relation en x = 1, il vient

n

> (Z)(—l)kk —0o 5 =0.

k=0
Enfin, on a

n(n—1)(1-x)"2=f'(x) = S kk—l(n) —1)kxk=2,
(n=1)(1~x) <)kZ:2( ()

Une conséquence classique de la bilinéarité du produit scalaire est I'identité [|x + y||* = ||x[|* + |lyll> + 2(x, y), qui permet de
calculer la norme d’une somme si on connait les normes des deux vecteurs x et y ainsi que leur produit scalaire.
Notons que cette identité permet de démontrer immédiatement le théoréme de Pythagore.

Mais dés qu’on connait trois des quatre termes de cette égalité, on peut en déduire la valeur du quatriéme. Et en particulier
si I'on connait les normes de x + y, de x et de y alors on obtient la valeur du produit scalaire (x,y) :

1
(. y) = 5 (ke + ol = Il = l1yl?) -

Cette identité est appelée identité de polarisation, et bien qu’elle ne figure pas explicitement au programme, il est bon de
savoir qu’elle existe et d’étre capable de la retrouver.

(e +yI? = llx = lP).

NN

Il existe aussi une seconde identité de polarisation, qui se démontre sur le méme principe, et qui est (x, y) =

Une conditions suffisante pour qu’une famille de vecteurs unitaires soit une base.

Soit E un espace euclidien de dimension n, et soit (ey, . . ., e,) une famille de n vecteurs unitaires.
On suppose que
. 2 ..
Vi, ) e[1,n]5i#j=llei—ell = 1.

Montrer que (e, ..., ep) est une base de E.

Méthode

Nous connaissons les normes
1 1 1 de e;, ej et de e; — ¢j,sion
erney) = ~(er~¢) = =3 (les = ¢l* = lleal® = | = 1) = 5 (leall® + llejIP = llet = ¢I*) = 5. souhaite obenir la valeur de
(e €;), il faut donc penser 2
Iidentité de polarisation.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.47 D’aprés I'identité de polarisation, pour i # j, on a

n

Soient Ay, . .., A, des réels tels que Z Aie; = Og.
i=1

Alors en prenant le produit scalaire avec e}, il vient

n
Vj e [1nl, Ai(ej, ;) + Z Aieiej) = (O, ej) = 0
oy
soit encore

n

Vj € [1,n], /1j+%i/1i =0e20=-> A @Ajz—zn:)ti.
i=1 i=1

i=1
i#j J#i
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En particulier, ona Ay = Ay = --- = A,, et donc

Vje[1,n],A; = —n4;

ce qui implique nécessairement Ay = --- = A, = 0.
Nous venons de prouver que la famille (ey, ..., e,) est libre, et donc étant de cardinal
n = dim E, c’est une base de E. ]

Endomorphismes orthogonaux et commutant de 0, (R).

Soit n un entier supérieur ou égal a2.
On pose E = R"” muni de son produit scalaire canonique, noté (-, -). On note || - || la norme euclidienne associée.
Un endomorphisme g de E est dit orthogonal si pour tout (x,y) € E>, ona :

(9(x), 9(y)) = (x,y).

1. Soit g un endomorphisme de E. Montrer que les trois assertions suivantes sont équivalentes :
i) g et orthogonal
i) Pour tout x € E, [lg()ll = [x]l
iii) L'image par g d’'une base orthonormée de E est une base orthonormée de E.
On note G,(R) I'ensemble des endomorphismes orthogonaux de E.

2. Soit F un sous-espace vectoriel de E. Montrer que F est stable par tous les éléments de 0, (R) si et seulement
si F = {0g} ou F = E (on pourra montrer que si F # {Og} et F # E, il existe un élément de G,,(R), que 'on
exhibera, qui ne laisse pas F stable).

3. Soit f un endomorphisme de E. On suppose, pour toute la suite de I'exercice, que f commute avec tous les
éléments de 0, (R). Montrer que

(a) Ker f est stable par tous les éléments de G,(R).
(b) Pour tout réel A, Ker(f — Aidg) est stable par tous les éléments de G,(R).
(c) En déduire que pour tout réel A, Ker(f — Aidg) = {0} ou Ker(f — Aidg) = E.

4. On suppose que n est impair, et on admet qu’alors tout endomorphisme de R” admet au moins une valeur
propre réelle.
Montrer qu’il existe A9 € R tel que f = Aoid.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.48

Commencgons par prouver que i) < ii).
i) = ii) Supposons que g soit orthogonal, et soit x € E. Alors

llgeo)IP = (g(x), g(x)) = (x, x) = [Ix]>.

Et donc [lg(x)].

ii) = i). Inversement, supposons que pour tout x € E, |lg(x)|| = [Ix||.
Soient alors x, y € E. Nous savons que

(It + 11 = [1xll* = N1yl

N =

(x,y) =
et de méme

(llgCxc + I = g = llg@)I) -

| =

(Ilg@) + g@)I* = gt = llgw)I?) =

N —

(9(x),9(y)) =

Et donc si g préserve la norme, il vient

(Il + I = Il = lyll*) = ¢x. y).

| =

(9(x),9(y)) =
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Et donc g est orthogonal.

i) = iii). Supposons g orthogonal, et soit (e1, ..., e,) une base orthonormée de E. Alors,

pour tout (i, ) € [1,n]% ona

sii=j
sinon

<¢my@»:@&»:ﬁ

Et donc (g(e1), . . ., g(en)) est orthonormée. En particulier elle est libre, et étant de cardinal
n = dim E, c’est une base orthonormée de E.

iii) = ii). Supposons a présent que 'image d’une base orthonormée (ey, . .
base orthonormée de E.

., €p) SOit une

n n
Soit alors x € E. De maniére unique, x = Z Ase;. Et alors!, ||x||?> = Z 22

i=1 i=1
n

De plus, par linéarité de g, g(x) = Z Aig(e;). Et puisque (g(eq), . . ., g(en)) est orthonormée,
i=1

lgGoIP = > A7 = IIxlP.
i=1

alors on a

Et donc nous avons bien prouvé que i) & ii) & iii).

Soit F un sous-espace vectoriel de E, de dimension p,1 < p < n.

Soit (ey, .. ., e,) une base orthonormée de F, et soit (ep+1, . . . , ;) une base orthonormée
de F*, de sorte que (e, ..., e,) soit une base orthonormée de E.

Soit alors g 'unique endomorphisme de E défini par

Vie [1,n—1], gle;) = eir1 et glen) = ey.

Alors I'image de la base orthonormée (ey, . . ., e,) est la base orthonormée (e, . .
et donc g est orthogonal d’aprés le iii) de la premiére question.

Etonag(ey) = eps1 & F, de sorte que F n’est pas stable par g.

Ainsi, F n’est pas stable par tous les éléments de G,(R).

. 7en7e1)a

ATinverse, il est évident que {Og} et E tout entier sont stables par tous les endomorphismes
de E, et en particulier par tous les endomorphismes orthogonaux.

Cest un grand classique :si g et g commutent, alors Ker(f) est stable par g.
En effet, si x € Ker(f), alors

f(g(x)) = g(f(x)) = g(0p) = O
et donc g(x) € Ker f.

Il suffit de noter que si f et g commutent, alors f — Aidg et g commutent car
(f =Aidg)og=fog-Ag=gof—Ag=go(f-Aidp).

Et il suffit alors d’appliquer la question précédente : pour tout g € 0, (R), ker(f — Aidg) est
stable par g.

I suffit de combiner les questions 3.b et 2 : Ker(f — Aidg) est un sous-espace vectoriel de
E, stable par tous les éléments de 0, (R) : il est donc soit égal 3 E tout entier, soit réduit a
{0g}.

Le résultat admis dans ’énoncé nous dit que f admet une valeur propre réelle .

Et donc Ker(f — Aoidg) n’est pas réduit 3 {Og}. D’apreés la question 3.c, on a donc Ker(f —
AoidE) =E.

Et dOIlC2 f - AoidE =0& f = AoidE.

Commentaires : disons quelques mots a propos du résultat admis. Il est fortement relié au fait
que tout polynéme P a coefficients réels de degré impair posséde au moins une racine. Ceci est une
conséquence du théoreme des valeurs intermédiaires : la limite en +oo est égale a oo (le signe
dépendant du signe du coefficient dominant), et par imparité du degré xl_i)moo P(x) = - xl_i>Too P(x).
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Toute famille orthonormée
de cardinal dim E est une
base de E (qui est bien en-
tendu orthonormée).

T Coest ici qu'il est indis-
pensable que la base soit
orthonormée.

Un sev qui n’est ni réduit &
{Og} ni égal A E tout entier
n’est ni de dimension 0 ni de
dimension n.

Pour définir une application
linéaire, il suffit de définir
limage d’une base.

En effet, cela revient 2 don-
ner sa matrice, ce qui carac-
térise de maniére unique
Iapplication linéaire.

2Le seul endomorphisme de
noyau égal 3 E est 'endomor-
phisme nul.
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Or, si M € JM,R), il existe un polynéme P de degré n tel que les valeurs propres de M soient
exactement les racines de P. Ce résultat ne figure pas au programme d’ECS, mais nous le connaissons

. , b\ . .
pour les matrices 2 X 2 : un réel A est valeur propre de M = ) si et seulement si

d

det(M - L) = 0 © 2% = (a+ d)A + (ad — bc) = 0.

Stricte convexité de la sphére unité

Soit (E, (-, -)) un espace euclidien et soit S = {x € E : ||x|| = 1}.
On note & la propriété suivant : V(x,y) € S%avecx £y, Yt €]0,1[, tx + (1 = t)y ¢ S.

1. Mlustrer graphiquement la propriété & lorsque E = R* muni du produit scalaire canonique.

2. Etablir la propriété % dans le cas général (on utilisera pour cela la fonction polynomiale P définie pour tout
t € R par P(t) = [|tx + (1 = t)y|]*).

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.49

Lorsque E = R? muni du produit scalaire canonique, on a
S_{( R2. =1} = R2.2 2_1
={y eR I, yll =1} ={(x,y) e R": x" +y~ =1}

qui est donc le cercle de centre (0,0) et de rayon 1.

Soient donc x et y deux points de ce cercle. Les Ax + (1 — A)y, pour A € [0, 1] sont alors les
points du segment qui joint x et y.

Et pour 4 ¢ {0, 1}, ce sont les points du segment différents de x et de y.

La propriété 2 dit alors que les points de ce segment ne sont plus sur le cercle, mais bien a
l'intérieur du cercle.

Soit x,y deux éléments distincts de S, et notons, comme indiqué dans I’énoncé

P(t) = lltx + (1 = ylP* = (tx + (1 =y, tx + (1 = t)y) = £* |Ix]® +2t(1 = )(x, y) + (1 = 1) |yl?
—_——

- =1
=22 - (x,y) +2t((xy) - 1) + 1.

Draprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, [(x,y)| < |x|lllyll < 1. Et donc le coefhicient de Un polynéme P de degré 2
degré 2 de P est non nul, de sorte que P est un polynéme de degré 2. ne peut prendre qu’au plus

. _ _ deux fois une valeur a € R.
Mais P(0) = P(1) = 1, et donc pour t ¢ {0, 1}, P(t) # 1. E

5 n effet, P — a est un poly-
Et donc pour ¢ oL tx+ (1 -yl # 1o tx+(1 -ty ¢S. nome de degré 2 qui possede
donc au plus deux racines
d distinctes.

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR M. VIENNEY


http://www.ecs2-fauriel.fr

1.7. ESPACES EUCLIDIENS 67

Sur les matrices de passage entre deux bases orthonormées

Soit A = (a;j)1<i, j<n la matrice de passage d’une base orthonormée de R™ 4 une autre base orthonormée de R™.

1. Justifier I'inversibilité de A et exprimer A™! en fonction de A.

n n
2. Montrer que Z Z aij| < n.

i=1 j=1

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.50

C’est du cours : la matrice de passage entre deux bases orthonormées est une matrice

orthogonale, donc est inversible! et son inverse A™! est égale 4 sa transposée ‘A. ! Comme toute matrice de
Notons (-, -) le produit scalaire canonique de 4, 1(R) défini par (X,Y) = 'XY. passage.
1
Notons alors X =| @ | € M 1(R).
1
27:1 ai,j
On a alors AX = : , et donc
Z?:l an, j
Zias\ . .
@ax.xy=(1 ... | = |= ai).
S i=1 j=1

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a alors
[(AX, X)I < [|AX]| - [IX]].
Mais || X|| = +/(X,X) = v/n, et

IAX]| = V(AX, AX) = VF(AX)AX = VIXTAAX = VIXX = vn.

Et donc il vient bien
n n
3T a| = AX, X)| < VavR < .
i=1 j=1

Remarque : on serait tentés de raisonner de la méme maniére, mais en utilisant le produit scalaire
canonique de M,(R) : (A, B) = tr("AB), et de considérer le produit scalaire de A avec la matrice
J ne comportant que des 1.

n n
Mais linégalité de Cauchy-Schwarz nous donne alors Z Z < n’'2, ce qui ne suffit pas.
i=1 j=1

Matrice de Gram

Soient A1, Ay, . .., A, n? matrice symétriques de M, (R).
Montrer que la famille (A;); ;<> est une base de 4 ,(R) si et seulement si la matrice G € 4 ,2(R) dont le terme
d’indice (i, j) est tr(A;A;) est inversible.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.51 Rappelons que sur . ,(R) il existe un produit scalaire
défini par (M, N) = tr("MN).
Puisque les A; sont symétriques, on a alors, pour tout (i, j) € [[1, n?]?, tr(A;A)) = tr (PAA)) =
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(Ai, Aj).

Supposons que (A;)i<;<p2 est une base de /4 ,(R), et montrons que G est inversible. Notons
Ci,...,Cp les colonnes de G, de sorte que pour tout j € [1,n*],

tr(A14;)) (A1, A))
Gj= : = :
tr(AnzAj) <An2, AJ>

nZ
Soient Ay, ..., A, des réels tels que Z A;C; = 0.

Jj=1
Alors, par identification des coeflicients, il vient

2 2

Vi e |[1,7’l]], le<Ai7Aj> =0e <Ai,ZAjAj> =0.

Jj=1 J=1

nZ
Et donc ZAjAj € Vect(Ay, ..., Ap)" = M, (R)* = {0}.
j=1
n2

Par conséquent, Z AjA; = 0. Puisque (A;);<;<,2 est une base de A, (R), C’est en particulier

=
une famille libre, et donc Ay = --- = 4,2 = 0.
On en déduit que la famille Cy,...,C,2 est une famille libre de /2 {(R), et étant de

cardinal n* = dim /2 ;(R), c’en est une base.
Et donc rg(G) = dim Vect(Cy, ..., C,2) = n?, de sorte que G est une matrice inversible de

M 2(R).
Inversement, supposons que G est inversible. Montrons alors que (A;);<;<p2 est une famille
libre de 4 ,,(R).

nZ
Soient Ay, ..., A2 une famille de réels tels que Z LA =0.

i=1
Alors pour tout j € [[1, n?], <Z /IiAi,Aj> =0.

i=1

Et donc avec les notations précédentes,

nZ
<Z AiAi7Al>
2 i—1
HZ/L'CI' = l = O
i=1 n2
<Z /1,~Ai,A,12>
i=1

Puisque G est inversible, la famille de ses vecteurs colonnes est de rang n?, et donc est une
base de .2 1(R), et en particulier est libre.
Etdonc Ay =--- = 1,2 =0, de sorte que (A;); ;<p est libre, et donc est une base de 4, (R).

Quelques commentaires : le fait que les matrices A; soient symétriques était en fait peu important

ici. On serait notamment tentés de faire référence au théoréme spectral et d'utiliser le fait qu’elles

soient diagonalisables, ce qui est totalement inutile ici.

Le méme raisonnement montrerait que dans un espace euclidien E de dimension n, unfamillc de celui de Gram-Schmidt :

n vecteurs ey, . . ., ey est une base si et seulement si la matrice de terme général (e;, e;) (appelée Jorgen Pedersen Gram,

matrice de Gram! de la famille ey, . . ., ey)) est inversible. i mathématicien danois du
XIXeme siecle.

I Crest le méme Gram que

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR M. VIENNEY


http://www.ecs2-fauriel.fr

1.7. ESPACES EUCLIDIENS 69

Endomorphismes préservant 'orthogonalité

Soit E un espace euclidien. On note (-, -) le produit scalaire, et || || la norme associée.
Soit f un endomorphisme de E qui vérifie la propriété suivante :

Y(x.y) € B2, (x,y) = 0 = (f(x), f(y)) = 0.

Montrer qu’il existe k € R tel que pour tout x € E, ||f(x)|| = kllx]|.

_IE@l g

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.52 Pour tout x € E non nul, notons k, T
X

s"agit alors de prouver que ky est une constante qui ne dépend pas de x.
Soient donc x et y deux vecteurs non nuls de E. Alors par bilinéarité du produit scalaire,

(x+y,x—y) = (6, x) + (x,y) = (6 y) — (Y. y) = x> = Nyl

En particulier, si x et y sont de méme norme, alors x — y et x + y sont orthogonaux.

. X .
Soient donc u = Tl etv= L qui sont deux vecteurs de norme 1.
x

llyll’
Alors u — v et u + v sont orthogonaux, de sorte que (f(u + v), f(u — v)) = 0. Mais

(flu+0), fu=0)) =(f@) + f(0), fw) = f(0)) = IfF@IF = I f@)IF.

Et doncl, ||f(u)||2 = ||f(z))||2 1 Une norme est positive.
Puisque |[u| = [[o]| = 1, on a donc
Ilf @)l If @I
ku = = = = = k‘U'
i = 170l = @)l = 0

Mais puisque x = ||x|lu, alors f(x) = ||x]|f(u) et donc
-Gl K

X = - u-

el

Et de méme, ky = ko, de sorte que ky = ky.

Ainsi, ky ne dépend pas de x : il existe k € R tel que pour tout x € E non nul, ”]a (ch|)” =
x

k < [ fGll = kllxl].

Et bien évidemment, cette relation reste valable pour x = Og car [|f(0,)|l = [|0g]| = 0 =

kllOgll.

Et donc nous avons bien prouvé que pour tout x € E, Vert f(x)|| = k||x]|. |

L’exercice qui suit, bien trop long pour une question sans préparation, nécessite 2 la fois de I'aisance avec le procédé
d’orthonormalisation de Gram-Schmidt et avec la notion de matrice orthogonale.

Existence de bases orthonormées dans lesquelles les coordonnées de vecteurs sont prescrites.

Soit E un espace euclidien de dimension n.

1. Soit x € E. Montrer que ||x|| = v/n si et seulement si il existe une base orthonormée (ey, . .., e,) telle que
n

X = Z €.
i=1
2. Soient x et y deux vecteurs de E. Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une base
n n
orthonormée (ey, .. ., e,) telle que x = Z exety= > keg.
k=1 k=1

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR M. VIENNEY


http://www.ecs2-fauriel.fr

70

CHAPITRE 1 : ALGEBRE

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.53

n

,ey) telle que x = Z ex. Alors
k=1

Supposons qu’il existe une base orthonormée (ey, . . .

n
e = > 12 =
k=1
et donc ||x|| = vn.

Inversement, soit x € E tel que ||| = v/n.

x x
Alors — est un vecteur de norme 1. Soit % = (—

Vn v

E obtenue par complétion de la famille libre! =,
n

, fn) une base orthonormée de

. . " 1
Soit P € /M ,(R) une matrice orthogonale dont la premiére colonne est T .
~|:
1
Alors soit B’ = (ey, . . ., e,) la base de E telle que P = Py, g5 = P.
Puisque P est orthogonale, 9B’ est encore une base orthonormée. Et alors, puisque nous

avons fixé la premiére colonne de P, il vient

n

Z—ek@)X—Zek.
l’l

k=1
Il nous reste donc 2 prouver qu’il existe bien une matrice orthogonale P dont la premiére
1
1
colonne est — | : |.
~1:
1
Dans R” muni de sa structure euclidienne canonique, le vecteur (1,.. .,

1
n, et donc —(1,. ..,
Vn \/ﬁ(

. ) ) 1
Soit %’ une base orthonormée de R” dont le premier vecteur est — (1,
p
n

1) est de norme

1) est de norme 1.

, 1). Notons %8

la base canonique de R" qui, rappelons-le, est une base orthonormée de R”".
Soit alors P = Pg g . Alors P est orthogonale car matrice de passage entre deux bases

. .\ , ) 1
orthonormées, et la premiére colonne de P est formée des coordonnées de —(1,...,1)

\n
1

. 1
dans la base canonique, c’est donc —
~AE
1

.. ep) telle que x = Z epety = Z key.

Alors ||x]| = vn, [lyll = Z k2 = n(n+1)2n+1) 1)(2” +1) et (x,y) = Zk _ n(n + 1)
Jk:l

Montrons 4 présent que ces trois conditions sont suffisantes, et supposons que

Supposons qu’il existe une base orthonormée (e, . .

n(n+1)

el = VAl =y R g gy = M

Nous pouvons directement supposer que n > 2, car pour n = 1, le résultat est évident.
Alors x et y ne sont pas colinéaires, car on n’a pas 'égalité dans Cauchy-Schwarz :

n(n+1)

12 1
2D <MD g,

Ainsi, la famille (x, y) est libre. Orthonormalisons-la 4 I'aide du procédé de Gram-Schmidk.

L x X
Pour cela, considérons fj = — = —

el v

(x,y) =

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR

1 Et méme orthonormée.

Admettons pour I'instant
qu’une telle matrice existe,
NOUS ProuvVerons son exis-
tence par la suite.

Une matrice est orthogonale
si et seulement si c’est la
matrice de passage entre
deux bases orthonormées.

Deux vecteurs sont coli-
néaires si et seulement si I'in-
égalité de Cauchy-Schwarz
est en fait une égalité.
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. o X n
Soit alorsf2 =y—-{fi,y)fi=y- (x,y); =y- %x.
On a alors, par bilinéarité du produit scalaire,

1 (n+ 1)2”x”2 _

n(n+ 1)2n + 1)+n(n + 1)2_n(n +1)2 _ (n=Dnn+1)

I51P = (5 £5) = IylP-2" 5= G+

& 12 ( Cn+d )
P Ne- e n Y72 )

Ainsi, (fi, f>) est une famille orthonormée, qui peut étre complétée en une base orthonor-

mée (fi,..., fu) de E.

6 4 2

On pose alors

1
Soit alors P € J,(R) une matrice orthogonale dont la premiére colonne est L D et
"\1
dont la seconde colonne est
1 1
12 2l n+1|l
(n-Dn+ ||| 2
n 1

Comme précédemment, nous admettons pour le moment qu’une telle matrice existe.
Soit alors B’ = (fi, f2.. .., fu), et soit B = (ey, ..., ey) la base de E telle que P = P 5.
Alors % est orthonormée car P est une matrice orthogonale.

De plus, on a alors
n n

ﬁ:Z%ek@xzz:ek.

k=1 k=1

De méme, on a

- 12 n+1
fz:; (n—l)n(n+l)(k_ 2 )e"'

En multipliant par 4/ %, on a donc

n+1 = n+1
y— > x:Z(k— 5 )ek

k=1

n n
et donc en remplagant x par Z ek, il vient y = Z key.
k=1 k=1

Prouvons a présent qu’il existe bien une matrice P orthogonale dont les deux premiéres
colonnes sont celles souhaitées.

Dans R” muni de sa structure euclidienne canonique, considéronsla famille (1,...,1),(1,2,...,n).

I s’agit d’'une famille libre, et donc nous pouvons lui appliquer le procédé d’orthonormali-
sation de Gram-Schmidt.

Soit g1 = —(1,...,1), et soit
g1 \/ﬁ( )

n+1

g;=(1,2,...,n)-<i(1,...,1),(1,2,...,n))i(1,...,1)=(1,2,...,n)- (1,...,1).
Vn

vn

Alors par bilinéarité du produit scalaire,

. . % (n+1)>° n+1
g5 = (g5, 93) = (1,2, WIF + = (1.2, m). (1, 1))

_nn+1)@2n+1)  n(n+ 12 nn+1)>? _(n=Dn(n+1)
- 6 Ty T T2 T 2

I, .., DIP-2
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[ 1 L[ Cn+l
On pose alors g, = mgz— G Dnr D ((1,2,...,n) 5 (1,...,1)).

Il est alors possible de compléter (g1, g2) en une base orthonormée (g, . ..
est la matrice de passage de la base canonique 2 la base (g1, .., gn), P est orthogonale (car
matrice de passage entre deux bases orthonormées de R"), et les deux premiéres colonnes

de P sont bien celles que I'on souhaitait.

Familles y-presque orthogonales

Soit p > 1, et soit E un espace euclidien de produit scalaire ¢, -

) et de norme || - ||.

Une famille (u1, . .., u,) de vecteurs de E est dite y-presque orthogonale si :

e pour tout i € [1,n], |lu;l| =1

1 n
e pour tout (x1,...,x,) € R" ,— lez <
i3

n
2,
i=1

1. Montrer qu’il famille y-presque orthogonale est libre.

2. Soit (uy,...,u,) une famille de vecteurs de E. Montrer que (uq, ..

seulement si elle est orthonormée.

(Pour Pune des implications, on pourra considérer la combinaison linéaire u; + u; avec i # j).

3. Soit f un endomorphisme de E.

2 n
SH Z xiz.
i=1

(a) Montrer qu’il existe un réel k tel que ¥x € E, ||f(x)|| < kl|x]|.

,gn). Et alors si P

., up) est 1-presque orthogonale si et

1
(b) Montrer que si f est un automorphisme de E, alors il existe un réel 1 > 1 tel que ¥x € E, zllxll <

£ GOl < Allx]l.
4. Soit n € N* et soit (uy, . . ., u,) une famille libre de vecteurs unitaires de E.
Montrer lexistence d’'un réel y > 1 tel que (uy, . .., u,) soit p-presque orthogonale.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.54

Soit (uy, . . ., u,) une famille y-presque orthogonale, et soient x1, .

n
Zx,-ui = 0g. Alors, on a
i=1
2

n

2w
i=1
~—————
=[0£I?=0

On en déduit que Z x? = 0, et donc pour tout i € [1,n], x; = 0.
i=1
Ainsi, la famille (uq, ..., u,) est libre.

Soit (u1, . . ., up) une famille orthonormée. Alors, pour tout (x1, ..

n

2wt

i=1

2 n
S
i=1

Et donc (ui, . .., uy,) est 1-presque orthogonale.

Inversement, supposons que (u, ..., u,) est 1-presque orthogonale. Alors par définition,

les u; sont tous unitaires.
Soient alors (i, j) € [1,n]]%, avec i # j. On a alors

... X, des réels tels que

.,xp) € R, ona

i + w7 = Naeall® + g P + 2w, ;) = 2 (1 + Cui ).

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR
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n
Mais u; + u; n’est autre que la combinaison linéaire Z xxuy ou les xg sont tous nuls, sauf
k=1
x; et x; qui valent tous les deux 1.

Et donc on a Zx,% =2.
k=1
Or, la famille étant 1-presque orthogonale, il vient

1 n n
T DUl <l +uil? < a7 @2 < 201 + (i) < 2.
k=1 k=1

Et donc 2(1 + (uj, u;)) = 0 & (u;,u;) = 0.

Ceci prouve donc que (ui, . . ., u,) est orthogonale, et donc orthonormée.

Considérons une base orthonormée (ey, ..., e,) de E. Alors pour tout x € E, il existe des
n n

réels xi, ..., x, tels que x = Z x;e;, et donc ||x||* = lez
i=1 i=1

n
Drautre part, on a f(x) = Z xi f(e;).
i=1
Et donc
n n
Il s’agit de I'inégalité de
Z xif(e)| < (Z il - ”f(el)”) Cauchy-Schwarz dans R",
i=1 i=1 pour le produit scalaire ca-

Appliquons alors I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans R"  : nonique, appliquée aux deux
vecteurs

n 2 n n
x = (il - bl
il - L f (el ) < |xi|2)( l (ei)||2>-
(z; ! ) <Z; Z:; / y = (Dl - - I Cenl)-

Et donc || f(x)II” < llxll % (Z IIf(ei)|I2>-
i=1

n
Ainsi, en posant k = , Z llf (e)l*, qui est bien une constante indépendante de x, on a
i=1

If GOl < Kl

Si f est un automorphisme, alors le résultat de la question précédente sapplique en parti-
culier 2 7! : il existe k € R tel que pour tout x € E, || f~1(x)|| < kllx|-
En particulier, si 'on applique ceci 2 f(x) au lieu de x, il vient

IF~ FENN < KIFENl & lIxll < KlLF L.

Notons que I'expression de k trouvée 2 la question précédente prouve qu’on peut supposer
k strictement positif, puisque, f~! étant un automorphisme, les 7! (e;) sont non nuls, et

done | S IF@)IP > 0.
i=1

2

If oI =

1
On a donc z”x” < fFGll-
D’autre part, il existe une constante M telle que ¥x € E, ||f(x)|| < M]|x]|.
Notons alors A = max(M, k), de sorte que M < A et 1 < i
On a alors bien, pour tout x € E,

%le“ < |IFEOll < Allx]). Puisqu’il vient % < A, néces-
sairement A > 1.
Soit (u1, . . ., u,) une famille libre de vecteurs unitaires, et soit F = Vect(uy, .. ., uy).
Soit alors (ey, . . ., e,) une base orthonormée de F, et soit f 'unique endomorphisme de F
tel que f(e;) = u;.
Alors f est un automorphisme puisque I'image de la base (ei, . . ., e,) est une famille libre

de F, et donc une base de F.
Par la question 3.b, il existe donc une constante A > 1 telle que

1
Vx € F, llxll < IIFColl < Alll-
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n
En particulier, pour (x1,...,x,) € R?, soit x = Z xie;.
i=1

n 2

E XilUj

i=1

Alors [lx|? = )" x7 et || f(x)|? =

i=1

Et donc

2 n

< Azzxiz.

i=1

n

E Xilj

i=1

1 1 v«
ﬁllxll2 <IfFIP < Pl H ZX? <
i=1

m]
Moyen
Familles obtusangles
Soit E un espace euclidien de dimension n et soient ey, . . ., en11 des vecteurs tels que pour tout (i, j) € [1,n+ 19%, i #

j, <€i, €j> < 0.

n n

1. Montrer, en utilisant la norme de u que si u = Z Aie; = Og, alors Z |Aile; = Og.
i=1 i=1

2. Montrer que n quelconques de ces vecteurs forment une base de E.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.55

Siu =0, alors |[u]|* = 0. Or, par bilinéarité du produit scalaire,

lul* = Z ZA Ajei e) = Zﬂue,u2 * Z ZA Aje ej).

i=1 j=1 i=

Soit encore Z Z/l iAj(ei, ej) = 2/12 llesl* <

i=1 j=1
J#i

On a donc! 1L a valeur absolue d’un
nombre négatif est son op-

i=1 Jj=1 i=1 Jj=1
i#j

Zn:zn]/li/lj@i,ej) = —znzzn:}ti/lj<e,-,ej>. posé.
i

Et donc, par I'inégalité triangulaire,

n n n n
On a ici utilisé le fait que
ST ddsenen < D)L Wl Kennepl == 3 ST e e (enes) < Oetdonc

i=1 Jj=1 i=1 Jj=1 i=1 Jj=1

J#i J#i J#i [Kei, ej>| = —(ei, ej>~

Et alors il vient

n
D Wiles
i=1

2 n n n
= > Rl + > > il - WyKer ;)
i=1 i=1 f.=1.
Z A2llesl? + Z ZA Aj{eis ¢)

i=1 j=1
J#i
n n
21,112 211,112
<> Aled? = " Alled
i=1 i=1
< 0.
n 2 n
On en déduit? que Z |Aille;|| = 0 et donc que Z |Aile; = Of. 2 Un carré est positif ou nul.
i=1 i=1
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2. Montrons que (eq, ..., e,) est une base, la preuve serait la méme pour n’importe quelle
autre famille de n vecteurs de {eq,...,e,}.
Puisqu’il s’agit déja d’'une famille de cardinal n = dim E, il sufhit de prouver qu’elle est libre.

Soient donc Ay, ..., A, des réels tels que Z Aie; = 0g.
im1

n
Alors, par la question précédente, nous savons que Z |Aile; = Og.

i=1
En particulier, il vient

(O, ens1) = <Z |/1i|€i,€n+1> = Z [Ail (e, ens1) <O
i1 i1 b

Et si I'un des A; est non nul, on a méme (Og, e,4+1) < 0, ce qui n’est pas possible puisque

<OE’ en+1> = 0
On en déduit donc que A; = --- = 1, = 0, et donc que (ey, . . ., ey) est libre, donc est une
base de E.

O

Polyn6émes orthogonaux

Polynomes de Tchebychev

1. Montrer que pour tous réelsaetb,ona :
1
cos(a) cos(b) = > (cos(a + b) + cos(a — b)).

Soit la suite de polyndmes (T,)nen+ définie par :
To=1,T1 =XetVne N, T2 = 2XT,q — T,

2. Montrer que pour tout n € N*, T,, est un polyndme de degré n, de coefhicient dominant que I'on explicitera.

Montrer que
VY6 € R, T,(cos 6) = cos(nd).

3. Pour (p,q) € N2, on pose I, ; = f cos(pB) cos(qh) db.
0

Calculer I, 4.

1
P
4. Pour tout couple (P, Q) d’éléments de R[X], montrer que l'intégrale f (HO®) dt est convergente. On la

-1 V1 -1¢2
note (P, Q).
Montrer que (P, Q) - (P, Q) est un produit scalaire sur R[X]. On note || - || la norme associée.

5. Montrer que pour tout n € N, la famille (Ty, T1, . . ., T,,) est une base orthogonale de R,,[X].
Cette base est-elle orthonormale ?

6. Pour tout n € N*, calculer (X", T,,).

7. En déduire, pour tout entier n > 1, la valeur de :

d= f (l’n (a _t" Ty +a0))2 dt
(ap,at, ..., an 1)eR” 1 — 12 .

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.56

1. Ona Comme la plupart des for-
mules de trigonométrie, ce

cos(a + b) + cos(a — b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) + cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b) résultat peut également se

= 2 cos(a) cos(b) prouver 2 l'aide de la formule
d’Euler :
d’ott la formule voulue. e ia
cos(a) = %
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OnaT,=2X2-1,T; = 4X3 - 2X — X = 4X? — 3X, et donc il est raisonnable de supposer
que T, a pour coefficient dominant 2771,

Montrons donc, par récurrence double! sur n € N* que T, est un polynéme de degré n de
coefficient dominant égal 3 2771,

Pour n=1etn =2, c’est vrai.

Supposons donc T, de degré n et de coefhicient en X" égal & 21 et T, de degré n+1 et
de coefficient dominant égal 4 2".

Alors Tpyq = 2" X" + Q,y11, avec deg Q41 < 1, de sorte que

Tni2 =2XTy41 = Tn = 2mIXT 4 2X0n+1 — Ty
—_—

€R,11[X]

est donc bien de degré n + 2, et de coefficient dominant égal a o+l

Par le principe de récurrence, pour tout n € N*, T, st de degré n et de coefficient dominant
21,

Prouvons également par récurrence?
T,.(cos 0) = cos(nb).

Pour n = 0, c’est évident car pour tout 6, cos(0 X 0) = 1 = Ty(cos 0).
Et pour n = 1, pour tout 8, T,,(cos 0) = cos 0.

sur n que pour tout n € N que pour tout 0 € R,

Supposons donc que pour tout 8 € R, T,(cos 0) = cos(nd) et T,41(cos 0) = cos((n + 1)0).

Alors en utilisant la formule prouvée a la question 1,
Tph42(cos 6) = 2 cos(0) cos((n+1)8)—cos(nf) = cos((n+26))+cos(nfd)—cos(nf) = cos((n+2)0).

Par le principe de récurrence, pour tout n € N et tout 8 € R, T,(cos 0) = cos(nd).

D’aprés la formule de la question 1, on a

%qzéj;“M@+qWM9+%1;aM@—@wd&

Or, pour tout n € Z*, on a

f” cos(nf) df = [sin(nG)]’r _ sin(nr)  sin(0) —0-0=0
0 n 0 n n

Toutefois, ce résultat n’est pas valable pour n = 0, mais on a alors

fcos(OX@)dsz 1d6 = .
0 0

Et donc pour (p, q) € N2, il vient

fﬂcos((p+q)9)d9={ﬂ sip=q=0
0

0 sinon

et de méme

f”cos((p—q)e)amz{ﬂ sip=4q
0

0 sinon

On en déduit que

m sip=q=0
Lg=4% sip=q#0
0 sip#gq

P(1)Q(t)
V1-1¢2
sont au voisinage de +1.

Notons que PQ est continue sur le segment [-1, 1], et donc elle y est bornée : il existe

M > 0 tel que ¥t € [-1,1], [P()Q(t)| < M.
P(t)Q(1)
Vi-12

La fonction t est continue sur | — 1, 1[, donc les problemes de convergence

M

1—t2dt

Par conséquent,

M 1
< , et il nous suffit donc de prouver que f
V1 -2 -1
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1 Puisque T,4+2 dépend de Ty,
et de Tpuq.

Si nous n’utilisons pas le
coeflicient dominant de Tj,,
nous utilisons tout de méme
le fait que son degré soit n,
et donc la récurrence double
était inévitable (au moins

pour le degré).

2 Double toujours.
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converge.

1
Au voisinage de 1, on aVvl—12 = VA=) +1) % V2V1 - t. Mais f
t—1-

0 1—-t

dt est

une intégrale de Riemann convergente.

' P()Q(1)
Par conséquent, f —
E 0 V1-1¢2

: * P(1)Q(t)
On traite de méme le cas d f
n traite ae meme le cas de B m

0
V1 -2 ~1+\/§\/1+tetquef
-1

t——

Et donc (P, Q) est bien défini.

dt converge absolument et donc converge.

dt en remarquant qu’au voisinage de -1,

est une intégrale de Riemann convergente.
+t

La bilinéarité et la symétrie de (-, -) sont immédiates.

1 2
P(t
Si P € R[X], alors (P, P) = f Lz dt > 0 car intégrale d’une fonction positive.
-1 V1 -t
Enfin, la fonction ¢t — Po)° est continue et positive sur | — 1, 1[
V1 -¢2
) . P(t)?
Et donc on a (P, P) = 0 si et seulement si pour tout ¢t €] — 1, 1[, 5 = 0 Pl)=0
1-t¢

Mais dans ce cas, P posséde alors une infinité de racines, et donc est le polynéme nul.
Ainsi, (P,P) = 0 = P = 0, ce qui achéve de prouver que (-, -) est un produit scalaire sur

R[X].
Pour (i, j) € [0,n]?, ona (T;,T;) = T (t)T (t)
’ ’ s »4j/ =
Vi1 - t2

Procédons alors au changement de Varlable t = cos 0, qui est légitime car la fonction cos Sione
est de classe 6! sur 0, z[, strictement décroissante, avec cos(0) = 1 et cos(r) = —1. “

. dt On a bien sin @ = Vsin2 6 car
On a alors dt = sin 0d6 = Vsin? 0d0 = V1 — t2d6, de sorte que df = = sur 10, z[, sin @ > 0.

R . V1 —1t Ce ne serait pas forcément
Et donc par le théoréme de changement de variable, vrai sur un autre intervalle.

T

(T;, Tj) =f Ti(cos 0)Tj(cos §) dO :f cos(if) cos(j0) do = I, ;.
0 0

Eten particulier, sii # j, (T;, Tj) = 0, de sorte que (To, Ti, . . ., T,) est une famille orthogonale
de R, [X].
Puisque de plus, (Ty, Ty) = In,o = 7 # 1, la famille n’est pas orthonormée.
1
Puisque T, = 2" 1X" + Q,, avec Q,, € R,,_1[X], on a donc X" = T+ %

Mais (To, Ty, . . ., Ty—1) est une famille de polyndmes de R,,—1[X], de degrés deux a deux
distincts, et donc libre, de cardinal n = dimR,,_{[X] : c’est donc une base de R,_1[X].
Et puisque la famille (To, Ty, . . ., T;,) est orthogonale, T, € (R,,—1[X])".

On en déduit que

(X" To) = 2 1<Tn,T Y+ 5o Qo o) = 5o 1||T [
_0
Mais par ce qui a été dit précédemment, \Tall? = In.n = g
JT
Et donc (X", T;,) = o
Lorsque (ao,ay, ..., an—1) parcourt R", ap + a1 X + --- + ap_1 X1 parcourt R,,_{[X], et

donc d n’est autre que la distance de X" 3 R,,_4[X].
Un théoreme du cours garantit alors qu’elle est atteinte lorsque ap + a1 X + - - + a1 X n-1
est le projeté orthogonal de X" sur R,,—1[X].

T
Puisque (Ty, Ti, . . ., T,) est une base orthogonale de R, [X], ( 0 z ) en est une

IToll" " ITll
base orthonormée.
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Et donc
n T,
X" = <X" > (X", Tk) +(X", T)
kz_:‘) Tl /11Tl Z ||T ||2 " ||T ||2

€R,,_1[X] €Rp, 1 [X]H 3 Car la famille
n=1 T Thn )

Sans surprise® on obtient alors pr,, ,[x] (X") = Z( ", k>||T e IToll Tl

Mais alors

_n]_n 2_\/271

— Xﬂ _ Xn — Xﬂ’ - - R .
I PRn-1[X]( M=K n 27 |[T,ll on\ 1 on

Commentaire : notons qu'il existe un moyen assez agréable, méme si peut-étre un peu moins

naturel de dire tout ¢a : X™ — pr,,_,x)(X") n'est autre que le projeté orthogonal de X" sur
L

(Rn—l[X]) :

Mais nous savons que (Rn—1[X])* est de dimension 1, et qu’il contient T,.

Une base orthonormée en est donc formée par le seul vecteur

de sorte que le projeté orthogonal

l n”

de X™ sur Ru_1[X])* est (X, T, >||T T

Et donc comme annoncé ci-dessus, d = (X", T,

Etude d’une famille de polynémes orthogonaux et d’un projecteur de R,,[X]

est une base orthonormée de
Rnfl [X]

La norme de T;, a été cal-
culée a la question 5 et vaut

VTnn-

On note R[X] I'ensemble des polyndmes 2 coefhicients réels et, pour tout k € N, on note Ri[X] 'ensemble de ces

polynémes de degré au plus k. On munit R[X] du produit scalaire défini par :

1
(P.Q) = fo PO dt.

L’orthogonal d’un sous-espace vectoriel F de R[X] pour ce produit scalaire est noté F*.

Pour tout j € N, soit le polynéme L; = (x/(1 — Xy)” (polynéme dérivé d’ordre j du polynéme X7(1 — X)),

1. (a) Montrer que si P(0) = P(1) = 0, alors (P’, Q) = —(P, Q’).

(b) Pour tout k € N*, montrer que si 0 et 1 sont racines d’ordre k de P, alors (P%), Q) = (=1)(P, Q¥)).

2. (a) Déterminer, pour tout j >

> 1, le degré de L; et montrer que L; est dans R;_;[X]*.

(b) Montrer que pour tout n € N, (L;)o<j<n st une base orthogonale de R,,[X].

3. Soit n € N* et E = R,[X]. Soit un polyndme A € E non nul, et soit f4 : E — E Papplication qui a tout
polynéme P € E associe le reste de sa division euclidienne par A.

(a) Montrer que f4 est un projecteur de E. Déterminer son noyau et son image.

(b) Montrer que si A n’est pas de degré n et posséde au moins une racine réelle «, alors f4 n’est pas un

projecteur orthogonal.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.57

Les fonctions P et Q sont 6! sur [0, 1], donc une intégration par parties nous donne

1 1
(P'.Q) = fo PAOQ() dt = [PIOQM)], - fo POQ' (1) dt = ~(P.0").

Procédons par récurrence sur k € N*, ot notre hypothése de récurrence est «pour tout poly-

noéme P dont 0 et 1 sont racines d’ordre k et pour tout polyndme Q, (P), Q) = (=1)k(P, Q®)y».

Pour k = 1, c’est le résultat de la question 1.a.
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Supposons donc I'hypothése vraie au rang k, et soit P, Q deux polyndmes tels que 0 et 1
soient racines d’ordre k + 1 de P. Alors 0 et 1 sont des racines d’ordre k de P, de sorte que

(P,Q"*V) = (=1)}(PM, 0").

Mais 0 et 1 sont racines de P de sorte que par la question 1.a,

(P, 0"y = —(P**D Q)

et donc (P*+D) Q) = (=1)k+1(p, Qtk+D)y,

Ainsi, la propriété est vraie au rang k + 1, et par le principe de récurrence, elle est vraie
pour tout k € N*.

On a deg(X/(1 - XY) = deg(X7) + deg((1 — X)) = j + j = 2j, et donc en dérivant j fois, il
vient degL; = 2j — j = j.

Soit P € R;_1[X]. Alors 0 et 1 sont racines d’ordre j de X/(1 — X)/, et donc d’aprés la
question 1.b,

(Lj,P) = (—1)f<xf(1 —X)f,ig> =0.
=0
Donc L; est orthogonal 4 tout polynéme de R;_;[X] et donc dans (R;_1[X])*.
Soient (i, j) € [1,n]%, avec i # j.
Supposons que i < j. Alors (L;,L;) = 0 car L; € R;_1[X].
De méme, sii > j, ona(L;,L;) = 0, donc la famille (L;)o<i<n est orthogonale. Elle est par
conséquent libre!, et de cardinal n + 1 = dim R, [X] : c’est donc une base orthogonale de
R,[X].
Soient Py, P> € R[X] et soit A € R. Notons P; = AQ; + R; et P, = AQ» + R; les divisions
euclidiennes de P et P par A, avec degR; < deg A et degR, < deg A.
Alors on a R = fA(P1) etRy = fA(Pg).
De plus, APy + P> = A(AQ1 + Q2) + ARy + Ry, avec deg(AR; + R) < deg A.
Par unicité de la division euclidienne, ceci est donc la division euclidienne de APy + P, par
A, de sorte que fa(AP; + P2) = ARy + Ry = Afa(Py) + f(P2). Ainsi, f4 est linéaire.
De plus, si deg R < deg A, alors R = AX 0+ R de sorte que le reste de la division euclidienne
de R par Aest égal A R.
Soit donc P = AQ + R la division euclidienne de P € R,[X]. Alors

F3(P) = fa(R) = R = fa(P).

Et donc fj = fa : fa est un projecteur.

Un élément P de R,,[X] est dans Ker fy si et seulement si il s’écrit P = AQ, avec Q € R[X].
Donc Ker f4 = {P € R,[X] : 3Q € R[X] tel que P = AQ}.

SiR € Im fy, alors il existe P € E tel que R soit le reste de la division euclidienne de P par A.
En particulier, deg R < deg(A) et donc Im fi € Ryeg a1 [X].

Inversement, si R € Ryeg 4_1[X], alors R=AX 0+ R et donc R = fa(R) € Im fa.

Ainsi, Im 4 = Ryeg 4_1[X].

Si A n’est pas de degré n et posséde une racine «, alors A = (X — a)Q, avec degQ < n - 1.
Puisque nous savons déjé que fa est un projecteur, c’est un projecteur orthogonal siet
seulement si c’est un endomorphisme symétrique.

Or, on a (fa((X = @)A), Q) = (0g, Q) = 0.
D’autre part, puisque deg < deg A, fa(Q) = Q et donc

1 1
(X — @A, £4(0)) = (X — @)A, Q) = fo (t — ADO(r) di = fo A dt.

Mais la fonction ¢t +— A(t)? est continue et positive sur [0, 1] est n’est pas nulle car il ne
s"agit pas de la fonction nulle.
On en déduit que (X — @)A, fa(Q)) > 0 et donc (X — @)A, fa(Q)) # (fa((X — a)A),Q), de

sorte que f4 n’est pas un projecteur orthogonal.

O
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Rappelons qu’une racine
d’ordre k + 1 de P est une
racine de tous les polynomes
P, P, ..., P,

Lcar orthogonale et formée
de polyndmes non nuls.

La méme preuve montrerait
que lapplication qui a P
associe son quotient dans la
division euclidienne par A est
également linéaire.

Notons qu’il n’était pas
clair d’aprés 'énoncé que
fa soit linéaire, donc prou-
ver fi = fa ne suffit pas, il
faut également prouver la
linéarité.

— ASubtilit¢ ——
Ker f4 n’est pas Pensemble
des multiples de A, mais
uniquement Pensemble des
multiples de A qui sont de
degré inférieur ou égal i n.
C’est donc I’ensemble des

QA, avec deg O < n —deg A.

Puisque deg(Q) <n—1,0na
(X —a)A € E. Clestici qu’on
utilise hypothese deg A < n.

M. VIENNEY


http://www.ecs2-fauriel.fr

80 CHAPITRE 1 : ALGEBRE

Matrices symétriques orthogonales

Soit M € J3(R) une matrice 2 la fois symétrique et orthogonale. Que peut-on dire de M si sa premiére ligne est
(1 0 0)?

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.58 M étant symétrique, elle est donc de la forme

1 0 O
0 a b
0 b ¢

Mais étant orthogonale, on a donc

1 0 0 1.0 0
MM=M>=L |0 a+b> ba+c)|=(0 1 0.

0 bla+c) b>+c? 0 0 1
a+b>=1
Et donc en particulier, { b(a + ¢) = 0
b>+c2=1

Sib=0,alorsa=+1etc==+1.
Sib # 0, alors a = —c. De plus, b* € [0, 1], de sorte que b € [-1,1].

1 0 0
Et donc M est de la forme | 0 V1 — b2 b
0 b +V1 - b2
1 0 0
Inversement, si M est de la forme| 0 +V1 — b2 b ,avec b € [-1, 1], alors elle
0 b +V1 - b2

est bien symétrique, et orthogonale.
Et donc I'ensemble des matrices de .#3(R), symétriques, orthogonales, et dont la premiére
ligne vaut (1 0 0)est

1 0 0 Notons que les matrices
0 +V1-b2 b ,be[-1,1]¢. obtenues précédemment
NI pour b = 0 sont bien de cette
0 b £V1-b forme.
O

Un résultat classique prouve que si A € 4, (R), alors AA et A ont méme rang. Mieux : elles ont mémes noyaux.
Afin de le prouver, il faut penser a faire apparaitre un produit scalaire dans /4, 1(R) : ‘X'AAX = ||AX||*.

Matrices telles que “AA = 'BB.

Soient A et B deux matrices de J,(R) telles que “Ax A =B X B.
1. Montrer que A et B ont méme noyau.

2. On suppose B inversible. Montrer qu’il existe une matrice orthogonale U telle que A= U x B.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.59

Commengons par montrer que A et ‘A X A ont le méme rang.

Pour cela, rappelons-nous que rg(A) = n — dim Ey(A).

Soit donc X € Ey(A), de sorte que AX = 0.

Alors évidemment, ‘AAX = 0, et donc X € Eo(*AA), de sorte que Eg(A) = Eo(*AA).

Nous parlons ici de la norme

Inversement, si X € Eo(*AA), alors “AAX = 0. En multipliant 3 gauche par ’X, il vient alors associée au produit scalaire
canonique de A ,, 1 (R) défini
EXAAX = 0 & H(AX)AX = 0 & ||AX]]? = 0. par (X, Y) = ' XY,
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Mais ceci implique donc! que AX = 0, et donc X € Eo(A). Ainsi, Eo(*AA) C Eo(A) et donc
Eo(A) = Eo(*AA).

Le méme raisonnement prouve que Eqo(B) = Eo(* BB).

On en déduit que

rg(A) = n — dim Eg(A) = n — dim Eg(*AA) = n — dim Eo(*BB) = n — dim Ey(B) = rg(B).

Si B est inversible, pour avoir A = UB, nécessairement on doit avoir U = AB™!.
I s’agit donc de prouver que U = AB~! est une matrice orthogonale.
Or

‘U ="' (AB™') (AB™') = (B7')'AAB™.
Mais la relation AA = BB devient, aprés multiplication a droite par B™! et 4 gauche par
(5= (5)
*(B™)'AAB™! =1, et donc 'UU =1,

de sorte que I, est orthogonale.

Matrices symétrique dont une puissance vaut I,,.

Soit A € /M ,(R) une matrice symétrique telle qu'il existe un entier k € N* tel que A* = I,.
Que peut-on dire de A% ?

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.60 Puisque A est symétrique a coefhicients réels, elle
est diagonalisable : il existe des réels A4, ..., 1, et une matrice inversible P tels que A =
P‘lDiag(/ll, oy An)P.

Et donc I, = Ak = P‘lDiag(/lk, AP

Autrement dit Diag(A%, ..., AK) est semblable a I,,. Mais la seule matrice semblable a I, est
I, elle-méme, et donc A¥ = --- = Ak = 1.

Mais les seuls réels qui élevés 2 la puissance k valent 1 sont 1 et —1 (dans le cas ot k est
pair), de sorte que tous les A; valent +1.

Et donc A% = P~'Diag(43,...,A2)P = P"'Diag(1,1,...,1)P = P"',P = I,. O

TSeul le vecteur nul est de
norme nulle.

L’exercice qui suit demande de diagonaliser explicitement des matrices de taille 2n. Il faut alors un peu d’intuition pour
étre capable de voir les relations liant les colonnes et de les exploiter pour en déduire les valeurs propres et les vecteurs

propres. Un pivot pour déterminer les valeurs propres serait pour le moins fastidieux.

Etude d’une famille de matrices.

On note E, I'espace vectoriel des matrices 2 2n lignes et 2n colonnes, 2 coeflicients réels, de la forme

a 0 ce 0 0 e 0 b1
0 a 0 0 bz 0
0 0 ap, by 0 O
0 0 b, an 0 0
0 by 0 0 a 0
b1 0 e 0 0 . 0 aq

1. Déterminer une base et la dimension de E,,.

2. Justifier la diagonalisabilité des matrices de E,, et trouver les vecteurs colonnes propres.
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3. Quelles sont les matrices inversibles de E,, ?

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.61

Si A est une matrice de E,,, alors

a 0 e 0 0 e 0 b]
0 an 0 0 b2 0
A= 0 O a, b, 0 O
10 o0 b, ap, 0o O
0 b2 0 0 ar 0
b1 0 0 0 0 aq
1 0 .00 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 O 0 O 0 0 0 0 0 O
_ 0 O 0 O 0 0 et 0 0 1 0 0 O
4o o 0 0 0 0 nlo 0 1 00
0 O 0 O 0 O 0 0 0 O 0 O
0 O 0 O 0 1 0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 O 0 O 0 O 0 O 0 O 0 O
+b 0 O 0 O 0 0 et 0 O 0 1 0 0
o o 0 0 0 0 "10 0 10 0 0
0 0 O 0 O 0 O 0 O 0 O
1 0 ... 00 ... 0O o o0 ... 00 ... 00 Rappelons que E;; désigne
n n les matrices de la base cano-
= Z ai(Ei i + E2n-i+1,2n-i+1) + Z bj(Ei2n+1-j + E2n+1-i,1)- nique de M2, (R), ot E; ; a
i=1 j=1 tous ses coefficients nuls, sauf
celui situé 2 la i ligne et

jéme colonne qui vaut 1.

Donc déja, la famille des 2n matrices (E;, j+E2ni+1,2n-i+1)1<i<n €t (Ei 2n+1-j+E2n+1-i,i)1<i<n
est génératrice de E.

Elle est libre car si ay,...,an, b1, ..., by, sont tels que
al 0 . 0 0 . 0 b1
0 ar 0 0 bZ 0
n n . ’ :
. 0O O a, b, 0O O
Z; ai(Ei,i+E2n—i+1,2n—i+1)+Z; bj(Eiont1-j+Eons1-ii) =0 & 0 0 by ay o ol=9
i= j=
0 b2 0 0 an 0
bi 0 0 0 0 a
alors, par identification des coeflicients, a1 = --- =a, =by =--- = b, = 0.

Et donc il sagit d’'une base de E,, qui est donc de dimension 2n.
Les matrices de E, sont symétriques, a coefhicients réels donc sont diagonalisables.
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ai
0

SiA=

de sorte que

Et de méme,

ai
0

0
by

0

az

o

b>

0

az

by
0

0
0

0 an

()
o

0 b

0
0

0
b>

[e]

az

(e

an

)

b

ai

, on a alors

0 b 1

b O 0 a; + by
: 0

0 ol :

0O 0 0= 0

a O 0 a; + by

1
0 a

est un vecteur propre de A, associé a la valeur propre a; + by.

o

b>

o

az
0

0

aq

O =

0
-1

—-ai + b1

et donc nous avons la un vecteur propre associé a la valeur propre a; — b;.

Plus généralement, si Ej désigne le k*™ vecteur de la base canonique de 2, 1(R), alors
on a, pour k € [1,n],

A(E; + Ezny1-i) = (ai + bi)(Ei + Eopy1-;) et A(E; — Eppy1-i) = (a; — bi)(E; + Ezny1-i).

Et donc a; + b; et a; — b; sont des valeurs propres de A et E; + Ezpy1-; €t E; — Expii—; €n

sont des vecteurs propres associés.

De plus, la famille formée des E; + Ezpy1-; €t E; — Expy1-4, 1 < i < n est une famille libre?.

Etant de cardinal 2n, elle forme une base de M2y,1(R), qui est donc formée de vecteurs
propres de A.

E; + Epxpy1—; est le vecteur
colonne dont tous les coefhi-
cients sont nuls 4 I'exception
du i*me et du 2n + 1 — jéme;
C’est-a-dire le i*™ en partant

du bas.

Tl suffic de regarder les
coefhicients non nuls.

Une matrice A € E, est inversible si et seulement si elle ne posséde pas 0 comme valeur

propre.

Or, nous venons d’obtenir toutes? les valeurs propres de A :

Spec(A) ={a; + b;, i € [1,n]} U{a; - b;, i € [1,n]}.

Et donc A est inversible si et seulement si pour tout i € [1,n], a; # £b;.
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Carré d’une similitude symétrique.

Soit E un espace euclidien et soit f un endomorphisme symétrique de E. On suppose qu’il existe une constante
réelle @ > 0 tel que ¥x € E, ||f(x)|| = allx|l.
Montrer que f? = a?idg.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.62 Puisque f est symétrique, il est diagonalisable : il
existe donc une base (e, ..., e,) de E formée de vecteurs propres de f.

Notons A; la valeur propre associée a e;.

On a alors pour tout i de [1, ], ||f(e;)ll = l|A;esll = [Asllle:ll.

Mais puisque ||f(e;)ll = alle;|l, on en déduit que A; = xa.

n

Soit 4 présent x € E. De maniére unique, x s’écrit x = Z x;e;, ol les x; sont des réels. Et

alors

i=1

n n n
fz(x) = Zx,—fz(ei) = Zx,—azel— = o2 Zx,—ei = o’x.
i=1 i=1 i=1

Ceci étant vrai pour tout x € E, on en déduit que f* = a?idg.
Remarque : notons que supposer f diagonalisable a la place de symétrique est suffisant. O

Etude d’une famille d’endomorphisme symétriques

On consideére un espace euclidien (E, (|)) de dimension n > 2.
On note T(E) I'ensemble des endomorphismes u de E qui sont symétriques, de rang inférieur ou égal a 1 et tels
que pour tout x € E, (x[u(x)) > 0.

1. Sia € E, on note u, I'application de E dans E qui 4 tout vecteur x de E associe uy(x) = (x|a)a.

(a) Montrer que pour tout a € E, u, € T(E).

(b) Si a est un vecteur non nul de E, préciser les valeurs propres et sous-espaces propres de u,.

2. Soit u un élément non nul de T(E) et b un vecteur non nul de Im(u).

(a) Montrer que b est un vecteur propre de u associé a une valeur propre y > 0.

(b) Montrer que pour tout vecteur x de E, u(x) = ﬁ(ﬂb)b.

(c) En déduire qu’il existe un vecteur a de E tel que u = u,.

(d) Lapplication ¢ de E dans T(E) qui  a associe ¢(a) = u, est-elle surjective ? Injective ?
3. Soit a un vecteur non nul de E et f un endomorphisme de E.

(a) Pour x € E, expliciter f o uy(x).

(b) Montrer que f o u, est symétrique si et seulement si a est vecteur propre de f.

(c) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que f o u, appartienne a T(E).

4. Donner une condition nécessaire et suffisante sur (a, b) € E? pour que ug © Up = Up O Ug.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.63

Il est facile de voir que u, est linéaire et donc est un endomorphisme de E.
Sia = 0, alors u, est 'endomorphisme nul, qui est bien dans T(E).
Supposons donc que a # 0. Si x € Vect(a)*, alors uq(x) = (x|a)a = 0.

a

Par conséquent, dans une base orthonormée de E obtenue par concaténation de — et

llall
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d’une base de Vect(a)*, la matrice de u, est

fla> O ... 0
0 .
0 0 ... 0

Cette matrice est de rang 1 et symétrique, donc u, est de rang 1 et est un endomorphisme
symétrique1 .

Enfin, si x € E, alors (x|uq(x)) = (x|(x|a)a) = (x]a)(x]a) = (x|a)* > 0.
Et donc u, est bien un élément de T(E).

Soit x € E. Alors x € Ker(u,) © (x]a) = 0 & x € (Vect(a))*.

Et donc 0 est valeur propre de u,, avec

dim Ey(ug) = dim (Vect(a))* = dim E — dim Vect(a) = n — 1.

Puisque u, est symétrique, il est diagonalisable, et possede donc une unique autre valeur
propre, avec un sous-espace propre de dimension 1.

Or ug(a) = |lal*a, et donc ||al[* est valeur propre de ug, et Ey,2(uq) = Vect(a).

Sib € Imu, alors il existe x € E tel que b = u(x).

Puisque u est non nul, rg(u) > 1, et donc rg(u) = 1.

Ainsi, Im(u) est un sous-espace vectoriel de E de dimension 1, et b en est un vecteur non
nul, donc est une base de Im(u) : Im(u) = Vect(b).

Drautre part, on a u(b) € Im(u), et donc il existe un réel y tel que u(b) = pb : b est un
vecteur propre de u.

Et alors (x|u(x)) = (x|ux) = pl|x]l*.

Puisque (x|u(x)) > 0 par hypothése et que llx||> > 0, nécessairement y > 0.

Notons que 0 est valeur propre de u, et dim Eg(u) = dimE — rg(u) = dimE — 1.

Si on avait p = 0, alors Imu ¢ Keru, de sorte que u® = 0, et la seule valeur propre de u
serait 0.

Mais u étant diagonalisable, cela signifierait que la matrice de u dans une base de vecteurs
propres serait nulle, et donc u = 0. Ainsi, on a y > 0.

Et donc E = Ey(u) ® E,(u) = Eo(u) & Vect(b).

Soit donc (”Ib]”
base orthonormée de Vect(u) et d’une base orthonormée de Eo(u) = Ker(u).

Si x € E, nous savons que les coordonnées de x dans cette base orthonormée sont obtenues

une base orthonormée de E obtenue par concaténation d’une

via
b b =
_ (x‘m) i ;(xki)ei.
Et donc
) ED
40 = e Z( 0 L8 = e

Nous venons de prouver que pour tout x € E,

_ AN
) = Db = (‘ubnb) e

Et donc, en posant a = b qui est non nul car b # 0 et p > 0, on a u(x) = (x|a)a = uq(x).

lI]]
Et donc u = u,.

Nous venons de prouver que ¢ est surjective, puisque tout u € T(E) est dans 'image de ¢.
En revanche, @ n’est pas injective, car si a # 0, alors o(a) =

ug(x) = (xla)a = (x|(=a))(—a) = u_q(x).
Par linéarité de f, ona
foua(x) = f((x|a)a) = (x|a)f(a).

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR

¢(—a) puisque pour tout x € E,

o

a est une base de Vect(a)
et donc ﬁ est une base

orthonormée de Vect(a).

! Car nous nous sommes
placés dans une base ortho-
normée.

u étant non nul, son rang
est supérieur ou égal 3 1. Et
donc si u € T(E), nécessaire-
ment rg(u) = 1.

£ Danger !
Une erreure grossiere aurait
été de dire «g est surjective,
donc injective.»
En effet, rien n’indique que
¢ soit linéaire, ni méme
que T(E) posséde méme
dimension que E. D’ailleurs
T(E) n’est méme pas un
espace vectoriel !
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a p
Notons F = Vect(a), de sorte que Tdl forme une base orthonormée de F.

all
a . )
Posons alors e; = —, et soit (e, . . ., e,) est une base orthonormée de F*.
llall ,
Alors B = (e1, e, . . ., e,) est une base orthonormée? de E. Car concaténation d’une
Or, pour x € F*, on a u,(x) = 0 et donc f o ug(x) = 0. base orthonormée de F et

d’une base orthonormée de

Et donc la matrice de f o u, dans la base orthonormée % est de la forme L

* 0 0
Matg (foug)=| *
* 0 0

La base %8 étant symétrique, f o u, est symétrique si et seulement si Matg (f o u,) est une
matrice symétrique.

On constate que c’est le cas si et seulement si elle est diagonale, c’est-a-dire si et seulement
si e; est un vecteur propre de f o u,.

Et puisque a est colinéaire 2 ey, c’est le cas si et seulement si a est un vecteur propre de
foug.

Enfin, puisque f o uq(a) = f(a), c’est le cas si et seulement si a est un vecteur propre de f.
La matrice de f o u, exhibée 4 la question 3.b prouve que f o u, est de rang au plus 1.
Drautre part, nous savons déja qu’il est nécessaire que a soit un vecteur propre de f, ce que
nous supposons dans la suite. Notons alors A la valeur propre de f a laquelle a est associé.
Alors tout vecteur x de E s%écrit de maniére unique x = pa +y, otla € Rety € F-.

Et alors

(f o ua(x)lx) = (pAalpa +y) = Ap*(ala) + A (aly) = ApPllal.

Pour que ceci soit positif pour tout x, il faut et il sufhit que A > 0.

Ainsi, f ou, € T(E) si et seulement si a est un vecteur propre de f, associé a une valeur
propre positive ou nulle.
Pour x € E, on a u, o up(x) = (up(x)|a) a = (x|b)(alb)a et up, o uy(x) = (x|a)(alb)b.
Ainsi, si ug et up commutent, alors soit (a|b) = 0, soit pour tout x € E, (x|[b)a = (x|a)b.
En particulier, pour x = a, on doit alors avoir [lal|* b = (alb)a.
——

>0
Et donc a et b sont colinéaires.

Inversement, si (alb) = 0, alors on a évidemment u, o up = up © u,, et si a = Ab, alors pour
tout x € E, (x|b)a = (x|b)Ab = (x|Ab)b = (x|a)b, et donc u, et u, commutent.
Ainsi, u, et u, commutent si et seulement si a et b sont orthogonaux ou colinéaires.

O

L’encadrement de la question 3.a de 'exercice qui suit est trés trés classique, la quantité encadrée s’appelant quotient de

Rayleigh.

Encadrement des valeurs propres des solutions d’un équation matricielle

Soit n un entier naturel supérieur ou égal 4 3. On identifie un endomorphisme f de R” 4 sa matrice M dans la base
canonique et on note donc, par abus de notation, Ker(M) au lieu de Ker(f).
Autrement dit, Ker(M) = {X € M, 1(R) : MX = 0}.
On note J, la matrice de /#,(R) dont tous les coefficients valent 1, et on considére le sous-ensemble & de 4, (R)
défini par

F={AcMy,R): A+'A= ], - I }.
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1. Déterminer le spectre de J,.
2. Soit A une matrice appartenant 2 . On suppose que le rang de A est inférieur ou égal a n — 2.
(a) Montrer que Ker(J,) N Ker(A) # {0}.

(b) Soit X une matrice colonne non nulle de /, 1(R) appartenant 2 Ker(A) N Ker(J,).
Evaluer de deux maniéres différentes ‘X (A + YA)X et en déduire une contradiction.

(c) Quelles sont les valeurs possibles pour le rang de A ?

3. (a) Soit M une matrice symétrique de /,(R) et D = Diag(A1, Az, ...
aAaM,avec Ay < A < - < Ay

Etablir pour tout matrice colonne X non nulle de /#,, 1(R) 'encadrement suivant : A; <

, An) une matrice diagonale semblable

EXMX
XX

(b) En déduire que pour toute matrice A appartenant 3 F, les valeurs propres réelles de A sont dans

1 n-1
I'int lle |-= .
intervalle [ 375 ]

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.64

C’est assez classique, et il existe de nombreuses maniéres d’arriver au résultat.
Commengons par noter que les colonnes de J, sont toutes égales, et donc rg(J,) = 1, de
sorte que 0 est valeur propre de J,, avec un sous-espace propre de dimension n — 1.
Drautre part, J2 = nJ,, de sorte que X> — nX est un polynéme annulateur de J,, dont les
racines sont O et n.

Et donc si J, posséde une autre valeur propre, c’est nécessairement 7, avec un sous-espace
propre qui ne peut étre que de dimension 1.

Mais J, est symétrique, et donc est diagonalisable. Elle posséde donc nécessairement! une
autre valeur propre, qui est donc n.

Ainsi, Spec(J,) = {0, n}.

Supposons que Ker(A) NKer(J,) = {0}. Alors ces deux sous-espaces propres sont en somme
directe, et donc Ker(A) ® Ker(J,) est un sous-espace vectoriel de 4, 1(R) de dimension
dimKer(A) + dimKer(J,,) = n — rg(A) + n —rg(J») = 2n — 1 — rg(A).

Par hypothése, nous avons rg(A) < n—2, de sorte que, par le théoréme du rang, diim Ker(A)+
dimKer(J,) >2n-1-(n—-2)=n+1.

C’est trop pour un sous-espace vectoriel de 4, 1(R), puisque dim A4, 1 (R) = n.

Et donc nécessairement, Ker(A) N Ker(J,,) # {0}.

Si X € Ker(A), alors AX = 0 et donc ‘X‘A = (AX) = 0.

Par conséquent, ‘X(A + FA)X = 'X(AX) + (‘X' A)X = 0.

Drautre part, si X € Ker(J,), alors ‘X (J, — I,)X = -'XI,X = -'XX = -|IX|> < 0.

Et donc, s’il existe X non nul dans Ker(A)nKer(J,), alors on a simultanément *X(A + *A)X = 0
et 'X(A+"'A)X = 'X(J, — I,)X = —|IX|I* < 0, ce qui n’est pas possible.

Donc on ne peut pas avoir Ker(A) N Ker(J,) # {0}.

De ce qui précéde, on déduit que nécessairement rg(A) > n — 1, et donc rg(A) ne peut
valoir que noun — 1.

Puisque M est symétrique, il existe une base orthonormée? (X1, ..., X,) de A, 1(R) formée
de vecteurs propres de M. Et quitte 3 renuméroter ces vecteurs, on peut supposer que X;
est associé  la valeur propre 4;.

n
Alors, tout vecteur X non nul de /#, 1(R) s’écrit de maniére unique X = Z a; X;, ol
i=1
ai,...,a, ne sont pas tous nuls.
On a alors

n n n n n
EXMX = (X, MX) = < aiXi, Y a; MX; > = aia (X, X;) = Y a?h;.
Z i Z Jj Jj : 124t AT ASA SRt Z [ Add]

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1

[

A X;

n n n

Et d’autre part, IXX = <i o; X, zn: 0[ij> = Z Z aiaj(Xi,Xj) = Z Ct’iz.
i=1 j=1 i=1

i=1 j=1
On a alors

n n
MY al <IXMX <Ay Y el
i=1 i=1
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I De sorte que la somme des
dimensions des sous-espaces
propres soit égale 4 n.

Rappelons que la dimension
d’une somme directe est la
somme des dimensions.
Ceci n’est en revanche plus
vrai pour une somme qui
n’est pas directe.

2Pour le produit scalaire
canonique de A, 1(R).

Puisque (X1, . .., X;) est
orthonormée

0 sii#j

(Xi, Xj) = { o

1 sii=j
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EXMX
XX
Soit A € F, soit A € Spec(A) et soit X un vecteur propre de A associé a la valeur propre A.

Alors ‘X(A +'A)X = IXAX + (A X)X = 22|1X|?.
Drautre part, X (J, — )X = ‘X J,X — 'XI,X = XJ,X — [IX|%
XX
Etdonc 21+ 1 = >
1111
D’apreés la question précédente, en se rappelant que la plus petite valeur propre de J, est 0

1 n-1
et que sa plus grande est n, on a donc 0 <21+ 1 < n,etdonc A € [—— n ]

Et donc il vient bien A1 < < Ay

27 2

Projecteurs orthogonaux

Un calcul de projeté orthogonal

Soit E = R3[X] I'espace vectoriel des polynémes de degré inférieur ou égal 2 3.

On note H le sous-espace vectoriel de E engendré par les trois polynémes (X — 1)(X —2)(X —4), (X - 1)(X -3)(X —4)

et (X = 2)(X = 3)(X — 4).
1. (a) Justifier que H est un hyperplan de E.
(b) Trouver une forme linéaire dont le noyau est égal 3 H. Est-elle unique ?

2. On considére le produit scalaire sur E défini par

Y(P,Q) € E, (P,Q) = P(1)Q(1) + P2)Q(2) + P(3)Q(3) + P(4)Q(4).

Calculer, pour tout polynéme P € E, la projection orthogonale de P sur H*.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.65

Notons Py, P>, P3 les trois polyndmes engendrant H.
Alors la famille (P;, P, P3) est libre dans E. En effet, si A1 P; + A,P> + A3P(3) = 0, alors en
évaluant cette relation en X = 1, il vient A3 P3(1) = 0, et donc A3 = 0.

~——

)

On prouve de méme, par évaluation en 2 et en 3 que Ay = A, = 0.
Et donc (Py, P2, P3) est une base de H, qui est donc de dimension 3.
Puisque dimE = 4 = 3 + 1, on en déduit que H est un hyperplan de E.

I s’agit de remarquer que Py, P>, P3 sont tous les trois dans le noyau de ¢ : P+ P(4).
Et donc H c Ker ¢.
Mais puisque Ker ¢ est le noyau d’une forme linéaire non nulle!, c’est un hyperplan de E.

De maniére générale, nous
savons qu’un hyperplan est le

Et donc dim E = dim Ker ¢, de sorte que E = Ker ¢. noyau d’une forme linéaire.
Cette forme linéaire n’est pas unique, puisque 2¢ posséde le méme noyau de ¢. Mais il n’y a jamais unicité de

Il serait possible de déterminer H*, et d’en déterminer une base. Mais remarquons plutdt

cette forme linéaire, puisque
la multiplier par un scalaire

que Q = (X = 1)(X = 2)(X - 3) est dans H*. non nul ne change pas son

En effet, si P € H, alors noyau.

(P,Q) = P(1) Q(1) +P(2) Q(2) +P(3) Q(3) + P(4) Q(4) = 0.
S~ S~—— S~——
=0 =0 =0 =0
Et puisque dimH* = dimE — dim H = 1, Q forme donc une base de H*.

Et donc -2 est une base orthonormée de H *, de sorte que

ol

Q> o (PO

pHJ-(P):<P’@ Al

ol = olr ¢
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Projecteurs orthogonaux qui commutent

Soit n € N tel que n > 3. R" est muni de sa structure euclidienne canonique. Soient p, ¢ deux projecteurs de R”

orthogonaux. On supposer que p o g est un projecteur orthogonal.
1. Montrer que pog=gop.
2. Montrer que les valeurs propres possibles de p + g sont {0, 1, 2}.

Donner un exemple ot ces trois nombres sont effectivement valeurs propres de p + g.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.66

Notons A et B les matrices respectives de p et g dans la base canonique.

Puisque p et g sont des projecteurs orthogonaux, ce sont des endomorphismes symétriques,
et la base canonique étant orthonorméel!, A et B sont symétriques.

De méme, AB, qui est la matrice de p o q est symétrique.

Et donc “(AB) = AB & 'B'A = AB & BA = AB.

On en déduit que A et B commutent, et donc que p et ¢ commutent également.

Ona

(p+q—2id)o(p+q—id)o(p+q)=((p+q)2—3(p+q)+21d)°(P+q)
= ((p+9’ -3 +9* +2(p +9))

= (P’ +3p’0q+3poq’ +¢)-3(p° +2poq+q)+2p+2g

=p+q+6poq—-3p—6poq—3q+2p+2q=0

Et donc P = (X — 2)(X — 1)X est un polyndme annulateur de p + g.
Puisque les valeurs propres de p + g sont parmi les racines de P, on en déduit que les valeurs
propres possibles de p + g sont 0,1 et 2.

Soient p et g les endomorphismes de R dont les matrices respectives dans la base canonique

sont
1 0 O 0 0 0
A=|0 1 OJetB=(0 1 O0Of.
0 0 0 0 0 0

Alors il est évident que p et g sont des projecteurs car ils sont diagonalisables et ne possédent
que 0 et 1 comme valeurs propres, et sont symétriques car leurs matrices dans la base
canonique sont symétriques.

Ainsi, p et g sont des projecteurs orthogonaux.

Nous n’avons pas vraiment
utilisé le fait que p et g soient
des projecteurs, mais seule-
ment qu’ils soient symé-
triques.

Plus généralement, la compo-
sée de deux endomorphismes
symétriques est symétrique si
et seulement si ces deux en-
domorphismes commutent.

Puisque p et ¢ commutent,
on peut utiliser le binéme
de Newton pour calculer

(p+F.

0O 0 0
De plus,ona AB=| 0 1 0], et donc par le méme raisonnement, p o g est encore un
0O 0 0
projecteur orthogonal.
1 0 O
Enfin,ona A+ B =0 2 0, quipossede 0,1 et 2 comme valeurs propres, et donc
0O 0 O
Spec(p + q) = {0,1,2}.
]
La moyenne des puissances d’une contraction est un projecteur orthogonal
Soit (E, (-, -)) un espace euclidien muni de la norme || - || associée au produit scalaire, et u € £(E) vérifiant :

Vx € E, [lu(x)ll < [ix]|.

1. (a) Soit x un vecteur appartenant a Ker(u — id) N Im(u — id). Justifier qu’il existe y € E tel que :Vn €
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N, nx = u"(y) — y.
(b) En déduire que E = Ker(u — id) ® Im(u — id).

12
2. Onpose :¥peN, v, = 1 Z u¥, et on note w le projecteur sur Ker(u — id) paralléelement & Im(u - id).
k=0
Montrer que pour tout x € E, la suite (v,(x)),en converge vers w(x), c’est-a-dire que

Vx € E, lim [jv,(x) — w(x)|| = 0.
Pp—+00

3. Soit Q un projecteur de E, distinct de P'application nulle.
(a) Montrer que si Ker(Q) et Im(Q) sont orthogonaux, alors Vx € E, [|Q(x)l| < [lx]|.

(b) Réciproquement, on suppose que : Yx € E, [|Q(x)]| < [|x||. Soit x € Im(Q) et y € Ker(Q). En considérant
les vecteurs z = x + Ay pour A € R, montrer que {x,y) = 0.

(c) En déduire que projecteur Q non nul est orthogonal si et seulement si ¥x € E, [|Q(x)|| < [Ix]I.

4. En déduire que w est un projecteur orthogonal.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.67

Puisque x € Ker(u — id) = E1(u), on a u(x) = x.

Drautre part, x € Im(u — id), et donc il existe y € E tel que x = u(y) — y.
Et alors x = u(x) = u(u(y) - y) = v’(y) — u(y).

Puis en appliquant de nouveau u, x = u(x) = u3(y) — u?(y).

De proche en proche, on a donc, pour tout k € N*, x = u*(y) — u*~!(y).
Et alors pour n € N*,

n n

u"(y) -y = Z (uk(y) - ukfl(y)) = Zx =n-x.

k=1 k=1

Ce résultat est évidemment encore valable pour n = 0 car alors u"(y) = y.

Par le théoréme du rang, il est évident que dim E = dim Ker(u — id) + dim Im(u — id).
Il suffit donc de prouver que Ker(u — id) N Im(u — id) = {0g}.

Soit donc x € Ker(u — id) N Im(u — id), et soit y comme dans la question précédente.
On a alors pour tout n € N,

lInx]l = nllxll = llu" () = yll < [l @Il + llyll.

Mais nous savons' que [|u(y)|| < [|yll- !

Et donc [[u*(y)l| = [lu(u@)I < lu@)l < llyll- “
Une récurrence rapide prouve donc que pour tout n € N, [[u"(y)ll < [lyll-

Et donc nllx|| < [lyll + llyll < 2llyll.

Autrement dit, la suite (n||x||),en est bornée, ce qui n’est possible que pour [|x|| = 0 & x = 0.

Ceci prouve donc que Ker(u—id)NIm(u—id) = {0g} et donc que E = Ker(u—id)®Im(u—id).

C’est I'hypothése faite sur

Soit x € E. Alors, de maniére unique, x = x1 + x2, avec x; € Ker(u —id) et x, € Im(u —id).
On a alors w(x) = x1.
Dautre part, u(x) = u(x1) + u(x2) = x1 + u(x2), et plus généralement, u*(x) = x; + uf(x2),
P
1 k
de sorte que v, (x) = x1 + or1 kZOu (x2).

P
Et donc vp(x) — w(x) = 1% kZ:;) uk (x2).

Puisque x; € Im(u — id), il existe y € E tel que x> = u(y) — y.
Par conséquent, uk(x2) = w1 (y) — u*(y), de sorte que

1
. 1(u"”(y)—y)~

1 P
o) = = ;) (v ) - vk () =
Et donc
llop(x) = W)l = [[op (o)
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1
p+1
1
p+1
1
<
p+1
< 2|lyll
p+1p—>+oo

llu (y) =yl

<

(e W)l + Ilyll)

Uyl + iyl

Et donc on a bien v, (x) qui converge vers w(x).

Si Im(Q) et Ker(Q) sont orthogonaux?, alors pour tout x € E, il existe x; € Im(Q) et

x2 € Ker(Q) tels que x = x1 + x2, et Q(x) = x.
Et donc, par le théoréme de Pythagore,

2 2 2 2 2 2
llxll™ = It + 2l = [l + ezl = [l 17 > IQGOII

Et donc on a bien ||Q(x)|| < ||x]|.

Par hypothése, pour tout A € R, on a [|Q(x + Ay)|| < |lx + Ayl| © ||lx + Ay|* — [|x|*.
Or, |l + Ayl = Jlx|l? + 2A¢x, ) + A2yl

Et donc, la fonction A - A2|Ix|* + 2A¢x, y) = A(Allx]| + 2(x, y)) est de signe constant.
Ce n’est possible que si (x,y) = 0.

Nous savons déja d’aprés la question 3.a que si Q est un projecteur orthogonal, alors pour
tout x € E, [|Q(x)I < [lx].

Inversement, si Q vérifie pour tout x € E, [|Q(x)|| < |||, alors nous venons de prouver que
tout vecteur de Ker(Q) est orthogonal a tout vecteur de Im(Q). Et donc Ker(Q) ¢ (Im Q)*.

Comme de plus ona dim(Im Q)* = dim E-dim Im Q = dimKer Q, il vientKer Q = (Im Q)*.

Et donc Q est le projecteur orthogonal sur Im Q.

Par définition, w est un projecteur, et donc il s’agit de prouver que pour tout x € E,
IwOIl < l]l-

Or, pour tout p € N, [[w(x)l| = [lw(x) = vp(x) + 0, (0] < [[W(x) = 0p (Ol + [[vp()II-

Et

1 & 1 &
lop(l < — > I Gl < —= > llxll < lx]l.
P p+1 ;) p+1 ;)
Puisque lirP lw(x) — vp(x)ll = 0, il vient, par passage a la limite,
p—) {ee)

WOl < [lell-

Et donc w est un projecteur orthogonal.

Inégalité triangulaire.

2 Crest-a-dire si Q estun
projecteur orthogonal.

2 Danger !
Nous n’avons pas prouvé
Iégalité entre Ker(Q) et
(Im Q)*.
1l se pourrait encore qu'’il
y ait d’autres vecteurs dans
(Im Q)* que ceux de Ker Q.

o
Etude d’un endomorphisme de R”.
¢l
Soitn € N*. Onpose C =| : | € My 1(R) et A=1-C'C € Mp(R), ott C est un vecteur colonne non nul. On
Cn

confond ., 1(R) et R™.

On note f € £(R") 'endomorphisme de matrice A dans la base canonique de R”. On munit R” de son produit

scalaire usuel, et on note || - || la norme associée.

1. La matrice A est-elle diagonalisable ? Déterminer ses valeurs propres et les vecteurs propres associés.

2. A quelle condition sur C l'application f est-elle un projecteur ? Préciser alors de quel projecteur il s’agit.
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1
1=
3. Dans cette question, n = 4, et C = RN On note H le sous-espace vectoriel de R* d’équation x—y+z—t = 0.
-1
(a) Quelle est la dimension de H ?
1
(b) Soit U = (1) . Déterminer le réel a défini par a = inf{||lU — X||, X € H}.
0

La valeur a est-elle atteinte ? Si oui, préciser pour quel(s) vecteur(s) de H.

(c) Déterminer, dans la base canonique de R*, la matrice B de la projection orthogonale sur H.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.68

C% c1C2 ... C1Cp
c2Cq C% ... C2Cp
Remarquons que C'C =
2
ChCl CpC2 ... (&

Notons que A est symétrique, et que nous verrons plus tard qu’une matrice symétrique
réelle est nécessairement diagonalisable. Pour Iinstant, nous ne pouvons conclure sans
chercher les valeurs propres de A.

OnaAX =X © X - C!CX = X & C'CX = (1 = M)X.

Ainsi, A est valeur propre de A si et seulement si 1 — A est valeur propre de C'C et Ex(A) =
E1_5(Ct0).

On est donc ramenés A chercher les valeurs propres de C*C.

Mais toutes les colonnes de C*C sont proportionnelles, donc C est de rang 1, de sorte que 0
est valeur propre de C*'C et dim Eo(C'C) = n — 1.

De plus, si X est orthogonal, alors ‘CX = 0, et donc C*CX = 0.

On en déduit que Vect(C)* ¢ Eo(C'C). Mais ces deux sous-espaces ont pour dimension
n — 1, donc ils sont égaux : Eg(C'C) = Vect(C)*.

De plus, C!CC = C||C|I> = ||C|*C. Donc ||C||* est valeur propre de C'C.

Comme le sous-espace propre associé est de dimension au plus un, et que C est dans ce
sous-espace propre, on en déduit que Ejc2(C'C) = Vect(C).

Et donc C'C est diagonalisable car la somme des dimensions de ses sous-espaces propres
vaut n.

Et alors A est diagonalisable, avec pour valeurs propres 1 et 1 — [|C||* et

Ei(A) = Vect(C)* et E;_op(A) = Vect(C).

f est un projecteur si et seulement si ses valeurs propres sont 1 et 0. C’est-3-dire si et
seulement si [|C|| = 1 ou ||C]| = 0. Ce second cas est exclus car par hypothése, C # 0. . )

. . ] . _ direct. Inversement, si f
Donc f est un projecteur si et seulement si ||C|| = 1. . est diagonalisable et pos-
On a alors Ei(f) = Vect(C)* et Eo(f) = Vect(C), donc f est le projecteur orthogonal sur séde 0 et 1 comme valeurs

Vect(C)*. propres, alors il est annulé par
X(X -1)= X% - X, et donc
c’est un projecteur.

On connait déja le sens

H est le noyau de la forme linéaire non nulle (x,y,z,t) = x —y + z — t. Cest donc un
hyperplan de R*, et alors dim H = 3.

On sait que « est égal 4 [|[U — py(U)||, et que ce minimum est atteint uniquement en
X = pu(U).

Notons que H = Vect(C)*, et que C est de norme 1.

On peut donc appliquer le résultat de la question 2 :

1
1
pH(U)=(14—fCC)U=U—chU=U—<C,U>C=U—c=I 1 )
1

Toujours d’aprés la question 2, la matrice de py dans la base canonique est

301 -1 1
11 3 1 -

7 _cte_ L
A=L-c'c=-|5 | 53 |
1 -1 1 3
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Matrices et endomorphismes positifs

Un théme récurrent des sujets de concours, aussi bien a I'écrit qu’a I'oral, bien que rien ne figure explicitement au
programme a ce sujet, est I'étude d’endomorphismes (ou des matrices) symétriques positifs.

Il en existe plusieurs définitions (équivalentes), mais il s’agit des endomorphismes symétriques dont toutes les valeurs
propres sont positives, ou de maniére équivalentes, ceux tels que pour tout x, (f(x),x) > 0 (en termes de matrices : pour
tout vecteur colonne X, XAX > 0).

L’exercice suivant résume bien les méthodes classiques sur les sujet.

Matrices symétriques définies positives

On dit qu’une matrice symétrique M de /,(R) est définie positive si pour tout X € M, 1(R) non nul, “XMX > 0.
1. Soit M une matrice symétrique réelle. Montrer ’équivalence des quatre propositions suivantes :
i) M est définie positive.
ii) Les valeurs propres de M sont strictement positives.

iii) Il existe une matrice orthogonale P et une matrice diagonale D  coefficients diagonaux strictement
positifs telles que A = "PDP.

iv) 1l existe une matrice inversible L et symétrique telle que M = L?.

2. Soit A et B deux matrices symétriques réelles avec B définie positive. Par la question précédente, on écrit
B ="‘LL. Trouver une matrice C symétrique réelle telle que pour tout réel A, pour tout X € A, 1(R) :

AX = ABX si et seulement si CZ = AZ avec Z = LX.

3. (a) Montrer que l'application ® définie sur (M, 1(R))* par ®(X,Y) = 'XBY est un produit scalaire sur
J%n,l(R)'

(b) Montrer qu’il existe une base orthonormée (ey, . . ., e,) de A, 1 (R) pour ce produit scalaire et A1, ..., A,
réels tels que pour tout i € [1,n]], Ae; = A;Be;.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.69
Nous allons prouver que i) = ii) = iii) = iv).
Supposons que M est définie positive, et soit A une valeur propre de M et X un vecteur

propre associé. Alors
IXMX ='XAX = 2'XX > 0.

Or ‘XX = ||IX||*> > 0, donc A > 0.
Ainsi ii) est vérifié.

Supposons que toutes les valeurs propres de M sont strictement positives. Puisque M est
symétrique réelle, elle est diagonalisable en base orthonormée : il existe une matrice diago-
nale D et une matrice orthogonale P telles que M = PDP. Mais les coefhcients diagonaux
de D sont alors les valeurs propres de M et donc sont tous strictement positifs. Ainsi iii) est
vérifié et donc i) = ii).

Supposons iii) vérifié, avec D = Diag(A, .. ., A,), et posons Dy = Diag(Viy, . .., VAn).

Soit alors L = 'PDyP. L est inversible car ses valeurs propres sont VA1, ..., VA4, qui sont

tous non nuls car les A; le sont.

Drautre part, on a ‘L = *(*PDyP) = ‘P*Dy*(*P) = 'PD1P = L. Donc L est symétrique.

Enfin, L% = tpD|P*PD{P = tPD%P ='!PDP = M. La matrice P est orthogonale,
Donc iv) est vérifié. donc ‘PP = I.

Enfin, si on suppose que M = L? avec L symétrique inversible, on a, pour X € A, 1(R)
non nul :
EXMX = 'XL?X = 'X'LLX = }(LX)LX = ||LX]|]*.
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Mais L étant inversible et X non nul, LX # 0 et donc ||LX|]> > 0. Et donc i) est vérifié.
Ainsi, nous avons bien prouvé que les quatre propriétés sont équivalentes.
Notons qu’on a
AX = ABX & AX = M'LLX & 'L7'AX = ALX & 'L7'AL7'LX = ALX.
Donc si on pose C = 'L-1AL7', on a bien, quel que soit X € M, 1(R) et quel que soit A € R,
AX = ABX & CLX = ALX.
Il ne reste qu’a vérifier que C est symétrique, mais on a
fe=t¢LtAr ) =LA = AL = ¢

Il est facile de voir que I'application @ est bilinéaire.
Elle est symétrique car
Ici, on a noté (-, -) le pro-

duit scalaire canonique de

Mn,1(R).

O(X,Y)="XBY = 'X'LLY = (LX,LY) = (LY, LX) = &(Y, X).
Si X € M1 (R), alors
(X, X) = 'XBX = '(LX)LX = (LX, LX) = ||LX|]> > 0.

Enfin, si ®(X, X) = 0, le calcul précédent prouve que ||LX||?, et donc LX = 0. Puisque L est
inversible, c’est donc que X = 0.
Ainsi, @ est bien un produit scalaire sur 4, 1(R).

C étant symétrique, il existe une base de ., 1(R), orthonormée pour le produit scalaire

canonique et formée de vecteurs propres de C. Notons Xj, ... ., X,, une telle base, et notons
ej = L_1Xi.
Alors (eq, . . ., e,) est bien une base de ., 1(R), car image de la base X, ..., X, par 'auto-

L’image d’une base par un
isomorphisme est encore une
base.

morphisme X — L71X.
Si A; est la valeur propre de C associée a X;, alors, par la question 2,

CX; = AiXi =4 C(Le,) = Ai(Le,-) & Ae; = /1,'B€,'.

De plus, on a alors

0 sii#j
D(er,e;) = 'eBej = (L7 X;)' LLL™'X; = ' X, ("L M L)(LL ™)X, = 'X:X; = (X3, X)) = { v
1 sinon
Et donc ceci prouve que (ey, ..., ey) est une base orthonormée pour le produit scalaire
.
O

Produit de matrices symétriques positives.

Soit n > 2. On note &, 'ensemble des matrices symétriques de /4 ,(R). On note &,/ 'ensemble des matrices de
S» dont toutes les valeurs propres sont réelles et positives.

1. (a) SoitS € #,. Montrer que S € #;f & VX € M, 1(R), 'XSX > 0.

(b) Soit A € M ,(R). Montrer que S = 'AA € ¥}

c) Réciproquement, montrer que pour toute matrice S € ¥, il existe A € M ,(R) telle que S = *AA.

proq que p n q
2. Soient U et V deux matrices de /% ,(R).
a) Montrer que si O est valeur propre de UV, alors 0 est aussi valeur propre de VU.
q prop prop
(b) Montrer que les matrices UV et VU ont les mémes valeurs propres complexes.

3. (a) Soient S et T deux matrices de #*. Montrer que S + T € ¥,
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(b) F;F est-il un sous-espace vectoriel de &, ?

4. Soient S et T deux matrices de %,.

(a) A quelle condition nécessaire et suffisante sur S et T a-t-on ST symétrique ?

(b) On suppose que S et T appartiennent 3 &,F. En utilisant les questions 1.c et 2.b, montrer que toutes les

valeurs propres de la matrice ST sont réelles et positives.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.70

Supposons que S € #,7. Alors puisque S est symétrique réelle, elle est diagonalisable en base
orthonormée : soit X1, ..., X, une base orthonormée! de ./, 1(R) formée de vecteurs
propres de S, et soit A; la valeur propre de S associée 2 X;.

n
Pour X € M,,1(R), il existe donc ai, . . ., a, des réels tels que X = Z a;X;. Alors
im1

n n
tXSX = (thXj S( al—Xi)
i

1l
Nk
K
=
—
\'M:
RS
ot
2
S~—

[
R
Al V)
>
=
s

Inversement, supposons que pour tout X € M, 1(R), "XSX > 0. Soit A une valeur propre
de S et soit X € A, 1(R) un vecteur propre associé.
Alors {XSX = XX = A||IX]]%.
tXSX
Et donc? A = > >
111
Ainsi, toutes les valeurs propres de S sont positives, et donc S € &,F.

Il est clair que S est symétrique car 'S =’ (*AA) = 'AA = S.
Soit X € M, 1(R). Alors ‘XSX = ‘X' AAX = ! (AX) AX = || AX|* > 0.
D’aprés la question 1.a, S est donc dans &,

Soit S € ;. Alors S est diagonalisable en base orthonormée : il existe une matrice
diagonale D = Diag(4y, . .., A,) et une matrice orthogonale P telles que S = *PDP. Notons
que les A; sont tous positifs, puisque S € &,
Soit alors Dy = Diag(vV21, ..., VA,), de sorte que ‘D;D; = D? = D. Et donc en posant
A= D P, il vient

'AA="'P'D\D\P ="'PDP = §.

Si 0 est valeur propre de UV, alors UV n’est pas inversible, et donc I'une?® des deux matrices
U ou V n’est pas inversible.

Notons alors u et v les endomorphismes de R" dont les matrices respectives dans la base
canonique sont égales 3 U et V.

Il est classique que Im(v o u) C Im(v) et Ker(u) c Ker(v o u).

Donc si v n’est pas bijectif, il n’est pas surjectif, et donc Im(v) # R". On en déduit que
Im(v o u) # R" et donc v o u n’est pas bijectif.

Et si u n’est pas bijectif, Ker(u) # {0} et donc Ker(v o u) # {0}, de sorte que v o u n’est pas
bijectif.

Dans tous les cas, v o u n’est pas bijectif : VU n’est pas inversible, et donc 0 est valeur
propre de VU.
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pour le produit scalaire
canonique de /M, 1(R), qui
est défini par

(X,Y)="'XY.

Les X; étant deux 3 deux
orthogonaux, X;X; = 0si
i%j.

211Xl est non nul car il s'agit
d’un vecteur propre.

3 Au moins.

Pour un endomorphisme
d’un espace de dimension
finie, injectivité, bijectivité et
surjectivité sont équivalentes.
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Le cas de la valeur propre 0 vient d’étre traité, et 0 est valeur propre de UV si et seulement
si 0 est valeur propre de VU.

Soit & présent A € C* une valeur propre complexe non nulle de UV. Alors il existe
X € My,1(C) non nul tel que UVX = AX. Et donc VUVX = AVX.

Ainsi, si VX # 0, c’est un vecteur propre de VU associé 4 la valeur propre A.

Mais VX ne peut étre nul, car sinon on aurait AX = UVX = 0, et puisque A # 0, cela
impliquerait X =0, ce qui n’est pas le cas puisque X est un vecteur propre.

Ainsi, toute valeur propre complexe de UV est une valeur propre de VU. Et en échangeant
le role de U et V, on prouve la réciproque, de sorte que UV et VU ont exactement les
mémes valeurs propres complexes.

Puisque &, est un sous-espace vectoriel de M ,(R), S + T est encore symétrique.
Etsi X € M, 1(R), alors

EX(T +8)X = 'XTX +'XSX > 0.

Etdonc S+ T € &

Nous venons de prouver la stabilité de &} pour la somme, mais pas la stabilité par multi-
plication externe.
Et de fait : I, € &, mais —I, ¢ ¥, puisque sa seule valeur propre est -1 < 0.

On a !(ST) = 'T*S = TS, et donc ST est symétrique si et seulement si ST = TS, c’est-a-dire
si et seulement si S et T commutent.

Draprés la question 1.c, il existe deux matrices A et B de J(,(R) telles que S = "AA et
T = !BB.

Et donc ST = "AA’BB. Puisque d’aprés 2.b, les valeurs propres d’un produit de matrices ne
dépendent pas de l'ordre dans lequel on fait le produit, les valeurs propres de ST sont donc
celles de B AAB = *(AB)(AB).

Mais d’aprés la question 1.b, cette matrice est dans &, et donc toutes ses valeurs propres
complexes sont en fait réelles et positives.

Et donc toutes les valeurs propres complexes de ST sont réelles et positives.

Noyau de la somme de deux endomorphismes positifs

C ~_ EBRE

Une matrice a coefficients
réels peut étre vue comme
une matrice A coefficients
complexes (les réels sont les
complexes de partie imagi-
naire nulle), et donc il est
légitime de s'intéresser 2 ses
valeurs propres complexes.

Un bon moyen de prouver
que Py, est un sous-espace
vectoriel de /i ,(R) est de
remarquer qu’il s'agit du
noyau de 'endomorphisme
de M, (R) qui a M associe

M — M. Et donc comme tout
noyau, c’est un sous-espace
vectoriel.

A\ Attention !

On n’a pas dit pour autant
que ST € ¥} :cenestle
cas que si ST est symétrique,
Cest-a-dire si S et T com-
mutent.

Soient f et g deux endomorphismes symétriques d’un espace euclidien E, dont toutes les valeurs propres sont

positives ou nulles.
1. Montrer qu’il existe un endomorphisme symétrique ¢ tel que f = ¢>.
2. Montrer que Ker(f + g) = Ker(f) N Ker(g).

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.71

Puisque f est symétrique, il existe une base orthonormée de E formée de vecteur propres
de f. Notons % une telle base.

Alors la matrice de f dans cette base est D = Diag(1y, ...
propres de f (et donc sont positifs).

Soit alors A = Diag(VA1, ..., VA,), et soit ¢ I'unique endomorphisme de E dont la matrice
dans la base % est A.

Alors A? = D, et donc ¢? = f.

Drautre part, % est orthonormée, et A est symétrique, donc ¢ est un endomorphisme
symétrique.

,A,) ot les A; sont les valeurs

I est évident que si x € Ker f NKerg, alors (f + g)(x) = 0 et donc x € Ker(f + g).
Considérons a présent deux endomorphismes symétriques ¢ et i tels que f = ¢ et g = /°.
Soit alors x € Ker(f + g), de sorte que f(x) = —g(x).

Alors (x, f(x)) = —(x, g(x)). Soit encore

(x, 2 () = ~(x, ¥7()) & ($(x), p(x)) = = (x), Y(x)) & [$ = =y (x>
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La matrice d’un endomor-
phisme dans une base formée
de vecteurs propres est diago-
nale.
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Un carré est toujours positif, donc §/(x) = ¢(x) = 0, et donc en particulier, f(x) = g(x) = 0.
Ainsi, x € Ker(f) N Ker(g) et donc Ker(f + g) ¢ Ker(f) N Ker(g).
Puisque I'inclusion réciproque a été prouvée précédemment, on a bien Ker(f + g) = Ker(f) N Ker(g).

O

Endomorphismes antisymétriques

Les questions 1 et 2 de I'exercice qui suit prouvent les principales propriétés des endomorphismes antisymétriques (encore
une notion qui n’est pas au programme mais que 'on rencontre réguliérement). La derniére question est bien plus délicate,
avec une récurrence que l'on rencontre parfois (2 l'oral comme a 'écrit des parisiennes), qui porte sur la dimension d’un
espace vectoriel.

Matrice d’un endomorphisme antisymétrique dont le carré ne posséde qu’une valeur propre.

Soit E un espace euclidien de dimension n > 1 muni d’un produit scalaire noté (-, -).
Dans tout I'exercice, on considére un endomorphisme ¢ de E antisymétrique, c’est-a-dire tel que

V(x,y) € E2, (x, ¢(y)) = —(p(x), y).

1. Erablir les propriétés suivantes
(a) Pour tout x € E,on a : (x, ¢(x)) = 0.
(b) Im(p) = (Ker(p))™
(c) Soit F un sous-espace vectoriel de E. Montrer que si F est stable par ¢, alors F* est stable par ¢.
(d) Ker(p) = Ker (¢?), ot > = g 0 ¢.
(e) Le spectre de ¢ est soit vide, soit réduit a {0}.
2. Montrer que toutes les valeurs propres de ¢* sont négatives ou nulles.
3. Soit :
e F un sous-espace vectoriel de E de dimension p > 2.
e a un réel strictement positif.
. 3 un endomorphisme antisymétrique de F tel que u? = —a?idF, ot idF est I'endomorphisme identité
eF.

(a) On suppose que p = 2. Etablir I'existence d’une base orthonormale de F dans laquelle la matrice A, de

u est donnée par : A, = (2 —Oa).

(b) ATaide d’un raisonnement par récurrence sur p, montrer qu’il existe une base orthonormale de F dans

Ay (0) ... (0)

laquelle la matrice B, de u est de la forme : B, = (O) Aa )
: . . (0)
©) ... (0) A,

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.72
1.a. Soitx € E. Alorson a
(x, 0(x)) = —(@(x), x) = =(x, p(x)).
Et donc nécessairement, {¢(x), x) = 0.
1.b. Soit x € Ker¢ et y € Im(gp). Alors il existe z € E tel que y = ¢(z), et donc

(x,y) = (x,9(2)) = ~(p(x),2) = —(0p, 2z) = 0.
Donc Im¢ c (Ker(p))*". D’autre part, d’aprés le théoréme du rang,
dim Im ¢ = dim E — dim Ker(¢p) = dim (Ker(p))" .
Et donc Im(p) = (Ker(p))*.
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Soit x € F*. Alors, pour tout y € F, {x,y) = 0.

Ec alors, (p(x), y) = ~(x, p(y))-

Mais ¢(y) € F car F est stable par ¢, et donc (x, ¢(y)) = 0.
On en déduit que (p(x),y) = 0, et donc ¢(x) € F*.
Ainsi, F* est stable par ¢.

On a cléjﬁl1 , Ker(p) c Ker (472). ! Comme pour tout endo-
Soit x € Ker (¢?). Alors morphisme.

oGOl = (p(x), (x)) = ~(x,¢”(x)) = 0.

Et donc ¢(x) = 0 : x € Ker(p). Ainsi, Ker (¢?) ¢ Ker(¢).
On a donc bien prouvé que Ker(¢p) = Ker (¢?).

Il s’agit donc de prouver que la seule valeur propre possible de ¢ est 0.

Soit donc A une valeur propre de ¢ et x un vecteur propre associé.

On a alors, d’apres 1.a, 0 = (x, ¢(x)) = (x, Ax) = A|x|]*.

Puisque x # O, on a [|x||* # 0, et donc A = 0.

Ainsi, A est la seule valeur propre possible de ¢, et donc le spectre de ¢ est soit vide, soit
réduit a {0}.

Soit A une valeur propre de (pz, et soit X un vecteur propre associé. Alors
Ol = (p(x), p(x)) = —(x, 9*(x)) = —(x, Ax) = =Allx||.

eI _

Et donc A =
[l

. . . 1
Soit eq un vecteur unitaire de F, et soit e; = —u(eq).
a
1
Alors u(er) = aes, et u(er) = —u’(er) = —aey.
a

De plus, on a (ey, e2) = i<el, u(er)) = 0.

Donc (ey, e2) est orthogonale, et en particulier est libre : c’est une base de F. Enfin,

ol = — lu(en)l? = — (uler), uler) = ——(er, ub(en)) = ——(e1, —aer) = {er, 1) = 1.
(04 (04 (24 (04

Donc (ey, e2) est une base orthonormée de F, dans laquelle la matrice de u est

Notons que le résultat sous-entend que p = dim F est nécessairement pair.

Procédons donc A une récurrence sur la dimension p de F. Autrement dit, cherchons 2
prouver par récurrence sur p > 2 la propriété 2 (p) : «pour tout sous-espace vectoriel F de
E de dimension inférieure ou égale 4 p, et pour tout endomorphisme antisymétrique u de
F vérifiant u? = —a?idp, il existe une base orthonormée de F dans laquelle la matrice de u
est de la forme By».

La récurrence a été initialisée a la question précédente pour p = 2. Supposons donc que
9 (p) est vraie, et soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension inférieure ou égale 2
p + 1, et soit u un endomorphisme antisymétrique de F tel que u* = —a?idp.

SidimF < p, alors il n’y a rien a prouver : le résultat est directement dans I'hypothése de
récurrence.

SidimF = p + 1, choisissons, comme dans la question précédente, un vecteur unitaire e

1
de F et posons e; = —u(ey). Par G*, nous désignons ici

Posons alors G = Vect(ey, e2), de sorte que G est stable par u. Comme prouvé a la question le supplémentaire orthogo-

1.c, G* est également stable par u. Notons qu’alors dim G* = dim F—dimG = dimF-2 < r}al de G dans F, Clest-a-dire
I’ensemble de vecteurs de F

P . .. (et non de E), qui sont ortho-
Soit alors v : G* = G*, x — u(x) la restriction de u A G*. gonaux 2 tous les vecteurs de
Alors v est un endomorphisme de G*, qui est encore antisymétrique et qui vérifie g> = G.

2.
—a’idge.
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Par hypothése de récurrence, il existe donc une base orthonormée (es, . . ., e,) de G+ dans
A (0) ... (0)
| lle 1 ice d 0) A, . Cette matrice contient donc
aquelle [a matrice de g est | - : dim (G*) /2 blocs diagonaux
: . . (0) égauxa Ag.
©) ... (0) A,
Alors la famille (e1, ez, 3, . . ., €,) est une base orthonormée? de F, dans laquelle la matrice 2 Car concaténation d'une
Ay (0) ... (0) base orthonormée de G et
d’une base orthonormée de
(O) Ag . : . . N . Gt.
de u est , avec un bloc diagonal égal 2 A, de plus que la matrice de v.
©) ... (0) A
Ainsi, la propriété est vraie au rang p + 1, et donc est vraie pour tout p > 2.
]
L’exercice suivant nécessite une bonne compréhension du procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt :si (ey, ..., ep)
est une famille libre d’un espace euclidien E, alors le procédé de Gram-Schmidt nous permet de construire une famille
orthonormée (fi, ..., f,) a partir de (e1, ..., ;).
Si 'orthonormalité de (fi,.. ., f,) est généralement connue, de méme que les formules donnant les f; en fonction de

e;, on oublie trop souvent que cette nouvelle famille posséde une propriété supplémentaire : pour tout i € [1,n],
Vect(fi, ..., fi) = Vect(eq, .. ., €).

Endomorphismes antisymétriques trigonalisables

Soit (E, (-, -)) un espace euclidien et soit u un endomorphisme de E pour lequel il existe une base de E dans laquelle
la matrice de u est triangulaire supérieure.

1. Montrer qu'il existe une base orthonormée de E dans laquelle la matrice de u est triangulaire supérieure (on
pourra penser au procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidr).

2. On suppose de plus que pour tout x de E, (u(x),x) = 0.
Montrer que Y(x,y) € E2, (u(x),y) = —(u(y), x). Que peut-on dire de u ?

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.73

Soit (ey, . . ., e,) une base de E dans laquelle la matrice A = (a;,j)1<;, j<n de u soit triangulaire

supérieure.

C’est le cas si et seulement si pour tout j € [1,n]], u(e;) € Vect(ey, .. ., €)).

Soit alors (fi, . . ., f») la base orthonormée obtenue en appliquant le procédé d’orthonor-

malisation de Gram-Schmidt 2 la base (ey, . . ., e,).

On sait alors! que pour tout j € [1,n], f; € Vect(ey, ..., e;). Et donc par linéarité de u, ! Voir la remarque précédant
u(f;) est combinaison linéaire de u(ey), . .., u(e;). Pexercice.

Mais comme il a été dit précédemment, pour tout i € [[1, ],
u(e;) € Vect(eq, ..., e;) C Vect(eq,...,e;) = Vect(fi,. .., fj)-

Et donc u(f;) € Vect(fi, ..., fj), de sorte que la matrice de u dans la base orthonormée
(fiy.-.s fn)est triangulaire supérieure.

Soient x, y € E. Alors, 'hypotheése faite sur u implique que
(ux+y),x+y)=0o (ulx)+u(y),x+y)=0.
Mais par bilinéarité du produit scalaire, on a donc

(u(x), x) +u(x), y) + (u(y), x) + (u(y),y) = 0.
~—— ——
=0 =0

Soit (u(x), y) = —(x, u(y)).
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(i, - - -, fn), tout vecteur x
Mais si on note B = (b; ;)1<i,j<n la matrice de u dans la base orthonormée obtenue précé- se décompose sous la forme
demment, on a b; ; = (u(f)), f;)- n
En particulier, pour tout i € [1,n]], bi; = (u(fi), fi) = —(fi, u(f;)) = —bi.; et donc b; ; = 0. x= ;<x’ﬁ>ﬁ-

Pour i # j, alors soit i > j, et alors b; ; = 0 car la matrice B est triangulaire supérieure, soit

i <j, et alors Or, b;, ; est précisément la

coordonnée de u(f;) en f;.

bij = (u(fj), fi) = —(fj,u(e:)) = =bj; = 0.

Et donc tous les coefficients de B sont nuls, de sorte que u = 0.
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Une fonction continue posséde moins de points fixes que son carré

Soit f : R — R continue. On appelle point fixe de f tout réel x tel que f(x) = x.
1. Montrer que f admet un point fixe si et seulement si f o f admet un point fixe.

2. Montrer que le nombre de points fixes de f est inférieur ou égal a celui de f o f.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.1

Si x est un point fixe de f, alors (f o f)(x) = f(f(x)) = f(x) = x, donc x est un point fixe
de fof.

Donc déja, si f admet un point fixe, alors f o f admet un point fixe. Notons que la continuiré

de f ne nous a été d’aucun
utilité ici.

Inversement, supposons que f ne posséde pas de point fixe. Alors, la fonction x - f(x) - x

est de signe constant. En effet, si elle changeait de signe, par le théoréme des valeurs

intermédiaires!, il existerait x € R tel que f(x) - x = 0 & f(x) = x. !Bt cest ici que la continuité
Supposons donc qu’elle soit strictement positive, c’est-a-dire que pour tout x € R, f(x)—x > de f est indispensable !
0& f(x)>x.

Alors pour tout x € R, f(f(x)) > f(x) > x. Et donc f o f n’admet pas de point fixe.
De méme, si Vx € R, f(x) < x, alors pour tout x, f(f(x)) < f(x) < x, et donc f o f
n’admet pas non plus de point fixe.

Nous avons donc prouvé que f admet un point fixe si et seulement si f o f admet un point

fixe.

Nous avons prouvé précédemment que si x est un point fixe de f, alors c’est également un
point fixe de f o f.

Et donc f o f posséde au moins autant de points fixes que f.

Généralisation de la fonction W de Lambert
Soit & un réel strictement positif. Montrer que pour tout réel x positif, il existe un unique réel positif noté f(x) tel

que fx)ef ™) = x2,
Etudier ensuite la dérivabilité de f(x), et exprimer f’ en fonction de f le cas échéant.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 2.2 La fonction g : t + te’ est dérivable sur R, et
gt)=e' +te! =e'(1+1t)>0.
Donc g est strictement croissante sur R, avec g(0) = 0 et tlim g(t) = +oo.

—+400

Par le théoréme de la bijectionl, g réalise une bijection de R, sur lui-méme.
Et donc en particulier, pour tout x € Ry, il existe un unique f(x) tel que g(f(x)) = x* &
flx)ef @ = xe,

Pour a = 1, notons W(x) 'unique solution de te’ = x. Autrement dit, soit W la bijection
réciproque de g.
W) - %

W)
Puisque g est dérivable sur R,, avec une dérivée qui ne sannule pas, W est également
dérivable, avec

Alors pour tout x € Ry, W(x)e"™® =x o e

1 1 _ W
gWx)  (1+Wx)eV®  x(1+W(x)

W'(x) =

Dans le cas ot a est quelconque, on a f(x) = W(x%), qui est donc dérivable sur R} car
composée de fonctions qui le sont. Et on a alors

We o )
x¢(1+W(x®)  x1+ f(x)

f(x) = ax® W (x%) = ax®!

Il reste donc juste 2 étudier la dérivabilité de f en 0.

Sia > 1, alors x — x* est dérivable en 0, de dérivée nulle, et donc f7(0) = 0.

Enfin, si @ < 1, alors x - x% n’est pas dérivable en 0. Et donc f ne I'est pas non plus, car si
elle Iétait, x* = f(x)e/ ™ le serait également par opération sur les fonctions dérivables. o

Non annulation de fonctions vérifiant une équation fonctionnelle.

V'S

1 g étant dérivable, elle est
continue.

— Astuce
Rappelons qu’il existe une
formule pour la dérivée d’'une
bijection réciproque :

1
FrF1)
qui se retrouve facilement en

dérivant la relation

FF ) = x.

(F) =

Soit f une application de R dans R, continue sur R et telle que ¥(x,y) € R?, f(x + y)f(x - y) = f(x)*.
On suppose que f n’est pas la fonction nulle et on se propose de montrer que f ne s’annule pas sur R.

1. Montrer que f(0) n’est pas égal a 0.
2. Soit a € R tel que f(a) = 0. Montrer que f (g) =0.

3. Conclure. Donner un exemple de telle fonction

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.3
Puisque f est non nulle, il existe x € R telle que f(x) # 0. Et alors

fa+0f(x=x) = f(x)? & f2x0)f(0) = f(x)* #0.

Et donc en particulier, f(0) # 0.
Supposons que f(a) # 0. Alors

s(5+5)1(5-3)=1(5) = saro=r(5) @o=r(3)"
Et doncf(g) =0.

Supposons par I'absurde qu’il existe a € R tel que f(a) = 0.
Alors par la question précédente, f (%) = 0. Et donc f (%) = 0. Et une récurrence rapide

1. ’ . 7 ’ a
utilisant le résultat de la question précédente prouve que pour tout n € N, f (2—n) =0.

. a o .
Mais 5w 0, et par continuité de la fonction f en 0
n—+oo

£(0) = lim f(zi’n)z lim 0 =0.

n—+oo n—+oo
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Ceci contredit le résultat de la question 1, et donc notre hypothése n’est pas valable : il
n’existe pas de réel a tel que f(a) = 0, la fonction f ne s’annule donc pas sur R.

Un exemple de telle fonction est par exemple donné par la fonction x — e puisque

XY XY — e2x — (ex)Z )

Théoréme de Rolle et conséquences

Une suite définie par une équation implicite

Abordable en premiére année :

n
Pour tout n € N*, on pose P,(X) = H(X - k).
k=0
1. Montrer qu’il existe un unique réel r, €]0, 1] tel que P)(r,) = 0.
Pi) _
Pp(x)

|
Z . En déduire lim r,.
P x—k n—+co

2. Montrer que pour x ¢ [0, n],

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.4

La fonction P, est polynomiale, donc dérivable, et elle vérifie P,(0) = P,(1) = 0.

Donc par le théoréme de Rolle, il existe un réel r,, €]0, 1] tel que P},(r,) = 0.

Toutefois, le théoréme de Rolle ne saurait en rien garantir 'unicité d’un tel r,,.

Pour cela, notons que P;, est un polynéme de degré n, puisque P, est de degré n + 1. 11
posséde donc au plus n racines.

Le méme raisonnement que précédemment montre que P}, posséde! une racine dans ]0, 1, ! Au moins.

une dans ]1, 2[, etc, une dans Jn — 1, n[.

Ce qui fait déja au total n racines, soit le nombre maximal possible. Donc P}, possede

exactement une racine dans chacun de ces intervalles, et en particulier une unique racine A Attention !
dans 10, 1].

P, n’est pas de signe

P! (x .
Notons que n(*) est la dérivée de x — In(|P,(x))). constant, et change de signe
P,(x en0,en 1, en 2, etc.
n n On n’oubliera donc pas la
Mais In (|P,(x)|) = ln(l_[ e — k|) = Z In|x — k| valeur absolue.
k=0 k=0

Et donc en dérivant, ce qui est possible sur R\ [0, n], il vient :

P’ 51
VYx ¢ [0, n]), P”X; = Z o
n k=0

En particulier, en évaluant cette relation en ry,, il vient

P;l(rn)_ c 1
O_Pn(rn) _Zrn_k‘

k=0
(T |
Et donc — = .
o k—rn
Mais pour tout k > 1, puisque r, €]0,1[,ona k-1 <k-r, <k.
1
Et donc P
-rm k N On a reconnu les sommes
P 3 1 1 partielles de la série harmo-
ar consequent, . s Z K nique. Puisque cette série
n k=1 diverge et est A termes po-
n
1 sitifs, ses sommes partielles
Mais puisque Z — — +00.,0nen déduit que — — +ooetdoncr, — O.
puisq P k n—+oo ’ q Fp n—+oo L tendent vers +co.

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR M. VIENNEY


http://www.ecs2-fauriel.fr

104 CHAPITRE 2 : ANALYSE

L’équation P(x) = e*, P € R[X] n’admet qu’un nombre fini de solutions.

Abordable en premiére année :

Soit P € R[X]. Montrer que 'équation P(x) = e* posséde un nombre fini de solutions.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.5 Notons qu'il se peut tout 2 fait que I'équation n’admette
aucune solution, par exemple si P(X) = —1 ou P(X) = —-X2.

Si P est de degré 0 (c’est-a-dire un polynéme constant), alors par injectivité de I'expo-
nentielle, I'équation admet au plus une seule solution. Plus précisément, elle admet une
solution si P est strictement positif, et aucune solution sinon.

Montrons par récurrence sur n = deg P que I’équation P(x) = e admet au plus n + 1
solutions.

Pour n = 0, nous venons de prouver le résultat.

Supposons le résultat vrai pour tout polynéme de degré n, et soit P € R[X] de degré n + 1.
Soit alors ¢ : x - P(x) — e*.

Supposons par 'absurde que ¢ s’annule strictement plus de n + 2 fois.

Alors d’apreés le théoréme de Rolle (¢ est dérivable sur R), ¢’ s'annule au moins n + 1 fois.
Mais ¢’(x) = P’(x) — €%, et donc ¢’(x) = 0 & P’(x) = e*.

Or P’ est un polynéme de degré n, donc I’équation P’(x) = e* possede au plus n + 1 Nous avons en fait prouvé
un peu mieux que le résultat

solutions. .

5 sd | luti demandé :’équation admet
Donc P(?c) = e* possede au plus n + 2 so utlons.' . au maximum deg(P) + 1
Par le principe de récurrence, le résultat est vrai pour tout polyndme a coefhicients réels. solutions.

Plus rapide : nous avons ici donné une majoration du nombre de solutions, mais il était possible
d’aller bien plus vite si on souhaite juste prouver qu’il existe un nombre fini de solutions.
Si P(x) = €* posséde une infinité de solutions, alors la fonction ¢ : e* — P(x) s'annule une infinité

de fois. Donc sa dérivée également’, donc sa dérivée seconde aussi, etc. ! Cest encore le théoréme de
Or en dérivant plus de deg(P) fois, on arrive a la conclusion que e* s'annule une infinité de fois, ce Rolle.
qui est absurde. o

Rappelons qu’une fonction T-périodique est une fonction telle que pour tout x € R, f(x + T) = f(x). De tels exemples de
fonctions sont donnés par les fonctions trigonométriques : sin et cos sont 2n—périodiques.
Aucune connaissance n’est exigée sur le sujet

La dérivée d’une fonction périodique f s’annule au moins autant de fois que f.

Abordable en premiére année :

Soit f une fonction T-périodique, T > 0, dérivable sur R.
On supposer que f s’annule en p points distincts x; < xp < - -+ < x,, de [0, T[.

Montrer que f’ sannule en au moins p points distincts de [0, T[ et distincts de x4, ..., xp.
SOLUTION DE L’EXERCICE 2.6 Par le théoréme de Rolle!, pour tout i € [1,p — 1], il ! Qui s'applique puisque £
existe y; €]x;, x;11[ tel que f’ sannule en y;. est dérivable et que f(x;) =

Drautre part, f(x,) = f(x1 +T), et donc f” s'annule en un point y, €]x,, x; + T[. feiv).

Siy, € [0,T[, alors on a bien trouvé p points de [0, T[, distincts des x; en lesquels f
s’annule.
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’ \
7 \
Vs \
’ \
/, \
Y1 Y2 m Y4 T |
‘ ‘ ‘ — .
/41 x. 3 x\/xf+T \
\
\\

FIGURE 2.1 — Le cas le plus favorable : celui ot y,, est dans [0, T[.

Sinon, il s’agit de noter que f” est également T-périodique. En effet,

fetT+h) = f+T) . fle+h) - f(x)
h

h h—0

f/e+T) = lim = /).

Et donc on a également f'(y, — T) = 0, avec y, — T € [0, T[, car y, € [T, x; + T], de sorte
que y, — T € [0, xq].

Et donc f’ sannule en y, - T < y; < ---,y,-1, qui sont tous dans [0, T[, et tous distincts
des x;.
e T N
‘ \
/ \
\
A}
ys - T Y1 Y2 Y3 /T Y4 N
; ; ; ; ; ; <
x 2 x3 4 x; T
\\
\
AY
\
\\

FIGURE 2.2 — Le cas ol y,, n’est pas dans [0, T[.

Remarque : il se peut toutefois que f sannule strictement plus de fois que f dans linterualle
[0,T[ :il n’y a pas forcément une seule solution de f'(x) = 0 entre deux solutions de f(x) =

f\ M\

FiGURE 2.3 — Une fonction telle que f’ sannule 4 fois dans [0, T[ alors que f ne s’y annule que deux fois.

O

Fonctions convexes/concaves

Majoration de la moyenne d’une fonction concave.

Abordable en premiére année : v

On consideére une fonction f deux fois dérivable sur [0, 1] telle que pour tout x € [0, 1], f(x) < 0.

1
1 1
Montrer que f f)de < f (5) On pourra commencer par le cas oir f’ (5) =0.
0
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SOLUTION DE L’EXERCICE 2.7
1
e Commengons par supposer que f” E) =0.

1

Puisque f est concave', sa courbe représentative est située sous ses tangentes. Et en parti- !'Sa dérivée seconde est

1 1 1 négative.
culier sous la tangente en x = 3> qui est la droite d’équation y = f” (5) x+f (5)
=0
1
Et donc pour tout t € [0,1], f(t) < f (5)
i 1oy 1
Et alors par croissance de I'intégrale, f fH)dt < f f (5) dt=f (5)
0 0
f(1/2)
— [
Tangente
12 1
FIGURE 2.4 — La fonction f est située sous sa tangente en x = 1/2.
1 . . s
e Passons a présent au cas général, et posons h(x) = f(x) — f' | = | x. Ajouter une fonction affine 2
2 une FOnCtion ne Change paS

La fonction h est alors deux fois dérivable et h”’(x) = f”(x) < 0. sa convexité/concavité. En

1 1 1 effet, les fonctions affines sont
D’autre part, h (—) = f’ (—) -f’ (—) =0. des fonctions qui sont a la fois

2 2 2 convexe et concaves.

1
I est donc possible d’appliquer ce qui a été fait plus haut 3 la fonction h : f h(t)dt < h (1)
0

2
[/ son-r (3303

1
et doncf; f(t)dt <f(%) O

Soit encore

L’inégalité de la premiére question de I'exercice suivant est vraiment un grand classique.

Autour de I'inégalité In(x) < x — 1.

Abordable en premiére année : v

1. Soit u > 1. Comparer In(u) et u — 1.
2. Soit f € €'(R4,R,) telle que £(0) = 1 et pour tout x > 0, f(x) > 1.
Montrer que pour tout x > 0,

) 1
f(x)>m:f(x)>1+\/§.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.8

La fonction In est concave sur R, et donc est située en dessous de ses tangentes.
Or I’équation de sa tangente en x = 1 esty = x — 1.
Et donc on en déduit que pour tout u > 0, In(u) < u — 1.
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Puisque f est a valeurs supérieures a 1, In(f(x)) est positif, et donc pour tout x > 0, on a

f'@)In(f(x) > 1.

Mais alors pour tout x > 0, par croissance de I'intégrale,
f FOIn(f@)dt > f 1dt = x.
0 0

Nous reconnaissons que x - f/(x)In(f(x)) est la dérivée de x %(ln(f(x))){ et donc
que
* 1 1
f FOIn(f(t)dt = [5 lnz(f(t))] = 5 ().
0 0
On en déduit donc que In*(f(x)) > 2x.
D’aprés I'inégalité de concavité de la premiére question, pour tout x > 0, In(f(x)) > f(x)—1
et donc!, an(f(x)) > (f(x) - 1)2. Bl s’agit de nombres positifs.
On a donc

(Fx) =12 =22x= f(x) = 1> V2x = f(x) > 1 + V2x.

Certains exercices nécessitent d’avoir les idées claires sur la définition de la convergence d’une suite.
Rappelons que lim wu, = ¢ si et seulement si
n—+oo

Ve>0,AN e Ntelquen > N = |u, — (| < e.

Suites sous-additives, lemme de Fekete et chemins auto-évitants
Abordable en premiére année : v

Soit (uy)n>1 une suite réelle vérifiant pour tous n, m entiers naturels non nuls,

Umtn S Up + Up,.
. Uk
On pose, pour tout n € N*, v, = min_—.
ke[l,n] k
1. Montrer que la suite (v,)n>1 admet une limite ¢ dans {—co} UR.
2. Montrer que pour tous n, m entiers naturels non nuls, on a u,,, < mu,.

3. On suppose dans cette question que ¢ ne vaut pas —oo. Soit e > 0.

q u
(a) Montrer qu’il existe m € N tel que — < £ +e.
m

(b) En utilisant la division euclidienne de n par m, montrer que la suite (—") converge vers ¢ lorsque n
n/nx1
tend vers +oo.
4. Dans la suite, on appelle chemin sans croisement de longueur n toute suite Mo, M, . .., M, de points du plan a

coordonnées entiéres vérifiant :
i) My = O (origine du plan)
ii) pour tout i € [0,n — 1], la distance entre M; et M;, est égale a 1.
iii) pour tout i # j, ona M; # M;.
On note N, le nombre de chemins sans croisement de longueur n.
(a) Montrer que N, < 4.

(b) Montrer que pour tous n, m entiers naturels non nuls, N+, < NyuNp.
(c) Quelle relation vérifie la suite u, = In N, ?

(d) En déduire que la suite (N,l/ ")n converge.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 2.9

La suite (v,) est décroissante puisque le minimum définissant v, porte sur n + 1 termes,
dont ceux définissant v, donc v,41 < vy.
Par le théoréme de la limite monotone, soit elle est minorée et admet alors une limite finie,

soit elle tend vers —oo.

Fixons n € N* et prouvons le résultat par récurrence sur m. Pour m = 1, c’est évident.
Supposons que U, < muy,. Alors

Umst)n = Umn+n < Umn + Un < Mup + up < (M + Dup,.

Donc par le principe de récurrence, pour tout m € N*, up,, < mup.

Puisque v, — ¢, il existe N € N* tel que pour n > N, v, — €| < ¢, et donc en particulier,

n—+oo

o, — € < &

En particulier, pour n = N,onaovy < { +e.

o LU g u
Mais puisque v, = min - il existe m € [1, N] tel que == < £ +e.
m

ke[1,N]

Soit n > m. Notons alors n = a,m + b, avec b, < m.

On a alors

Un = Ug,mtb, S Ug,m + Up, S AnlUm + Up,, .

Et donc

Un _ Qn Up
— < — Uy + —.
n n

Mais si on note M = max(|u1, [uz], . . ., [um—1]), alors on a [up, | < M.

ubn
Et donc

(o]
Ainsi, il existe N € N tel que pour n > N,

M .
< —, de sorte que lim
n n—+

Up,
n

=0.

b
~ <¢
n

, ap, _ 1
D’autre part,onaaym < net donc £ > — et donc pour n = N,
n m

Un  Up

Uy < —+—<l+e+e=~C+2e.

m n

u
Enfin, pour tout n € N,ona — > v, > L.

n

Nous venons donc de prouver que pour tout ¢ > 0, il existe N € N tel que pour n > N,

u
(<L <lre=
n

u
—"—€|<£.
n

. u
Ceci prouve donc que — — ¢.
n

n—+oo

Avant de démarrer une question, il faut s’assurer qu’on a bien compris la définition qui est
donnée. Un chemin sans croisement est une succession de points de 72 telle que la distance
entre deux points successifs soit égale 4 1. Or, les seuls points de Z2 situés A distance 1 d’un
point A € Z? sont les points qui sont 2 gauche, a droite, en haut et en bas de A.

Enfin, la derniére condition signifie qu’un chemin ne passe jamais deux fois par le méme

point!.

0]

FiGure 2.5 — Quelques exemples de chemins sans croisements.
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— Méthode

1 Lorsqu’on nous demande de
prouver l’existence d’une li-
mite, mais qu’on ne demande
pas la valeur de cette limite,
le théoréme de la limite mo-
notone doit étre le premier
réflexe, et donc il faut penser
A étudier la monotonie de la
suite.

Détails
La suite(v,,) est décroissante,
{ donc tous ses termes sont
supérieurs ou égaux a sa
limite.

Tce qui explique le terme
«sans croisement»,
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Puisque les points d’un chemin doivent étre 2 coordonnées entiéres, et que la distance
entre deux points successifs doit étre égale 4 1, alors si M, = (a,b), il n’y a au maximum?
que quatre choix possibles pour M,11 : ce sont les points (a + 1,b), (a = 1,b), (a,b + 1) et
(a,b—1).

Et donc, on a N,41 < 4N, et une récurrence rapide3 prouve alors que N, < 4™.
Remarque : notons qu’il est en fait aisé de faire bien mieux : il y a 4 choix pour la position
de M, mais pour chacun des points suivants, il n’y a au maximum que 3 choix possibles,
puisqu’il n’est pas possible de revenir de la direction dont on vient.

Et donc M,, < 4x 3",

Si Mo, Mi, ..., Mpsn est un chemin sans croisement de longueur n, alors Mo, . .., M, est
un chemin sans croisement de longueur n.

Et Mp, Mys1, . .., Mpsm est un chemin de longueur m, qui satisfait aux axiomes ii) et iii),
mais pas a i).

Toutefois, si on impose l'origine d’'un chemin, que ce soit O ou n’importe quel autre point
ne change pas le nombre de chemins.

Il'y a N, choix pour le premier chemin de longueur n, et au plus N, choix pour le second

Mysm

2Lun (ou plusieurs) de ces
points peut déja faire partie
du chemin, et donc n’est pas

possible.

3 pour Pinitialisation, notons
que No = 1.

FiGURE 2.6 — Un chemin sans croisement de longueur n+m peut étre coupé en deux chemins sans croisement de longueurs

respectives n et m.

de longueur m.
Et donc Npyyn < NuNy,,.

En passant au logarithme, on a donc In(Ny4) < In(N,) +In(Np) © tpim < up + up,.

La suite (uy,) vérifie les hypothéses du début de I'exercice.

Puisqu’elle est positive, c’est également le cas de la suite (v,,), qui ne peut donc pas tendre
vers —oo. u

D’apreés les questions 1 et 3, 7" converge donc vers une limite .

Mais — = In (M},/ "), de sorte que, par composition par 'exponentielle, M,/" — .
n n—+oo

Si on a bien prouvé lexistence du nombre €, sa valeur exacte reste inconnue. Des simulations
informatiques permettent juste d’en donner une valeur approchée qui est 2.638.

Comparaison des vitesses de convergence de deux suites qui tendent vers 7.

Abordable en premiére année : v
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Notons qu’il y a strictement
moins de Ny, choix possibles
pour le second car certains
des chemins au départ de M,
vont croiser le premier che-
min de longueur n, de sorte
que la concaténation des
deux n’est plus un chemin
sans croisement.

M. VIENNEY


http://www.ecs2-fauriel.fr

110 CHAPITRE 2 : ANALYSE

Soit (uy)nen- la suite définie par uy = 2 et la relation de récurrence :

V2u,

VYn 21, uye =

Uun \2
1+ 1- (2—n)

* n .. T

1. Montrer que :VYn € N*, u, = 2"sin | —|.
2n
2. Déterminer la limite de la suite (u,)nen+.
3

3. Montrer que pour tout n € N*, on a |7 — up| < AUTh

4. Ecrire une fonction Scilab , n’utilisant pas la constante %pi, qui prend comme parameétre un entier g, et
retourne une valeur approchée de 7 3 1077 prés.

5. Soit p € N fixé. Montrer que lorsque n tend vers +oo, (u,) admet le développement asymptotique suivant

71.3 71,2p+1 1
=7- Fo (1)t — .
Un =T S an D Gy T x4 ne°+oo(4pn)

6. On définit une nouvelle suite (v,) par :
. 1
VYn e N*, v, = 3 (—un + 4upst) .

Montrer que la suite (v,) converge vers 7 et qu’au voisinage de +o0, ona : (vy —7) = 0 (up — 7).
n—+oo

7. Donner un équivalent de (v, — r) lorsque n tend vers +co.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.10

Montrons le résultat par récurrence sur n.
Pour n = 1, c’est évident car 2sin(x/2) = 2 = uy.

Supposons donc que u, = 2" sin (2%) Alors

V227 sin (£) o V2sin (%)
Unsl = =2t
Puisque % est dans [0, |
/ ; 1+ cos(Z que 57 , 5 s
\/1 +4/1 —sin? (%) 2n ) son cosinus est positif et donc
Une identité classique de trigonométrie est 1 —sin? (2%)
cos(2x) + 1 _ 2(£)= (l)
cos(2x) = 2cos’(x) - 1 & % = cos’(x). cos\om ) =% \5n )
En particulier, pour x = ——, on obtient
on+l
JT
1+ cos(3%) e (i)
2 2n )’
Et donc!, il vient ! Toujours par positivité du
) 0 sin (Zl") cosinus sur [0, %]
ntl =20 ————.
cos (5)

Or, nous savons que pour tout x, sin(2x) = 2sin(x) cos(x) et donc pour x = il vient

. T =0 T T
sin (F) = zSsin (_2n+1 ) COS (_2n+1 ) .

)=2"+1sin< d )
2n+1

. . (T
Par le principe de récurrence, pour tout n € N*, u,, = 2" sin (2_")

on+1’

Et donc on a bien u,41 = 2 X 2" sin (
2n+1
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T T s
Lorsque n — +co, = — O et donc sin ~ =,
2n n—o+ 2" n—+oo 2N
Apres multiplication par 2” onadoncu, ~ =, etdonc lim u, =rx.
n—+oo n—+oo

Appliquons la formule de Taylor-Lagrange a I'ordre 2 i la fonction sinus? entre 0 et 2% :

la dérivée troisieme de sin est la fonction — cos, qui est bornée par 1

.n(ﬂ) V4
simn|— |- —
2n 2n

En multipliant par 2, il vient donc

173

< —=.
31 (2n)?
T

(T
2" sin (—) < .
n 6 X 4n
Notons que nous ne voulons pas utiliser la commande %pi, puisque notre but est de calculer

une valeur approchée de x, sans utiliser la valeur que Scilab connait déja.
Pour cela, nous pouvons utiliser la majoration grossiére x < 4.

3

lun — 7| =

3
Et alors, si n est tel que T <1079, alors |u, — n| < 1079,
3 32 x 104 1 32
5 n

Ma1s6><4 <1077 4 >T n>%(qln(10)+ln(?)).
Le programme suivant convient donc

1 function u = approx(q)

2 we= 23

3 n=1 ;

4 while n<(gxlog(10)+Llog(32/3))/log(4)

5 u = sqrt(2)*xu/sqrt(1+sqrt(1-(u/2%n)*2)) ;

6 n = ntl;

7 end

8§ endfunction

Le développement limité de sinus a 'ordre 2p + 2 au voisinage de 0 de sin est

3 2+

S 1)p(z Tt

( 1)kx2k+1

p —
(x2p+2) — kZ:O W i xgo (x2p+2) '

, qui tend bien vers 0 lorsque n — +o0, on a

. x
sin(x) = x — 6

Donc en particulier, en remplagant x par — 2

2k+1

. e 2p+2
sin (2 ) Z( ) (2k + 1)] X (2n)2k+1 ,,_>+oo ((2n)2p+2)

Et donc apres multiplication par 2,

p 2k+1 2p+2
= ;) (2k + 1)! x 41k ¥ e ((2")213“ ) '
On a donc bien le développement voulu,

" 6! x 4n (2p + 1)l x 4Pn oo \ 2n(2p+1)

a I'exception du reste.

2p+2
Mais p étant fixé, la constante 72°*2 n’a pas d’importance, et donc o [——| =
n—+co \ 2n(2p+1)

1
- (2n<2p+1> )

Enfin, puisque est égale-

it6 néoliceable d !
» une quantité négligeable devant >

1
2n(2p+1) - n—>0+<>o (4Tp
1
ment négligeable devant YT

Et donc on a bien

- o2+ 1
e —T o [ —].
Un =T g% qn Qp+ )Ix 4" nteeo |\ 207
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2 Qui est bien de classe 6°.

Si on connait un peu plus de
décimales, on peut toujours

dire que 7 < 3.2 ou encore

T <3.15.

Ce développement limité
peut se retrouver par la for-
mule de Taylor-Young, 2
condition d’étre capable

de retrouver les valeurs de
sin(™(0), qui vaut

(-1)? sin=2p+1 estimpair
0 si n est pair

M. VIENNEY
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D’aprés ce qui précéde, on a

u ”3 + [0} !
n=T—— —
6X 4" notoo \ 47

et de méme ,

T N 1
Gx 41 ntieo\ 41

Et donc en sommant ces deux expressions,

4un+1 =41 —

1
Up =T+ . (4—n) .

Ceci prouve donc déja que lim v, — 7 =0, et donc lim v, = 7.

n—+oo n—+oo

3 3

- 1 - L.

comme d’autre part, u, — 7 = o |— ~ , on en déduit donc

Et d’aut t + déduit d
6 X 4n no+oo \ 47 | n—>+00 G X 47

que

- o (B)= o ()= o
w-n= o \ml= . 0 lgxam] = o un =)

I s’agit de pousser un ordre plus loin les développements limités utilisés 2 la question

précédente :
3 =

— T " + 1
n =70 6x4n  5lx42n n—>0+oo 42n

et
3 5 3
T T 1 T 1
4un+1 =451 — 6 % 47 + 51 42n+1 + n4>0+oo (—42n+1) =47 - —6 < 4" + n~>0+oo (E) .
Et donc
_ T 1 d 0
Up =T — x5 42 + n_>o+oo perg R e sorte que v, — 7 BT sor=ou s

Quelques commentaires :

Développement asymptotique d’une suite définie par récurrence

Abordable en premiere année :

Soit un réel xp > 0. On définit la suite (x,) par :¥n € N, x,41 = x, + —.
n

—+

1
On admet que ; P In(n).

1. Montrer que la suite (x,) est monotone et préciser sa monotonie.

2. Déterminer lim x,.

n—+oo

o - ozt L
3. Déterminer la nature de la série de terme général —.
Xn

: 2 2
4. Montrer que la suite (x4 — x;) converge.

— & Danger !
Les o ne se simplifient pas par
addition :
o(un) — o(un) = o(uy).

C’est 12 'une des nom-
breuses subrtilités de la no-
tation o.

Si deux suites u, et v, sont
équivalentes, étre négligeable
devant u,, signifie la méme
chose quétre négligeable
devant v,,.

5. Soit (ap) et (by) des suites de réels strictement positifs tels que a, ~ by et E an diverge.
n—+oo
n

n n
On admet qu’alors Z ar  ~ Z by.
n—+oo
k=0

k=0
2

. X s 1. ;.
(a) Montrer que la suite (—") converge et en déduire un équivalent de (x,).
neN*
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(b) Déterminer un équivalent de Z =
k=0 Xk

(c) Endéduirequexnz\/ﬁ(1+%ln—n+ 0 (ln_n))

n n—+oo n

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.11

Une récurrence immédiate prouve que pour tout n € N, x,, > 0, et donc xp41 — x, > 0, de
sorte que (x,) est strictement croissante.

Par le théoréme de la limite monotone!, (x,) converge vers une limite finie € ou tend vers
+00.
Supposons que x, — {. Alors on a également x4 . L

n—+oo +oo

1 1
Etdonc¢= lim x,01 = lim x,+ — =€+ —.
n—+co n—+oco Xn V4

, . 1 . )
Or Iéquation £ = € + 7 ne posséde pas de solution, et donc x, — +oo.
n—+oo

1
Notons que — = xp+1 — Xxp. Et donc
X

n
n 1 n
E = E (Xk41 — Xg) = Xpy1 — X9 —> +oo.
Xk n—+o0o
k=0 k=0

- g L
Et donc la série de terme général — diverge.
Xn
Xn+1 + X, Xn+1 1
Onaxﬁﬂ _xrzzz(xn+1+xn)(xn+1_xn)=uzl‘*‘ uas 2+—2 —
Xn Xn X2 n—+oo

2 _ 42
Nous venons de prouver que x-,, — x;, 2.

n—+co
Or la série de terme général 2 diverge grossiérement.
Donc par le résultat admis, les suites des sommes partielles des séries de terme général

2 2 Lo
X0 =X, et 2 sont équivalentes.
Autrement dit,
n—1 n—1
Z(xk -x2) ~ 22@x2—x§ ~ 2n.
+1 k7 s ioo n—+oo
k=0 =0
Puisque x; —> +00,x3= o (x2)etdoncx2 ~ 2n.
n—+oo n—+oo n—+oo
2
Etdonc 2 — 2.
n n—+oo
On en déduit que x, ~ V2n.
n—-+oo

1 1
Puisque — ~ , et que la série de terme general 5 diverge, on a donc?

% n—+oo 2
1
Z 22 ntoo Z 2k n—s+o0 _1 n(n).

k=0
n-1 n-1
1\ 1
On a x2 Z:(xk+1 xk)+x0 =X +Z 2+x—2 = O+2n+Z:x—2.
k=0 k k=0 Yk
Et donc en utlhsant le résultat de la question précédente,
s 2 Inn Inn
x;=x5+2n+ —+ o (nn)=2n+—+ o (Inn).
2 n—+co 2 n—+co
2
x Inn Inn
En particulier, 2 =1+ —+ o [—]|.
P ' 2n 4n  n—otoo | 2n

Utilisons alors le développement limité de V1 +xen0 : Vl+x=1+3 + o (x).
x—

1l vient donc

[xn _ lnn nm) _y lon o, (lon
\/_ 2n n—>o+oo on |~ 8n n—>0+oo n |’
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! (xn) est minorée par O et
croissante.

On a toujours
up, > = u, ~ ¢,

saufsi £=0!

2 Toujours grace au résultat
admis.

N’y aurait-il pas une petite
arnaque sur les bornes de la
somme ?

Cec1 afin d’éviter d’écrire

LS

En réalité, puisque la série
diverge, et est a termes po-
sitifs, la suite de ses sommes
partielles tend vers +oo, et
donc la somme commen-
canta k = 0 et la somme
commengcant a k = 1 sont
équivalentes.
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Et donc on a bien le résultat voulu.

Sommation de Césaro

Soit (uy)ns0 une suite réelle. On définit la suite (s,),0 en posant :

up+ur+---+uy

VneN,s, = 7
n

1. On suppose dans cette question que la suite (u,)n50 est décroissante et tend vers € € R.
(a) Six € R, on note |x] la partie entiere de x. Vérifier que la suite n=Lvn)
n+1 /), .
n tend vers +oo.

(b) Montrer que

RSN

4 .
n+1 0 n+1 Uvn)

N
»

n

(c) Montrer que la suite (s,)n>0 converge vers £.

converge vers 1 lorsque

(d) Réciproquement, on suppose que la suite (s;)n>0 converge aussi vers £ € R. Montrer que la suite (up)ns0

converge aussi vers £ (on pourra raisonner par 'absurde).
2. Dans cette question, on suppose que la suite (u,),50 converge vers 0.
(a) Montrer que v, = sup{|ux|, k > n} est bien défini.
(b) Montrer que la suite (v,)ns0 est décroissante et de limite nulle.

(c) En déduire que la suite (s,)n>0 converge vers 0.

3. On suppose maintenant que la suite (u,),50 converge vers £ € R. Montrer que la suite des moyennes (s)n50

converge aussi vers €. Donner un exemple simple prouvant que la réciproque est fausse.

4. On considere la suite (wy),50 définie par récurrence en posant :

wo=1etwy =w,+e "n.

(a) Etudier la suite (wp)ns0-

(b) Prouver que : lirP (¥t —eWn) =1,
n—+0oo

(c) En déduire un équivalent de w, lorsque n tend vers I'infini.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.12
l.a. Puisque 0 < [vn] < +/n, en divisant par n et en passant 2 la limite, on obtient, par le

théoréme des gendarmes, lim @ =0,soit |[\Vn]= o (n).
n—+oo n n—+oo
Etdoncn—|vn|=n+ o (n) ~ n

n—+oo

n—+oo
Ains, oLV oy
n+1 n—+oo  n—+o
1.b. Puisque (u,) est décroissante de limite ¢, pour tout k € N, uy > ¢.
C+l+---+C (n+1)t _¢
n+1 T on+1l 7
De plus, pour k € [|Vn], nl, ux > us), et pour k € [0, [ vn] = 1], ux > uo. Et donc

Etdonc s, >

[Vn]-1 n [Vn]-1 n
Z Up + Z Ug Z up + Z U yn]
o o k=lya] k=0 k=Ln] cml o n-lvnl
" n+1 h n+1 Sl n+l LA

l.c. Lorsque n — +oo, |Vn] — +oo et donc u,;; — <.

—+00

On en déduit que nnTl'l\/ﬁJuwm .t
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LVn)

Puisque d’autre part [Vn] = o (n), il vient 1 0.
n—+co n

n—+oo
Et donc grice a I'encadrement de la question précédente et au théoréme des gendarmes,

sp — ¢.
n—+oo

Puisque (upn)ns0 est décroissante, soit elle converge vers une limite g, soit elle tend vers

o n - |va)

Supposons qu’elle tende vers —co. Alors (uwg J) tend aussi vers —oo, de sorte que T Ul T
—co.

Et donc la majoration de la question précédente prouve que s, — —oco contredisant

n—+co
hypothése qui est faite ici.
Donc (u) converge vers une limite a. Et alors la question précédente prouve que s, — a,

n—+oo

de sorte que par unicité de la limite, a = ¢, et donc lim u, = ¢.

n—+oo
Nous savons que toute suite convergente est bornée. Et donc I'ensemble {ux|, k > n} est
borné. Toute partie bornée de R admet une borne supérieure, de sorte que v, est bien
défini.
Puisque {lug|n > k + 1} C {luk|, k > n}, en passant aux bornes supérieures, V41 < vp, et
donc (v,,) est décroissante.

Soit ¢ > 0. Alors il existe N € N tel que n > N = |up| < ¢
Et donc en particulier, pour n > N, et pour tout k > n, k > N de sorte que |uy| < ¢
Ceci étant vrai pour tout k, on en déduit que 0 < v, < e.
Et donc on a bien prouvé que v, — 0.
n—+0co

Uo+‘()1+~~~+vn

Notons (s;,) la suite définie par s,

Pulsque (vn) est décroissante et de limite nulle les résultats de la question 1 s’appliquent, et
doncs, — 0.

n—+oo

Mais pour tout n, on a

lug| + « -+ |up|  vo+v1+---+0,
< Isnl < <
n+1 n+1

’
<S8y,

Et donc par le théoréme des gendarmes, lim [s,|=0 & lim s, =0.
n—+oo n—+oo

Posons pour tout n € N, u, = u, — ¢, de sorte que u, — 0.

n—-+co
Draprés la question 2, on a donc
’ ’
w4t
lim 2— " -0,
n—+oo n+1

’ ’ ’
Yottt U wlrw byt Y0t Un ¢
—l=s, -

’ n+1 n+l n+1
Etdoncs, —-¢ — O0eos, — ¢
n—+oco n—+o0o

La réciproque est en revanche fausse, comme le montre le cas de la suite définie par

n = (_1)n.

1 sinestpair
En effet, on aalors ug + ug + -+ -+ u, = P

0 sinestimpair

Et donc [ug + - - - + u,| < 1, de sorte que [s,| <

etdoncs, — 0 alors que (u,) n’a
1 n—+oo

pas de limite.

Puisque pour tout n, e > 0, wpi1 > wp, et donc (wy,) est croissante.
Par le théoréme de la limite monotone, soit elle converge vers ¢ > 1, soit elle tend vers +co.

Si elle tendait vers ¢, puisque w41 — ¢, par unicité de la limite, il viendrait £ = £ + 7%,
n—+oo

ce qui est impossible.
Doncw,, — +oo0.

n—+oo
—W, —W,
On a eYWn+l —eWn = gWnte ™ _ gWn — oWn (ee " - 1).

Or, e™¥» — 0, de sorte que
n—+oo

e -1 ~ M

n—+oo
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et donc eWr+t —eWn  ~  eWneTWn =1,
n—s-+co

Appliquons le résultat de la question 3 4 la suite e™n+! —e*'n :

eVl — eWo 4 eW2 _ oWl 4 ... 4 eWn — eWn-1

— 1.
n n—+oo
Etdonc &= — 1.
n—+oo
Soit encore e ~ noeYm=n+ o (n).
n—+oo n—+oo

Et donc
w =In(e") =In(n+ o (m)=In (n (1 + n_)o+m(1))) ~ In(n) +In (1 + Hom(n) .

1l vient donc enfin
Wn

1
=1+ o ( ) — 1.
Inn n—+oo ln(n) n—+o0o

Ceci prouve donc que w, ~ In(n).
n—+oo

A classer

ESCP1.6 2010 : sommation de Cesaro et des suites récurrentes u, 1 = f(uy).

Développement asymptotique d’une suite définie par une équation.

1
Montrer que pour tout n € N*, il existe un unique y, € R tel que In(y,) + y, = —.

Montrer que la suite (y,)nen+ converge et si on note ¢ sa limite, déterminer un équivalent de y,, - ¢.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.13 La fonction f : x + In(x) + x est continue et stricte-

ment croissante sur RY.

Comme on a de plus lim f(x) = -0 et lim f(x) = +oo, par le théoréme de la bijection,
x—0+ X—+00

1 1
pour tout n € N*, il existe un unique y, > 0 tel que f(y,) = — & In(yn) + yn = —.
n n

1
Notons que puisque - < 1 = f(1), nous pouvons afirmer que y, €]0, 1].

1 1
D’autre part, on a f(yn+1) = <" f(yn), donc par croissance de f, cela signifie
n n

que Yn+1 < Yn :lasuite (yn)nen+ est décroissante.

Etant minorée par 0, par le théoréme de la limite monotone, elle converge vers un réel
telo0,1].

En passant a la limite dans la relation In(y,,)+y, = —, il vient, par continuité du logarithme : Notons que £ ne peut pas
n

In€)+£=0& t=-Int. étre nul, car on aurait alors
On en déduit que In(yn) + yn — —oo, alors que
- —0.
1
o= ~In(y,) + -~
1
= — —In(y,) + In(¢)
n
1 y
-2 (_")
n n 4
_ 1 Yn Puisque yT” -1 -0, on peut
“n In (1 * (_ B )) utiliser le développement
1 Yn Un limité A 'ordre 1 en 0 de
=——(7— )+ o (——) In(1 + x).
n n—+oo
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1 1
= ; - Z(yn -0+ n_>0+oo(yn —-10).
Et donc en passant tous les termes en y,, — £ du méme c6té du signe égal, il vient

1 1 1 +1 ¢ 1
—=1+Z)n=-0+ o0 n-0O - ~ —(Un-O)Sy.—"¢ =
n 4 n—+oo V4

n n—+oo no+oo £+ 1 n'

O

Etude d’une suite définie par le produit d’un nombre variable de termes.

n
. k*
Soit & € R,. Pour tout n € N*, on pose u, = l—l (1 + — .
k=1
1. Montrer que si @ = 2, la suite (u,)n>1 est divergente.

2. Montrer que si 0 < & < 1, la suite (up),51 converge vers 1.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.14

Puisque nous préférons manipuler des sommes que des produits, commengons par passer
au logarithme.

Onaln(u,) = Zln (1 + k_‘;‘)
k=1 n

En particulier, pour & = 2, on a
n 2 n 2
k 1 k
mwzzmeﬁq)mm_zmﬁqq)
n n n
k=1 k=1
Or, nous reconnaissons 1a des sommes de Riemann :

1iln(l + (5)2) — flln(l +x2) dx.
o njjrereJo

Nous n’avons pas besoin de calculer cette intégralel, juste de noter qu’elle est strictement
positive, car intégrale d’une fonction continue et strictement positive.
1
Et donc In(u,) ~ nf In(1 + x*)dx — +co.
n—+oo 0 n—+oo

On en déduit par passage a 'exponentielle que u, — +co.

n—s-+oo
I s’agit donc ici de prouver que In(u,) — 0.
n—+co

Nous savons déja que In(u,) > 0, car somme de termes positifs.
Utilisons a présent I'inégalité de concavité classique : ¥x > 0, In(1 + x) < x.

Il vient alors
n n n

k“ ke« n®* n
MW=§mPtﬂ<Z;< ol

o
. n ;s
Puisque 0 < & <1, — — 0, desorte que par le théoréme des gendarmes, In(u,) — 0.
n—-+co

n n—o+oo

Et donc par continuité de lexponentielle, u, — ¢ = 1.

n—+oo
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Rappelons que les constantes
ne sont pas utiles dans les o :

unp = o(vy) © u, = o(Avy).

Ici, on a multiplié par £.

Tce qui pourrait se faire par
une intégration par parties.
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Série géométrique dérivée ptme,
Abordable en premiére année : v

. ’ ’ . Yo re re np
Soit p € N fixé. Déterminer la nature de la série de terme général >

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.15 Commengons par noter que pour p € {0, 1,2}, nous

avons affaire 3 une série géométrique ou géométrique dérivée de raison 3 qui est donc
convergente.
De maniére générale, on a

) n? np+2
n°— = —
on 2n  pos+toco
. i n? 1
par croissances comparées, de sorte que — = o | |.
on n—+oo \ p2
. N . . ’ . ’ 7 np
Et donc, par comparaison 4 une série de Riemann, la série de terme général n converge.

O

1 2n 2 n
Nature de la série Z (1 + —) = (1 + —)

n n

Abordable en premiére année :

2n n

, . . L 1 2
Déterminer la nature de la série de terme général u, = (1 +-] —(1+=).
n n

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.16 Ona
)Zn

n 1 n
w=(1+2) Ura) ). (1+2) (ermtermmied) 1),
o) () "

n

Notons déja que

n

(1 + g)n — enln(1+%)

2 L, .
et que nln (1 +=] ~ 2 — 2desorte que, par continuité de Pexponentielle,
nl no+c  no4oo

Drautre part,

2nln 1+1—n1n 1+g =2n 1—L+ol -n g—£+oi =1+o1 — 0.
n n n 2n? n2 n n? n? n n/) n—+oo

Et donc, a l'aide de I’équivalent classique e* — 1 ~ %
X—

n—-+oo n n) no+eo n’

2nin(1+5)-nin(i+3) _ g L 2n1n(1+1)—n1n(1+g) N

On en déduit que

62

U, ~ —.
n—+o0 n

Et donc, d’aprés le critéres des équivalents pour les séries a termes positifs , la série de
terme général u, diverge. ]
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Rappelons que pour utiliser le

critere des équivalents, il suf-

fit d’avoir la positivité d’une

seule des deux séries, lautre

étant alors automatique.

Ici, il n’est pas évident que
o2

up > 0, mais puisque W >

0, le critere des équivalents

s’applique tout de méme.

M. VIENNEY


http://www.ecs2-fauriel.fr

2.3. SERIES NUMERIQUES

119

, . .. Un+1
Nature de la série de terme général n"—+

P

k=1

en fonction de la nature de Z Up.

Soit (un)nen une série convergente a termes positifs et de limite nulle. On pose pour tout n € N, S,,

Un+1
Sp
1. Etudier la nature de la série Z vk en fonction de la nature de la série Z Ug.
k>0 k>0
Indication : dans le cas o Z Ug a’iverge, on pourra commencer par étudier Z In(1 + o).
k k

Un =

2. Quel résultat obtient-on dans le cas ot u, =

S|
(V]

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.17

Commengons par le cas ou Z uj converge.

k>0
Puisque (u,)nz0 est positive, (S,)nz0 €st croissante et donc pour toutn € N, S, > So = uo.
Un+1

uo
Puisque la série de terme général u,,1 est convergente, on en déduit que Z v, converge.

n>0

On en déduit que 0 < v, <

Supposons a présent que Z uy diverge.
k>0
Puisqu’il s’agit d’une série 4 termes positifs, la suite (S,)ns0 de ses sommes partielles tend
vers +oo.
Etalorsv, — 0.
n—+oo

Pour NeN,ona

iln(l+ )—il 14 2k
Z V) = 4 n Sk

I [Yerit Sk
Sk

ln (Sk+1 )
Sk

In(Sk+1) — In(Sk)

=
(e}

M= T T

>~
Il
(e}

n

:Zuk et

k=0

= In(Sn+1) — In(Sp) Somme télescopique.

— 400,
N—-+oo
On en déduit donc que la série de terme général In(1 + vy) diverge.
Mais puisque vy — 0, In(1+v) ~ .
k—+o0 k

—+00
Et donc par critére de comparaison pour les séries a termes positifs, Z vy diverge.
k>0

En conclusion, les séries Z uy et Z vi sont de méme nature.
k>0 k>0

—+00

N T R |
Dans le cas ol u, = o il est classique' S, = kZ_: T In(n).

1 1

Etd S ——— o~ —,
onc v L7 1S, nore nlnm

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR

1 Ce résuleat s'obtient par
exemple 4 I'aide d’une com-
paraison série/intégrale.

M. VIENNEY


http://www.ecs2-fauriel.fr

1.

Cette série est un cas particu-
lier de ce qu’on appelle série
de Bertrand.
120 Leur convergence peut égale-
ment s’étudier A I'aide d’'une
1 comparaison série/ intégrale
(voir l'exercice 2.3.1).

Puisque Z up diverge, il en est de méme de Z

n>1 n>2 nlnn

O

Nous ne savons calculer que peu de sommes de séries : seules les séries géométriques, géométriques dérivées et exponentielles
figurent au programme.

Si on nous demande de calculer la somme d’une série qui n’est pas de cette forme, cela passera quasi-systématiquement
par un calcul de sommes partielles suivi d’un passage 2 la limite.

Sans indications supplémentaires pour le calcul des sommes partielles, c’est souvent que nous aurons affaire 2 une série
télescopique (c’est-a-dire dont les termes successifs se «compensent»).

Nature de la série de terme général In(n) + aln(n + 1) + bIn(n + 2).

Abordable en premiére année :

Pour tout entier n > 1, on pose u, = In(n) + aln(n + 1) + bln(n + 2).
1. Déterminer les réels a et b tels que la série de terme général u, soit convergente.

2. Calculer alors la somme de cette série.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.18
Ona

u, =In(n) +a (ln(n) +In (1 + %)) +b (ln(n) +1In (1 + %))

1 1 1 2 2 1
= (1 +a+ b)ln(n) +a (; - 2_712 + n—>0+oo (;)) +b (; — E + n_>0+00 (;))

a+2b a+4b (1)
- + o .
n n—+oo

=(1+a+b)In(n) + 52 =

Sil+a+b#0,alorsu, ~ (1+a+b)ln(n)etdonc Z up, diverge.
n—s+co

Une condition nécessaire pour que Y, u, converge est donc déjaa+b = —1.
s a+2b 1 - 1 N o
Si cest le cas et que a +2b # 0, alors u, ~ et donc Z up, diverge. Par comparaison 3 une série
noteo N de Riemann.

Il faut donc avoir de plus a + 2b = 0.
Or, at+b=-1 o a=-2
a+2b=0 b=1

— 2 . . N
Et alors, on a Up ~ —, de sorte? que E u, converge. Toujours par comparaison a
noteo n une série de Riemann.

On a alors, pour N > 2,

N
D=

N N
In(k) - 2 Z In(k + 1) + Z In(k + 2)
k=1 k=1

M= T=

k=1
N+1 N+2

= Ink) -2 Z In(k) + Z In(k)

k=1 k=2 k=3

N+2
=-In(N+1)-In2) +In(N+2)=1In (N+ 1) —In(2)
N In(2).
Et donc Z ur = —1In(2).
k=1
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Développement d’une intégrale sous forme d’une série.

Abordable en premiére année : v

Dans tout I'exercice, a est un réel fixé supérieur ou égal 3 1. On note, sous réserve d’existence :

+0o +0o0 :
_ _ .sint
VneN,Inzf e‘"t”dtet[:f e‘”Tdt.
0 0

1. (a) Prouver que pour tout entier n, I'intégrale définissant I, est convergente.

(b) Etablir, pour tout n > 1, une relation de récurrence entre I, et I,_1. En déduire I, en fonction de n et

de a.
2. Démontrer que I'intégrale définissant I est absolument convergente.

3. (a) Soit x un réel positif. Montrer que pour tout entier naturel n,

] x3 x2n+1
sinx — (x— . +---+(—1)”(2n+ 1)!)

x2n+2

< .
(2n +2)!

(b) En déduire qu’il existe un réel K,, dépendant de n tel que :
k
Z( 1) (2k o] < Knlon.

(c) En déduire que la série Z s DareT O convergente de somme I.
+1)a

4. (a) Prouver que pour tout entier n € N* et tout réel ¢ € [0,1] :

t2n+2

k2k _ n
Z( D 1+t2 = )1+t2'

x2k+] 1

-A < .
rctan(x) ni3

(b) En déduire que : ¥n € N*, ¥x € [0, 1], Z( 1)k

(c) En déduire une expression de I en fonction de a.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.19

l.a. La fonction t — e t" est continue sur [0, +oo[, donc le seul éventuel probleme de
convergence se situe au voisinage de +co.
Or, au voisinage de +00, on a t2e @t = tht2emal 5 () par croissances comparees de

t—+00

to+oo \ 12

1
sorte que t"e™% = o (—)

) oo dt . R e e Puisque l'intégrande est
Puisque f — converge, il en est de méme de f t"e~* dt et donc de f t"e % dt. continue en 0, lintégrale
1 t 1 0 entre 0 et 1 est 'intégrale
d’une fonction continue sur
1 un segment, donc est auto-
1.b.  Soit A > 0. Posons alors u(t) = t"*! et v(t) = —Ee"” , qui sont deux fonctions de classe 6! matiquement convergente, il

sur le segment [0, A], avec u/(t) = (n + 1)t" et v/(t) = e, Alors 'y a aucune étude 3 faire.

A A A
f tn+1e—at dt = _le—attn+1:| + n+1 f tne—at
0 a 0 a 0

e nyl 4
_An+1_ + e at dt
0
n+1 (¥
— f t"e "% dt.
A—>+c0 0

a a
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A n+1

Etdonc I, = lim nemal gt =
A—+00 0 a

Drautre part, on a

A A
. _ . 1 _ . 1 1 _ 1
Iy = lim edr= lim |-—e | = lim [=-=e*]==.
A—+oo Jo A—>+o0 a 0 A—-+c0 \ a a a
.. 1 2 2 3 3!
Ainsi, I = -l = —, b = =I; = 5,13 = = = —, et une récurrence facile prouve que
a? a a*
n!
pour tout n € N, I, —

. _sint .
La fonction t - e~ —— est continue sur ]0; +oo[.
sint| e %
Pour t € [1,+0co[, on a e"”T <

) e—at at e—at 1
Or, t =te — 0, de sorte que = o (=]
t t—+ t to+oo \ 12

oo dt +eo pmat +eo sin t

Puisque f = converge, il en est de méme de f dt et donc de f e—atT dt.

1 1 1

.. __.sint ot _
D’autre part, au voisinage de 0, e —— ~ e % - = ¢7%,
t t-0 t

. _.sint _

Etdonc lim e 2— = ¢ 0 = 1,
t—0+
g Sint

Par conséquent, la fonction ¢ —

1
que f
0
+00
Et donc f
0

Soit n € N. La fonction sin est de classe 6™*2 sur R.

e est prolongeable par continuité en 0, de sorte

_qrSInt

e dt converge.

sin t
@ ——| dt converge, de sorte que I converge absolument.

De plus, nous savons que sin’(x) = cos(x) = sin (x + 5),

3
sin”(x) = —sin(x) = sin (x + ), sin®(x) = — cos(x) = sin (x + %) Yo

k
Et plus généralement, pour tout k € N, sin®(x) = sin (x + 7”)

0 si k est pair
(=1
Drautre part, pour tout t € R, |sin(2”+2)(t)| < 1, de sorte que par I'inégalité de Taylor-
Lagrange,

En particulier, sin®(0) = sin (kz) = ) ) .
2 sik =2p+1 est impair

2n+1 ® xk |x|2n+2
sSinx — Z sin (O)F S m
k=0
Et donc s - .
x x n+ x n+
inx—|x—=+--+(-1)" < .
s (x 3l s 1)!) n+2)
e—ax
Pour x > 0, en multipliant I'inégalité précédente par , il vient
: n 2k 2n+1
e 9% s x _ Z(_l)ke—ax X < e X x )
x “~ 2k + 1)! (2n +2)!

En intégrant cette inégalité, par croissance de l'intégrale, on obtient donc!

+eo osinx K x2k 1 +eo D1
1)k g—ax dx < —ax, 2n+l g ntl
fo Z( Ve G| S Garo) fo N TN
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La valeur de I,, s’obtient bien
plus facilement si on connait
la fonction T, en procédant
au changement de variable

x = at dans l'intégrale I,.

— Astuce

Pour la fonction sinus,

nous savons que les

dérivées successives sont

cos, — sin, — cos, sin, cos, — sin,
—cos, . .., ou les dérivées
4k-iémes sont toutes égales a
sin, les dérivées 4k + 1-iémes
sont toutes égales 2 cos, etc.
Un moyen pratique d’écrire
ceci est donc

sin(k)(x) =sin (x + k%) .

Le méme raisonnement vaut
pour la fonction cosinus :

cos(k)(x) = cos (x + k%) .

2n+1 k

Notons que Z sin(k)(O));c—'
k=0 :

n’est autre que le développe-

ment limité d’ordre 2n + 1 de

sin au voisinage de 0.

Ce développement limité

est connu, c’est du cours, et

donc il n’est pas indispensable

de le calculer.

Lce qui est légitime car
Iintégrale du terme de droite
de l'inégalité est convergente.

M. VIENNEY
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Et alors, par I'inégalité triangulaire, il vient

_ e —axSinx_ S _1\k ,—ax x2k
‘fo (e X Z( e (2k+1)!) dx’

< k Izk
B ;(_1) (2k + 1)

T _axsinx x x%k
< e 1)%e** dx
/ Z( S ke
< ! I
S @n+2) it
. 1 T .
Ainsi, en posant K,, = m, on a bien I'inégalité souhaitée.

En combinant I'inégalité de la question précédente avec I'expression des I obtenue 4 la
question 1.b, il vient, pour tout n € N,

n

1 2n+1)! 1
Z — Z( < < — 0.
4 2k + 1)a2k+1 (2k " 1)| Cn+2) @ne2 (2n + 2)@2M*2 noteo
Par définition, une série
Et donc converge ei et seulement si la
suite de ses sommes partielles
1 1 converge, ce qui est bien le
k k _ ..
nLrPOOI Z(_ ) _(2—]( T Dok =0e nLrPoo Z( 1) (2—k D)k =1 cas ici.

Et dans ce cas, toujours par
définition, la somme de la
(_1)k série est la limite de la suite

Ceci prouve donc que la série Z ——————— converge, et que sa somme vaut I. des sommes partielles.
P q 2k + 1)a2k+T S P

k>0
Pour tout ¢ € [0, 1] et pour tout n € N*, on a

Z( 1)k ok Z( t 1_( t2)n+1 B 1 . (_1)nt2n+2.

1482 1412 1+t2
Et donc
n Kok t2n+2
g -1 - =(-1)" .
k=0( ) 1+ ¢2 =D 1+ ¢2

Fixons x € [0,1], n € N*, et intégrons I’égalité précédente entre 0 et x :

n x x 1 x t2"+2
Z(—nkf 2% dt —f S dt = (—1)"f S dt.
=0 0 o 1+t 0o 1+t

2k+1 2n+2

Z( 1)k x — Arctan(x) = (-1)" j;x 1t+ 12 dt

2n+2
5 < t21+2 de sorte que, par croissance de I'intégrale,

x zL2n+2 x onsd x2n+3 1
dt<f e de = < .
fo 1+27 ° J, 2n+3  2n+3

n x t2n+2 1
- f dt < .
o 1+1¢2 2n+3

Z(—l)thk — Arctan(x)
Lorsque n tend vers +co dans I'inégalité précédente, il vient, par le théoréme des gendarmes,

Soit encore

Mais, pour tout ¢ € [0,x], on a 1

Et donc

k=0

k+1 n 2k+1

n 2
. 1k X _ _ . 1k X
nl—lgloo Z—o( D 2k +1 Arcran(x) =0 & n1—1>rR>o kZ:o( D 2k +1

= Arctan(x).
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k+1
1= Arctan(x).

2k+1
.. , . kX kX
Ainsi, la série de terme général (—1) el converge et k:E O( 1) "

1
En particulier, pour x = = € [0, 1], il vient
a

1
Z(— ) okt 1) o = Arctan (5) )

Et alors, en reprenant le résultat de la question 3.c, il vient

1
I= Z( [ | R—— Okt 1) T Arctan(a).

Théoréme de convergence radiale d’Abel.

On considére une suite réelle bornée (a,),50 et on pose, pour tout x € I = [0, 1] :

+00

f(x) = Z anx".

n=0
On note (sp)n>0 la suite des sommes partielles définie par :
VYVneN,s,=ag+ay+---+a,.

On admet que si une suite (un)n>0 converge vers € et si x — K(x) est une fonction définie sur I i valeurs dans N
telle que lim K(x) = +oo, alorson a lim ugy = ¢.
x—1- x—1-

1. Vérifier que la série définissant la fonction f est absolument convergente pour tout x de I. La fonction f est
donc bien définie sur I.
2. Soit N un entier strictement positif fixé. Montrer que

(1 —x)anx Zanx" — sy Nt

n=0
400
En déduire que la série Z spx™ est convergente pour tout x € I et que l'on a :
n=0

fx)=1-x) Z spx"
n=0

+00
3. On suppose dans cette question que la série Z a, est convergente et de somme nulle.
n=0

(a) Pour tout x € I, on pose K(x) = { J Vérifier que K(x) tend vers +oo lorsque x tend vers 1 par

1
V1 -x
valeurs inférieures.
(b) On pose u, = sup{|skl,k > n}. Montrer que la suite (u,) est bien définie et converge vers 0.

¢) Montrer que l’'on a :
q

+00
If()] < (1 =x)| (K(x) + Duo + Z Ikl | < (1= 2)(K(x) + Vg + ug(x)e1-
k=K(x)+1
(d) En déduire que lin11 fix)=0
x—1"
+00
4. On suppose dans cette question que la série Z a, est convergente et de somme s. Prouver que f(x) converge
n=0

Vers s lorsque X tend vers 1 par Valeurs inférieures.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 2.20
1. Lasuite (a,) étant bornée, notons M un réel tel que pour tout n € N, |a,| < M.
Alors pour x € I, on a 0 < |a,x"| < x™.
Mais la série de terme de terme général x™ est une série géométrique convergente, et donc
Z la,x"| converge, de sorte que la série définissant f(x) converge absolument.

n

2. Ona, en notant que pour n > 1, a, = sp — Sp—1,

N N
Z apx™ — syt = qp + Z(sn — Spop)x — sy XN

n=0 n=1

N N
=ay+ Z Spx" — Z Sp_qx™ — syl
n=1 n=1

N N-1
=50+ Z Spx™ — skt — sVt
n=1 k=0
N N
— anxn _ Zskxk+1
n=0 k=0
N N
= anx" —stnx
n=0 n=0

Drautre part, par I'inégalité triangulaire, on a [s,| < |ao| + - - - + |an| < (n + 1)M.
Et donc 0 < |syx™N*! < (n+ DMxN+! N2 0 par croissances comparées.
—+00

Et donc en faisant tendre N vers +oo dans I’égalité précédemment prouvée,

N—-+o00

N
lim (1 -x) Zs,,x” = Z anx"™ = f(x).
n=0 n=0

+00
Ceci prouve que la série de terme général s,x™ converge et que (1 — x) Z sux" = f(x).
n=0
3.a. Par le propriétés de la partie entiére, on a K(x) > \/: —1, et donc hnll K(x) = +o0
x—1 x—1-
————
—> +o0

x—17
3.b. Puisque la suite de terme général a, est convergente, la suite (s,) de ses sommes partielles
est convergente, de limite nulle.
Et donc (Js,|) est également convergente, et de limite nulle.
Or, toute suite convergente est bornée, donc {|s¢|, k > n} est majoré, et donc admet une
borne supérieure.
Soit ¢ > 0. Alors il existe ko € N tel que pour k > ko, [si| < .
Et donc pour k > ko, |si| < e.
Et en particulier, pour n > ko, 0 < u, < e.
Ainsi, pour tout ¢ > 0, il existe kg € N tel que n > ko = |us| < ¢, ce qui prouve que
lim u, = 0.

n—+oo

3.c. ParI'inégalité triangulaire,

+00

FE = A=) sux”

n=0

+00
< —x)z Is "

n=0

K(x) +00
<(1—x)zsnx"+(1—x) Z Islc™.

n=0 n=K(x)+1
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Toute partie majorée de R
admet une borne supérieure
(qui par définition en est le
plus petit des majorants).
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Or, uy = sup{|sg|k € N} est un majorant de la suite (|s,|), de sorte que

Yn € [0, K()], Isnl < uo

Et donc
K(x) K(x) K(x)
0< Z snlx™ < Z Isn] < Z up < (K(x) + Dug.
n=0 n=0 n=0
Et donc on a bien prouvé que
+00
FEOI< Q-0 K+ Dug+ D7 el
k=K(x)+1
Pour la seconde inégalité, il s’agit de prouver que
+00
(1=x) > skl <ug
k=K(x)+1

Mais pour k > K(x) + 1, sk| < uk(x)+1, par définition de la suite (u,).
Et donc

+00 +00
(-0 > Ik <=2 ) ugwmx*
k=K(x)+1 k=K(x)+1
+00
< ug(x+1(1 = x) Z
k=K(x)+1

+00
< ug(x)+1(1 = x) Z x*

k=0

< ug o+ (1 - x)l
< UK (x)+1-
Et donc on a bien prouvé que

+00

(1 -=x)[(K(x) + Dug + Z |sk|xk) < (1 =x)(K(x) + Duo + ug(x)+1-

k=K(x)+1

On a d’une part

0<(1-x)K(x)+1Dus<(1-x) (

- X

de sorte que par le théoréme des gendarmes, lin?i(l -x)(K(x)+1) =

D’autre part, d’aprés le résultat admis dans 'énoncé, et puisque ug(x)+1 — O..
x—1-

Et donc linlqi |£(x)| = 0, et donc hn}, flx) =

+00
Puisque nous savons que Z o = 2, posons
n=0
VneN, b °
nelN, op=ap - nil
de sorte que (b,) est encore une suite bornée, avec
+ +00 +
. b Ly ! 12 0
IR S
n=0 n=0 n=0

Alors les résultats de la question précédente s’appliquent a (b,) : Z bpx" — 0.

n=0

be Zanx ——Z( ) f(x)—%1_1%

Or
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+1)<(1—x)+m

Les x* sont positifs.

Somme d’une série géomé-
trique de raison x.
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L - s 1 s 1
orsquex » 17, = —— — = =
e x 21-% o1 211
Et donc
+00 s 1
. Y n, S _ 3
)}erll_f(x)—)clirrll_anx t51TE =0+s=s.
n=0 2
o
Quelques variations autour de la série harmonique.
Abordable en premiére année : v
n
1
1. Pour tout n € N*, on pose H, = Z —ety, = H, — In(n).
n
k=1
Montrer que la série de terme général y,.1 — y, converge.
En déduire que la suite (yn)n>1 converge. On note y sa limite.
2n (_1)k
2. Montrer que pour tout n € N*,ona : Z p = H, — Hy,.
k=1
(_ k
En déduire que la série Z converge et déterminer sa somme.
k>1
3. Dans cette question, on pose, pour tout n € N, asp41 = azns2 = 1 et azp3 = —1.
3n+3
Déterminer lim Z %k et en déduire la nature de la série de terme général G
n—+oo P k k
Dans la suite, on pose pour tout n € N, a4pi1 = asns2 = 1 €t asn43 = a4pneq = —1.
N 1 AN+4
1 1 1-x
4, Montre e pour tout N € N, on a —_— | = ——dx.
@) TeT que pour tot ,ZS(‘”‘” 4n+3) fo T+x2
([ 1 1 n
b) En dédui —_— | ==
(b) eu”eque;) dn+1 4n+3) 4
+00 1 1
Calculer de mém - .
(c) Calculer de mé e;) T Tnad
Sa T 1
5. Mont 2L = Z 4+ —1n(2).
ontrer que =713 n(2)
n=1
SOLUTION DE L’EXERCICE 2.21
Ona
Yn+1 —¥Yn = Hpy1 — ln(n + 1) —Hy +yn
1 41 ( n )
= n
n+1 n+1
1
T h+1 +In (1 - m) On a utilisé le développe-
ment limité
1 1 + 1 In1+u)=u+ ( ?)
— _ 0 nl+u)=u+ o (u
n+l n+1 noveo\(n+1)>2 u=0
1 qui est légitime puisque
= . 1
n—teo ((n + 1)2) B Sre

converge, il en est de méme de Z (Ynt1 = Yn)-

Mais puisque la série de terme général EYFEE
n+
n>1
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Pour N e N*,ona

N
Z(Yn+1—Yn)ZYz—Yl+%—Y2+"'+W—¥N4'+YN+1—WZYNH—Yl-

n=1

Puisque la série de terme général (yn.1 — yn) converge, ses sommes partielles admettent
une limite lorsque N — +co. Et donc Nlim YN+1 — 1 existe, et donc la suite (yn)n>1
—+00

converge.
Remargue : puisquey = o (Inn), on a donc prowvé gque H, = In(n)+ o (Inn) ~

n—+oo

En séparant les termes pairs des termes impairs, il vient

2n k n n-1 2n
(-1) 1 1 1
Z + Hpy, — - + Z —
— k po 2k k:12k+1 k=1k
~ n 1 n—1 1 . n 1 N n—1 1
— 2k k:12k+1 — 2k — 2k +1
— N 1 — H
=k
2n (_ )k
Et donc Z = H, — H,.
k=1
Lorsque n — +o0, on a H, = In(n) +y + o (1), de sorte que
n—+0oo
2n (_1)k
Z =ln(m)+y+ o ()-In@Cn)-y- o N=-In@)+ o (1) — -In().
= k n—+oo n—+oo n—+oo n—+oo

Drautre part,
2n+1 k 2n
(-DF

(—1)k 1
PaD Y el s e Bl ()

k=1 k=1
. o (-1 . , L .
Ainsi, si on note S,, = Z P la somme partielle d’ordre n de la série de terme général
k=1
(-DF .
> hous venons de montrer que les deux suites (S2n)n>1 €t (S2n+1)n>0 convergent vers
une méme limite —In(2), de sorte que S, . In(2).
_ k +00 (_1)k
Et donc la série de terme général converge et Z — =" In(2).
k=1
On a,
3n+3 n n n
ar 1 1 1
_—= —+ — _—
Z k Z3k+1 Z:3k+2 23k+3
k=1 k=1 k=1 k=1
n n n n
1 1 1 1
S S Sy 25
k=13k+1 k=13k+2 k=13k+3 k=13k+3
o 2w 1
= M3pn+3 — 3
3 P k+1
= H3pi3 — 3Hn+1-
Et donc
3n+3
a 2 2 B 1 1
; - - 1n(3n+3)+y—n_>o+w(l)—§ ln(n+1)—§y—n_>o+w(l) = 1n(3)+3 ln(n+1)+§y+n_>o+oo(1)
Et donc la série de terme général %k diverge.
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Inn.

Par définition, une série
converge si et seulement si la
suite de ses sommes partielles
converge.

Rappelons que la notation
o(1) désigne toute suite de
limite nulle.

—> +00,
n—+oo
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1 1
4.a. Notons que pour toutk € N, —— = f x* dx.
k+1 0
Et donc

N

Z(4n+1 4n+3) Zf ox?) dx

n=0

4.b. Coupons en deux I'intégrale qui précéde :
1 AN+4 1 AN+4
1- d
[ [
o 1+x2 o 1+x2 1+x2

e T
La premiére intégrale vaut [Arctan(t)](l) =7

Pour la seconde, on peut noter que pour tout x € [0,1], 0 <

4N +4
x4N +4

et donc par
1+ x2

croissance de l'intégrale,

1 AN+4 1 1
O<f —dx<f N gy = .
0 1+X2 0 4N +5

4N +4

Et donc par le théoréme des gendarmes, lim dx = 0.

No+oo 1 + x2

N
| 1
Eed li dx = Z.
‘ Oncwi%;)(zmm 4n+3) 4

+00
1 1
Ceci PI'OUVC dOHC que Z (4n 1 4n n 3) converge et que Z (4n 1 - n+ 3) = %
n=0

4.c. Sur le méme principe, on prouve que

N

1 1 1S n
- =x(1-x° ) d
Z(4n+2 4n+4) X x)j; 2 (x)" dx
n=0 n=0
1 . _ JAN+5
=f X7
0 1+x
1 1 4N+5
=f o de—f X dx
0 1+x 0 1+ x2
1 1 JAN+5
_f dx
0 1+ x2
4N+5
2
n() f1+ 2

Et donc on conclut comme 2 la question précédente :

+00
1 1 1

2 (53~ o) = 3

o 4n+2 4n+4 2

[ In(1 + x?)

n

5. Notons S, = Z %k. Alors
k=1

S =3 (o) (s Tadig
T L1 Ane 3 \4n+2 dn+d)Novw 472

n=
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On a une identité remar-
quable classique :

1-x*=(1+x2)(1 - x?).
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. N Aag . .
Toutefois, cela ne suffit pas 3 prouver que Z " converge, nous avons prouvé que la suite
k>1
(S4N+4)N>0 = (S4n)n>0 converge, mais cela ne sufhit pas a garantir que (S,)n>1 converge.

On pourra par exemple penser au cas de la suite u, = (—1)".
P P piep n n=(-1) La somme définissant S,
En revanche, pour n € N, on a 4 [—J est le multiple de 4 immédiatement inférieur a n, de contient au maximum trois
n 4 termes de plus que S[ﬂj.

sorte que |n—4|_ZJ| < 3. o '
Nous allons utiliser dans

Et donc I sui . .
1 1 a suite le falt que ces trois
S, — S4|_HJ < + + — 0. termes tendent vers 0 lorsque
z 413]+1 4[5]+2 4[] +4 nowe 1 — oo,
1
Etdonc S, — iz In(2), de sorte que
n—+oo 4 2
400
a, = 1
- ==+ =1In(2).
Zi'n T332 n(2)

Remarque : on aurait également pu distinguer 4 cas, et montrer que les suites (San), (Sans1), (San+2)
et (S4nt3) convergent toutes vers une méme limite!, de sorte que (Sy) converge également vers celte T Qui est Z 4+ L1n(2).
méme limite.

O

Calcul de la somme d’une série d’intégrales

Abordable en premiére année : v

1
On pose, pour tout entier naturel n : a, = f t"\1 — t2 dt.
0

1. (a) Montrer que la suite (a,) est décroissante. En déduire qu’elle converge.
(b) A l'aide du changement de variable ¢ = sin u, calculer ay.
2. (a) Montrer que pour tout n € N, ona : (n+4)an2 = (n+ 1)ay.
(b) Soit (wy) la suite définie par : pour tout n € N*, w, = n(n + 1)(n + 2)anan_1.

Montrer que la suite (w,,) est constante, et calculer cette constante.
(c) Montrer que a, ~  @ny1.
n—+co

K

(d) Ecablir l'existence d’un réel K > 0 que l'on calculera, tel que a, ~ =7
n—+oo n

(¢) En déduire la nature de la série de terme général b, = (-1)"a,,.

n 1
1-1t
3. (a) Montrer que 'on a : nlithm ;}bk = j(; \/ T dt.

— 1 —
(b) En utilisant le changement de variable u = 4/ H, calculer I'intégrale f N H dt. Quelle est la
0

somme de la série Z b, ?

n>0

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.22
Pour t € [0,1], et n € N, on a t""' < t", de sorte que par croissance de l'intégrale,

1 1
"IV —2dt < f t"V1 - t2dt.
0 0
Et donc (a,) est décroissante. Etant clairement positive, par le théoréme de la limite
monotone, elle converge.
. T
Posons donc t = sinu. Notons que pour u = 0, t = 0, et pour u = > t=1.

De plus, on a dt = cosu du. Et donc Pui 0 |
uisque u € [0, Z|, alors

1 /2 /2 cosu > 0, de sorte que
aozfo Vl—tzdt:fo Vl—sinZucosuduzfo cos® udu. VeosZ & = cos u.
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D’autre part, en utilisant la formule d’Euler, on a

1 + cos(2u)

4 2

. _ 2 . _n;
5 el 4 p~iu eZzu +24+e¢ 2iu
Ccos" u = 5 =

de sorte que

f’fﬂ 1 + cos(2u) 1 [ sin(Zu)]”/2 P
ap = ——du=-|lu+ —— =—.
0 2 2

2.a. Réalisons une intégration par parties dans I'intégrale a,.», en posant u(t) = et
1

'U(t) = —5 (1

et v'(t) = tV1 — 2. On a alors

- t2)3/2 qui sont deux fonctions de classe 6! sur [0, 1], avec u'(t) = (n + 1)t"

1 n+1 1
t 3/2 +1 +1
an+z=f t"+2V1—t2dt=[—T(1—t2) /] +2 f (=)W1= P dt = o= (an -
0

0

n+4 n+1
Et donc 3 an2 =

2.b.  En utilisant la question précédente, il vient pour tout n € N¥,

—a, © (n+4an2 = (n+ a,.

Wpet = (m+ D(n+2)(n+ 3ant1a, = (n+ 1)(n+ 2)apnap—1 = wy.

Et donc la suite (wy,) est constante. On a alors, pour tout n € N, w, = wy = 6ajao.
Nous avons déja calculé ap, et

1 1
1 3/2 1
a1=ftvl—t2dt=[——(1—t2)/] ==,
0 3 , 3
T
5
2.c.  Ona, pour tout n € N, par décroissance de (an), ans2 < an+1 < an.

Et donc pour tout n € N*, w,, =

. n+1 n+1
Mais a0 = a, et donc ——a, < aps1 < ay
n+4 n+4

On en déduit donc, aprés division par a,, > 0 et par application du théoréme des gendarmes,

An+1
— 1,etdonc ayy1 ~ ap.
a, n—+o n—+co

2.d. En utilisant les deux questions précédentes, il vient

T 3 T T 1
w, ~ —enmrag ~ —Sa -~ ——.
" st 2 " st 2 " st 2 n3/2

1 T 1 . .
—, et donc Z b, converge absolument' par comparaison 2

n—+oo n3/2 2
une série de Riemann.

On a |by| = an

3.a. Ona,pourneN,
n n 1 1 n
Zbk = Z(—l)kf t* V1 - 12dt = f Vi-¢2 Z(—t)k dt
k=0 k=0 0 0 k=0
1 1= (—t)"+1
= j(; '\1(1 —t)(l +t)T dt

U1t l1—t
— - —1)" - tan+l .
fo Vi )fo Nt

1 1
dtsf " dt < .
0 n+1

Et donc par le théoréme des gendarmes, f \— " t t"1dt — 0, de sorte que

n—+oo

$ U 1-t
n1_1>r-E>o Zk:o( 1" ax fo 1+t dt
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Mais d’autre part,

1+t

0

La courbe représentative de
la fonction x — V1 — x2 est
un demi-cercle centré en
Porigine et de rayon 1 En

effet,onay = Vi-x2 =
x2+y2:1.
-1 1

Et donc Paire que nous cal-
culons n’est autre que laire
d’un quart de ce disque, qui
vaut donc Z.

an+2)-

1Bt donce converge.

Somme des termes d’une
suite géométrique de raison
—t#1.

Pourt €[0,1],0<1-¢t<1
et1 < 1+ r, desorte que

JEE <

M. VIENNEY
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) . o, 1-t 1-u?
Procédons au changement de variable indiqué : on a alors u? = T3 ot = T2
+u
donc dt —u d t
onc dt = ———, de sorte que
(1 +u2) 1

f \/E fo (1+u2)

Procédons alors 4 une intégration par parties, en posant f(u) = u et g(u) = —

4
sont deux fonctions de classe ‘6! sur [0, 1], avec f'(u) = 1 et g’(u) = ﬁ, de sorte que
u
1 2 1 1
4u —2u 2 . T
L Sl du = —1 +[2 Arct -
(1+u2) 1+u2 ], fo 1+2 ™ [2 Arctan(@)]p = 7
+00
Et donc Z b, =
n=0

Comparaison série/intégrale

Bien que I’étude des séries et des intégrales soient trés semblables, les intégrales sont souvent plus faciles a étudier que les
séries, du fait que nous disposons d’un outil supplémentaire : le calcul de primitive.

Il existe toutefois un outil qui permet de faire un lien entre les deux, que I'on appelle comparaison série/intégrale.

Plus aucun résultat ne figure au programme 2 ce sujet, mais le théme n’en reste pas moins classique.

L’exercice suivant résume Pessentiel de cette méthode.

Comparaison série/intégrale

On considére une fonction f continue, décroissante et strictement positive sur I'intervalle [1; +co[. On pose pour

tout entiern > 1 :
n n
= f®)dtetv, = > f(k).
I} 2

1. Montrer que la suite (wp,),>1 définie par w, = v, — u, est décroissante et i termes positifs.
+o0o
2. On suppose que I'intégrale f f(t)dt est divergente. Justifier I'inégalité u, > 0 pour tout entier n > 2.
1

Déterminer la limite de la suite ( ) o
nz

3. Dans cette question, on suppose que 'intégrale f f(t)dt converge.
1

(a) Que peut-on dire de la série de terme général f(k) ?

i A i i g . f(n)
(b) Donner, a 'aide d’une intégrale, un équivalent du reste R,, Z f (k) lorsque 11 lim ———— =
k=n+1 f f(t) dt
4. Applications :
Lo o 1
(a) Donner un équivalent de Z T lorsque n tend vers +co.
k=1
+o00
(b) Donner un équivalent de Z
k=n+1

—— lorsque n tend vers +co.
1+ k2

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.23
Ona

n+l
wn+1—wn=vn+1—vn+un+1—un=f(n+1)—f f(¥)dt
n
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Mais par décroissance de f, pour tout tout t € [n,n+ 1], f(n+ 1) < f(¢), et donc

n+1 n+1
f(n+1)=f f(n+1)dt<f f(t)dt.

On en déduit que wy41 — w, < 0 et donc (wy,) est décroissante.
De la méme maniére, on montre que pour tout k € N* et tout t € [k, k + 1], f(t) < f(k),

k+1
et doncj; ) dt < f(k).

En sommant ces relations pour k allant de 1 4 n— 1, il vient

n n—1
f fdt < Y f(k).
1 k=1
Et donc

n—1 n
=+ Y [ - [ fdr> >0
k=1 1

La fonction f est continue sur [1,n] et y est strictement positive, donc pour tout n € N,
n
Uy = f f(t)dt > 0.
1

X
La fonction F : x f f(t)dt est croissante car f est positive. Donc si I'intégrale diverge,
1

Cest que F n’est pas majorée, et tend donc vers +oo lorsque x — +oo. En particulier,

n—+oo

lim u, = lim F(n)= lim f f(t)dt = +oo.
n—+oo n—+oo Jy

Et comme u,, > v, on a de méme lim u, = +oo.

n—+oo

. , . . , , . Wn
Puisque (wy) est décroissante et minorée, elle converge. Et par conséquent, lim — = 0.
n—.+oo un

Et donc
Un Wn + Un Wn
L e R Y
un un un n—+oo
——
—0

Si I'intégrale converge, alors F admet une limite finie a en +oo, et donc est majorée (car
elle est croissante). Et alors, pour tout n € N*, u, = F(n) < a.
Or w, < wy, de sorte que

Up =Wp +U, S W+ Q.

Donc (v,) est majorée, et puisqu’elle est croissante (par positivité de f), elle converge.
Et alors, puisque la suite des sommes partielles de Yx f(k) converge!, la série 3; f(k)
converge.

Pour tout k € Nettout t € [k —1,k], ona f(k) < f(t) < f(k—1) et donc

k
£ < fk | f(0dr < Sk =)

Et donc, sommant ces relations pour k variantde n+ 1 2 p (p > n), il vient

P P
Y sw< [ fwds Y p-

k=n+1 k=n+1

En passant 2 la limite lorsque p — +oo, il vient

> s [ wars Y e
n k=n

k=n+1

Soit encore

R, < f h F(t)dt < Ry_1 = Ry + f(n).
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f(n+1)

n n+1

FIGURE 2.7- L'intégrale, qui est I'aire
de la partie colorée est plus grande que
laire de la partie hachurée, qui vaut

f(n+1).

La croissance de F se com-
prend bien sur un dessin en
terme d’aire, mais si on sou-
haite le justifier par un cal-
cul : f est positive, donc ses
primitives sont croissantes.

1 La suite des sommes par-
tielles de 4 f(k) est précisé-
ment (vy,).

M. VIENNEY


http://www.ecs2-fauriel.fr

4.b.

134 CHAPITRE 2 : ANALYSE

f F(t)dt - f(n) < Ry < f oy,

Si l'on divise par f f(t)dt, il reste alors
1

On a donc

- +of(n) < +ooRn <1
fn f(t)dt fn f(t)dt
Grace 4 ’hypothese de 'énoncé et au théoréme des gendarmes, on a alors
. Rn +o00
lim ——"  =1&R, ~ F(t)dt.
n—+oo fn f(t) dt n—+oo f

Applications

Nous avons ici f(t) = > qui vérifie bien toutes les hypothéses : elle est continue, strictement

+00
positive et décroissante. De plus, f f(t)dt diverge.
1

Nous savions que

L]
Jim =
k=1

D’aprés la premiére question,
Z Zf(k) L[ rwar =t
mais nous savons désormais
que cette divergence est

.. 1
Nous avons ici f(t) = , qui vérifie encore toutes les hypothéses. dlente» car le In ne tend pas
+ x2 trés vite vers +oo.

+oo dt
Or, est convergente (par comparaison 2 une série de Riemann), et on a, pour
+ 12

tout n € N*,

oo A dr b s
fn f()dt = Al_i)rlqw j; TR Ali)r}}oo Arctan(A) — Arctan(n) = 5" Arctan(n).

Alors
f(n) ~ lim 1 1

A 1 .
n—+co fn+°° ftydr nore 1+n2 % — Arctan(n)

1
Considérons la fonction g définie sur R} par g(x) = Arctan(x) + Arctan—. Alors g est de
x

classe 6! sur R%, et on a

1 1 1 1 1
g(x):1+x2_ﬁ1+L:1+x2_x2+1:0' — Trés dur
x? L’égalité que nous venons
Donc g est constante sur R%. De plus, d’obtenir, ¥x > 0,

1 T
Arctanx + Arctan— = —
x 2

lim g(x) = % — Arctan(0) = %

X—+00
T est «classique», mais n’est
donc g est constante, égale 2 =. { pas au programme, et on
T 2 1 1 est d’habitude guidés pour
En particulier, = — Arctan(n) = Arctan— ~ -—. la retrouver, et non sensés
2 n n—+co n y penser seuls. Cela dit, si
Ainsi 1 - n ) a oral vous arrivez jusqu’a
"1+n2 - Arctan(n) no+oo 1 4 n2 no+oo cette question, elle servira

surtout A décider si vous avez

Donc I'hypothése technique de la question 3.b est vérifiée et par conséquent, ]
o ou i

+00
Z ~ f =I_ Arctan(n) ~ Arctan— ~ —.

1+ k2 no+oo 1+12 2 n—+0c0 n n—+eo n
k=n+1

O
Une comparaison série/intégrale peut nous aider a déterminer un équivalent de la suite des sommes partielles d’une série

divergente. C’est le cas dans la question 2.c de 'exercice qui suit. Sans indication de la part de I'énoncé, toute la difhiculté
est d’y penser...
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Une série dont le terme général est défini par une relation de récurrence

2n+2

Soit (uy)nen la suite réelle définie par :ug =1et¥n e N, upy = Syl
n

n
1. Ecrire une fonction Scilab ayant pour argument un entier n et renvoyant Z Ug.
k=0
, (n+ 1) %upp
2. Soit @ € R. On pose pour tout n € N*, v, = a—"+
n®u,

(a) Rappeler le développement limité  I'ordre deux au voisinage de 0 de x — In(1 + x).
1
Montrer que Inv, = (@ + 1)In (1 + —) -1In (1 + 22)
n n
Pour quelle valeur g du réel « la série de terme général In v, est-elle convergente ?
n
(b) Expliciter Zln vk sans signe Z, et en déduire qu’il existe un réel strictement positif C tel que
k=1
C

Up ~ -
n—+oo p*o

Qu’en déduit-on pour la série Z U, ?

n
(c) Justifier lexistence d’un réel strictement positif D (indépendant de n) tel que Yn € N, Z kux < DX +/n.

k=0
n+1 n+1 n n
3. (a) Etablir pour tout entier naturel n, la relation : 2 Z kup +3 Z up =2 Z kug +2 Z Ug.
k=1 k=1 k=0 k=0
+00
(b) En déduire la valeur de Z Up.
n=0
SOLUTION DE L’EXERCICE 2.24
1. Le programme suivant convient :
1 function S = somme(n)
2 u = 5
3 S=u;
4 for i = n-
5 u = (2xi+2)/(2*%i+5)*u
6 S = S+u
7 end
8 endfunction

Notons que la boucle va de 02 n — 1, alors qu’il aurait pu semble plus naturel d’aller de 1 2
n.

La principale raison en est que nous disposons d’une formule donnant u,,,; en fonction de
up. Or les uy, pour k allant de 1 4 n sont les u;q, pour i allant de 0 a n — 1.

Si on veut tout de méme utiliser une boucle allant de 1 4 n, on remarquera que u, =
2n

2n+3
5 S = (2%xi)/(2%i+3)*u

un-1, et donc on pourra remplacer la ligne 5 par

2
2.2. Onaln(l+x)=x-=+ o (2.
2 x—0

De plus, pour tout n € N*,

lnv,,zln((nzl) )+ln(u:—+1)
n+1 2n+2

=aln +1n
n 2n+5
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aln(n+l)+1n<2(n+1))
n 2+2)
2
(a+1)1n(n 1) ln<2+”)
n 2

=(a+1)1n(1+1)—ln(1+i).
n 2n
On en déduit donc que

1 1 1 1 5 25 1 _ 3\ 21 -4« 1
non = (et 205+ 0z )\ 2 e e\ ) T2 ) e Nl )

.. . 3 3\ 1
En particulier, si & # =, alorsInv, ~ [a-Z]|-.
2 n—+co 2/ n Rappelons qu’une expression

Et donc, par comparaison 2 une série de Riemann, Z Inv, diverge. est égale au premier terme
non nul de son développe-

+

En revanche, si @ = -, alorsInv, ~ —, et donc, toujours par comparaison a une ment limité.
2 n—+co 8n Et en particulier, lorsque ce
série de Riemann, Z Inv, converge. premier terme est nul, on
n’écrira pas d’équivalent 2 0,
Ainsi, ag = —=. mais on ira chercher le terme

non nul suivant.
Puisque In vy = In((k + 1)%ugs1) — In (k%ug), nous avons affaire 3 une série télescopique,
de sorte que

Z lnoe = In((n+ D)% ups1) = In(uy) = In((n + D% upyr) - In
k=1

Pour a = ayp, la série Z In v, converge et donc la suite de ses sommes partielles admet une
limite finie €. 5
EtdoncIn((n + D%upy)—In= — £,

5 n—+oo

n en déduit, par continuité de I’exponentielle que
(@) déd p del’ p 11 q

2
(n+1)%u,y — —e.
n—+o0o

e 2 q . C
Ainsi, si on pose C = —e’ > 0, il vientu, ~ —.
5 n—+co p&o

Et puisque ap = 3 > 1, on en déduit, par comparaison 2 une série de Riemann que la série

de terme général u, converge.

En utilisant I'équivalent obtenu 2 la question précédente, on observe que kVkuyy, ~ C — C.
k—+00  k—+oo

Et donc la suite (kVkuy) étant convergente, elle est bornée.

Soit donc M € R tel que pour tout k € N, kVkux < M & kuy <

n n
1
Alors, Z kup < MZ —.
k=1 k=1 Vk

Mais, par décroissance de la fonction racine carrée sur [k — 1, k], on a, pour k > 2 et pour

7V

Par conséquent, par croissance de l'intégrale,

%Ii

tout t € [k —1,k],

L (far_ka
Vi Jia vk ke

En sommant ces relations pour k variant de 2 a n, il vient

Z f "t Relation de Chasles.
\/_
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Mais cette derniére intégrale est facile a calculer :

nﬁ_

L ViT [2%]?:2\/2—2.

n
1
Etdonc Y — <2vn-2+1<2vn.
En en déduit donc que

n n
kuy = kup < 2M \/ﬁ
k=0 k=1 -D
2k +2
On a, pour tout k, Ug41 = muk et donc (2k + 5)ug1 = (2k + 2)ug.
Ainsi, il vient
n+1 n+l n+1
ZZkuk +3Zuk = Z(2k+ 3)ur
k=1 k=1 k=1

n
= Z(2i+5)”i+1 = k1.
i=0
n
= Z(Zi +2)u;
i=0
n n
= ZZkuk +22uk.
k=0 k=0
De la relation précédente, il vient

2(n+ Duye + Z U + 3upe1 = 2up = 2.

k=1
NN T N . C
Or,up1 —> 0, etd’apréséquivalent obtenu a la question 2.b, (n + 1)upn+1 —
n—+o0o n—+0oo n + 1 n—+oo
+00
Ainsi, en passant 2 la limite, il vient Z up = 2.
k=1
+00
En ajoutant up = 1 on obtient donc enfin Z u, = 3.
n=0

Séries alternées

Un résultat relativement classique (mais hors programme) sur la convergence des séries est le suivant (appelé critere de

Leibniz) :si u, est une suite décroissante de limite nulle, alors la série de terme général (—1)"u, est convergente.

Il permet de prouver la convergence de certaines séries qui ne sont pas absolument convergentes, comme par exemple
=n"

2

Il n’est pas rare que des exercices demandent de le prouver soit en toute généralité, soit dans des cas particuliers. Dans les

deux cas, la preuve utilise le fait que les deux suites des sommes partielles d’ordre pair et d’ordre impair sont adjacentes

(voir les deux premiéres questions de I'exercice suivant).
On notera également (question 1.b de I'exercice suivant) qu'on dispose d’une majoration des restes de cette série.

Autour du reste de certaines séries alternées.
Abordable en premiére année :
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n

1. Soit (by)pen une suite réelle décroissante et de limite nulle. Pour tout n € N, on pose S, = Z(—l)p by.

(a) Montrer que les suites (Sz)nen €t (S2n+1)neN SONt monotones.

(b) En déduire que la suite (S,)nen converge vers une limite € et que

Vk € N, |€ - S| < brs1.

+00
(c) Montrer que, pour tout n € N, le réel Z (=1)Pb, est bien défini.
p=n+1

p=0

Soit f : Ry — R une fonction positive, dérivable, décroissante, convexe et telle que lim f(x) = 0.
xX—+00

2. Pour tout p € N, on pose a, = f(p) — f(p + 1).

+00

(a) Montrer que, pour tout n € N, le nombre u, = Z (=1)? f(p) est bien défini.

p=n+1

+00
(b) Pour tout n € N, montrer que : Z (-1fay = 2u, — (D)™ f(n + 1).
p=n+1

(c) Montrer que la suite (a,)pen est décroissante.

+o00
3. (a) Montrer que, pour tout n € N, Z (=DPap| < f(n+1)— f(n+2).
p=n+1

(b) En déduire que la série de terme général u, converge.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.25
Pourne N, ona

2n 2n+2
Son = So(n+1) = Z(—l)”bp - Z (=1)Pby = bans1 — bons2
p=0 p=0

qui est positif car (b,)yen est décroissante.
Donc (Szn)nen est décroissante.
De méme, Sonst — Son+3 = boanss — banso < 0, donc (Szn41)neN €st croissante.

Ona Sopi1 = Son = =bop1 — 0.
n—+oo

Donc par ce qui précéde, les deux suites (S2n)nen €t (Szn+1)nen sont adjacentes. Elles
convergent donc vers une méme limite ¢.

Et alors, (Sp)nen est également convergente, de limite ¢.

On a alors, pour tout n € N, Szp41 < € < S2p42 < Sope

Et donc en particulier,

0<€—=5n11 <S2n12 = Sons1 = bopo.

Donc [Son+1 = € = € = Sont1 < bonso.
De méme, S>p41 — Son < € — Son < 0, de sorte que

1S2n = €] = Son — € < Son — Sons1 = bonst.
Ainsi, que k soit pair!, ou que k soit impair?, on a prouvé que
Isk - €| < brs1-

Notons que la suite (S,) n’est autre que la suite des sommes partielles de la série de terme
général (—1)Pb,,.
Et donc puisque (S,) converge, la série Z(—l)Pbp converge.
P
+00

Par conséquent, son reste d’ordre n, Z (=1)Pb, est bien défini.
p=n+1
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Une suite (u,) converge si
et seulement les deux suites
(u2n,) et (u2p41) convergent
vers la méme limite.

1 Cest-a-dire de la forme
k =2n.

2 Crest-a-dire de la forme
k=2n+1.
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La suite (f(p))yen est positive, décroissante et de limite nulle, donc les résultats de la
question 1 sappliquent, et en particulier celui de la question 1.c, de sorte que u, est bien

défini.

Notons que (-1)Pa, = (-1)?f(p) + (=1)?*! f(p + 1), et donc la série de terme général

(=1)Pa, converge car somme des deux séries convergentes (voir la question précédente).
On a alors

S = 3 P S O D)

p=n+1 p=n+1 p=n+1
= DL+ ) (D fR)
p=n+1 k=n+2
= D@+ D DR = (D)™ fn+ 1)
p=n+1 k=n+1

=2u, — (=)™ f(n+1).

Drapres I'égalité de accroissements finis, pour tout p € N, il existe un réel ¢, €]p,p + 1[ tel
que

fo+D)=f)=@+1-p)f'(cp) = f'(cp).
Et donc a, = —f7(cp).

Mais puisque f est convexe et dérivable, f” est croissante, de sorte que f’(c,) < f’(cp+1) et

donc ap = —f'(cy) > —f'(cps1) = aps1.
Et donc (ap) est décroissante.

I" p+1 p+2

FIGURE 2.8 — La convexité de f implique que la pente de la corde passant par les points d’abscisses p 4 p + 1, qui vaut —a,
est plus faible que la pente de la corde passant par les points d’abscisses p + 1 et p + 2, qui est —ap1.

Puisque (ap) est décroissante, positive, et de limite nulle3, les résultats de la question 1
sappliquent.
Et en particulier, d’aprés I'inégalité de 1.b, pour tout n € N,

i (—1)pap

p=n+1

n +00
2Pl = D 1P| < anet = fn+ 1)~ f(n +2).
p=0 p=0
D’aprés la question 2.b, on a donc

Un = % > (=1)Pfa,+ %(—1)"+1f(n +1).

p=n+1

Or, la série de terme général (—~1)"*! f(n + 1) converge, toujours par application de la
question 1.

Drautre part, la série de terme général f(n + 1) — f(n + 2) converge. En effet, il sagit d’une
série télescopique :

N
Y fm D= fn+2) = f() - fN+2) — f(1).
n=0
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3 Car différence de deux
suites de limite nulle.

+00

La somme Z(—l)P by nlest
p=0

autre que le € de la question

1.b.

— & Danger !
Attention 4 ne pas conclure
trop vite que toute série
téelscopique est convergente,
par exemple Z (n+1)=n)
diverge.
Ici, on a tout de méme utilisé
le fait que f soit de limite
nulle en +co.
1l est conseillMe WiBtaNEY
tiquement passer par les
sommes partielles, comme
nous ’avons fait ici.

o
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+00
Et donc si on pose v, = Z (=1)ap, alors le résultat de la question 3.a prouve que
p=n+1

[va| < f(n+1) - f(n+2), et donc la série de terme général v, est absolument convergente,
et donc convergente.

. 1
Ainsi, u, = 50+t F(=D)™1f(n+ 1), et donc Z up est convergente car somme de deux
n
séries convergentes.

\
A classer

Attention, notamment sur les questions sans préparation, i ne pas tomber dans les piéges qui sont parfois tendus par

I’énoncé.
Si un exercice vous semble trivial, c’est sirement qu’il y a anguille sous roche !

~ f) dt.
1

Nature de

+00
Soit f une fonction continue sur [1, +oo[ telle que f f(t)dt converge. Montrer que
1

également.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.26 Un premier réflexe serait de dire que pour tout ¢ > 1,

£(0)
t

Malheureusement cette inégalité n’est vraie que si f(t) > 0, et de toutes fagons, pour
prouver la convergence d’une intégrale par domination, il faut la positivité de tous les
termes.

< f(t) et de penser que ceci suffit 4 conclure.

+00
Une autre erreur 2 ne pas faire serait de dire que puisque f f(t)dt converge, alors
1
lim f(x) =0, et s’en tirer a 'aide de majorations.
X—+00

En effet, nous connaissons un résultat similaire pour les séries, mais il n’en existe pas pour
+00

les intégrales : il existe des fonctions f positives, telles que f(t)dt converge, mais

0
qui n’admettent pas de limite en +co.

Notons F la fonction définie sur [1, +oo[ par F(x) = f f(t)dt.
1

Alors F est la primitive de f qui s’annule en x = 1. En particulier, c’est une fonction de
classe 67.
Une intégration par parties nous donne alors, pour tout x > 1,

“fo)  [FOV . (FF® ,  F@x)  [*F@)
J R[] R [

+00
Mais puisque f f(t)dt converge, F(x) admet une limite ¢ lorsque x — +oo.
1

F
Et alors, par quotient de limites, F&) — 0.
X X—+00
Drautre part, il existe! A > 1 tel que pour x > A, € -1 < F(x) < €+ 1.
Notons alors M = max(|¢ — 1/, ¢ + 1]), de sorte que pour tout ¢t > A, |F(t)] < M.
F(t) < M

Par conséquent, pour tout t > A, 2| < t_2

+00 F(t)

Et donc par comparaison 4 une intégrale de Riemann, f = dt converge absolument

A
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+00 t
Jy dt converge

On peut par exemple regar-
der la fonction qui vaut k sur

1
[k,k+ﬁ (k € N") et 0

ailleurs.

Nous ne détaillons pas tout,
mais en essayant de la repré-
senter et de calculer l’aire
sous la courbe, vous devriez
voir apparaitre le lien avec
une série de Riemann conver-
gente.

Notons qu’il est également
possible de trouver des fonc-
tions continues d’intégrale
convergente et sans limite en

+o00.

1 est 1a définition de limite,
dans laquelle on a pris ¢ = 1.

M. VIENNEY
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et donc converge.

O F(t * F(t
Il en est donc de méme de f t( ) dt. Et don f % dt admet une limite finie lorsque
X — oo, ! !
@ ( ) o f@) ( )
Et donc dt admet une limite lorsque x — +oco de sorte que dt converge.
1 1

O

Intégrale d’une fonction périodique

Abordable en premiére année : v
X
Donner un équivalent lorsque x — +co de f | sin t| dt.
0

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.27 Notons que la fonction ¢ - |sin t| est 7-périodique
car |sin(x + )| = | = sin(x)| = | sin(x)|.
Ainsi, pour tout k € N,

Pour prouver la premiére

(k+1)x T s
f |sin(t)| dt = f |sint|dt = f sintdt = 2. égalité, on peut procéder
kr 0 0 au changement de variable
t=x—ko.
1
T 21 3z 4

FicURE 2.9 — Toutes les «arches» ont la méme aire.

X
Dans ce qui suit, I'idée est que f |sin ¢| dt doit étre environ égal a I'aire d’une arche, fois
0

le nombre d’arches qui se trouvent entiérement entre 0 et x.
k est le nombre d’arches qui

Soit donc x € R, et soit k € N l'unique réel tel que kx < x < (k + 1). Alors sont entierement contenues
entre les droites verticales
(i+1)n . N dabscisses 0 et x.
f |sint|dt = Zf |sint|dt+f |sint|dt = 2k +f |sin t| dt.
ko ko
—,—/
=2

Mais, par croissance de I'intégrale,

x (k+1)x
0<f |sint|dt<f |sint|dt <2
km kr

Et donc .
2k<f |sint|dt < 2k + 2.
0
X X Pour le dire autrement,
Or,ona = —1 <k < =, de sorte que x
T T k= {;J )

2(5—1)<2k<f Isint|dt < 2k +2 < 2> +2.
T 0 J

. 2x .
En divisant par —, il vient
T

X
T T . /a
1——<—f |sintldt <1+ =.
x  2x Jo x
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X
R .o .
Par le théoréme des gendarmes, on a donc lim — f |sint|dt = 1 et donc
X Jo

x—+00

x o 2x
[sint] ~ —.
0 x—+00 T

Généralisation : ce résultat peut aisément se généraliser a toute fonction f qui soit continue et
T-périodique, a condition que l'intégrale de f sur une période ne soit pas nulle. On a alors

j;xf(t)dt T ;fon(t)dt.

o
Moyen
Deux densités continues s’intersectent nécessairement.
Abordable en premiére année :
+00
Soit f une fonction continue et positive sur R, telle que f f()dt = 1.
0
Montrer qu’il existe o € R, tel que f(a) = e
SOLUTION DE L’EXERCICE 2.28 .
Soit ¢ la fonction définie sur R, par (x) = f (f(t)—e7") dt.
0 — Soyons rapides !
Alors ¢ est de classe 6! sur R, et ¢’(x) = f(x) —e™*. Oyons rapices
0 On pourrait calculer l'inté-
De plus, on a ¢(0) = f (fy—e")dt=0et grale
0 400
+00 +00 j(; e dt
lim (p(x):f f(t)dt—f eldt=1-1=0. 4
X—+00 0 0 mais si on reconnait la den-
) ) ) ) sité d’une loi exponentielle
Si ¢’ ne sannulait pas, elle serait de signe constant. &(1), ou encore si on recon-
Supposons par exemple que ¢’(x) > 0, pour tout x > 0. Alors ¢ est strictement croissante nait I'(1), il est immédiat que
sur R,.. En particulier, pour tout x > 1, 0ona ¢(x) > ¢(1) > 0,etdonc lim ¢(x) > (1) > 0. cette intégrale vaut 1.
X—+00

Ceci est impossible.

On montre de méme qu’il n’est pas possible que ¢’ soit strictement négative sur R,. Et
donc ¢’ s’annule en au moins un réel a € R;. Et donc f(a) —e ™% =0 © f(a) = ™%
Remarque : on pourrait tenir le méme raisonnement en remplagant t v " par n’importe quelle
autre densité continue sur R, et nulle sur R*. |

Fonction béta d’Euler.

Pour tous réels strictement positifs x et y, on pose B(x,y) = fl <11 =)y dr.
1. Prouver la convergence de I'intégrale définissant B(x, y;).
2. (a) Prouver que ¥(x,y) € (R%)?, B(x, y) = B(y, x).
(b) Montrer que ¥(x,y) € (R%)%, B(x + 1, ) = gB(x, y+ 1)
x
X+y

3. Montrer que Y(x,y) € (R})? B(x,y + 1) = B(x,y) — B(x + 1,y). En déduire que B(x + 1,y) = B(x, ).

4. Soit n un entier naturel non nul, et soit x > 0.

t

(a) Ecudier le signe sur [0, 1] de la fonction g : ¢ + e~* — 1 + ¢. En déduire que pour tout ¢ € [0,n], on a

(1 - E)n <el.

n
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t? £\"
(b) Montrer que pour tout ¢ € [0,n], on a (1 - ;) el < (1 - ;) )

(c) Montrer que lim (1 - E) t*dr = f t*le7t dt = T(x).
0 0

n—oo n

n*n!

5. Montrer que Yx > 0, I'(x) = lim GrD G
n—eo x(x c(x+n

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.29

La fonction ¢ — t71(1 — t)¥~! est continue et positive sur ]0, 1[.
1/2
Au voisinage de 0, ona t*~!(1-¢)y~! ~ t* et f t*~1 dt est une intégrale de Riemann

t—

0
convergente, donc, par le critére de comparaison pour les fonctions positives,
1/2
f *71(1 = t)V~" dt est convergente.
0

De méme, au voisinage de 1, t*~!(1 — t)v~! ~ (1-pyt,
t—
1

1
Maisf (1 - t)V~! dt est une intégrale de Riemann convergente et donc f 11—yt
1

/2
converge.
On en déduit que I'intégrale définissant B(x, y) est convergente.

1/2

Procédons au changement de variable u = 1 — ¢ (qui est légitime car I'intégrale définissant
B(x,y) converge). Onaalorsu = 1 pour t =0 et u = 0 pour ¢ = 1. De plus, du = —dt, et
alors

1 0 1
B(x,y) = f A=) dr = - f A -uy'wdu = f w11 - uy*'du = B(y, x).
0 1 0

On a, par intégration par parties sur un segment de la forme [a; b] c]0, 1],

b 1
f (1 —t)Y ' dt = [——tx(l — 1)1
a y

b

b
+ ff 11— t)Y dt
a y a

b 1 x b
f K-yt =—=p* 1 -b)Y T + = f <11 - )Y dt
0 ) Yy Jo

En prenant la limite lorsque a — 07, il vient

Puis en prenant la limite lorsque b — 0*

1 pe 1 pe
B(x+1,y)=f (1 —t)Y! dt:—f 711 = t)¥ dt = =B(x,y).
0 yJo y

Ona

Six > lety > 1, alors
Iintégrande est continue
sur le segment [0, 1], mais
lorsque x < 1ouy < 1

ce n’est plus vrai et donc il
faut faire une vraie étude de
convergence.

— Astuce

o

En cas de doute pour les
intégrales de Riemann de

la forme fab (Fd#, faire

le changement de variable
x=t—a.

Ici on pourrait poser ¢ = 1-x.

1 1 1 1
B(x,y+1) = f (1=t dt = f =)=ty dt = f Rl G Uy f t*(1-t)V"1dt = B(x, y)—-B(x+1,1).
0 0 0 0

On en déduit que
B(x+1,y) = )—CB(x, y) = fB(x, y) — EB(x +1,y)
Y y Y
soit xX+y x x
—=B(x+1,y) = =B(x,y) © B(x + 1,y) = ——B(x, ).
Y Yy x+y

Soitg: t > e =1+t Alors g est dérivable et g’(t) = —e™ + 1 > 0, de sorte que g est

croissante sur [0, 1].
De plus, g(0) = 0, et donc g est positive sur [0, 1].

t t
On en déduit que pour ¢ € [0, n], puisque — € [0,1], 1 — = < e™!/" et donc
n n

2] el e
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Sit € [vn,n], la relation est évidente car le membre de gauche est négatif lorsque celui de
droite est positif.
Supposons donc que ¢ € [0, yn]. L'inégalité a prouver est équivalente (par croissance du
logarithme) 2
t? t
—t+ln(1—;) < nln(l——).

n

Etudions donc la fonction
t2 t
hit —t+In|1-— —nln(l——)
n n

Elle est dérivable sur [0, /n], et on a

N 2t n_ HEt=17+(n-1)
O L 75 B s

Ainsi, elle est négative sur [0, yn], de sorte que h 'y est décroissante. Comme h(0) = 0, on
en déduit que
2

Vte[0,\/5],h(t)<0@—t+ln(1—t—) <nln(1—£) = (1—ﬁ)e‘t < (1—£)n.

n n n n

Des deux questions précédentes, il vient, pour x > 0

n t2 n E\" n
f (1 - —) e ' dr < f (1 - —) < dr < f et ldy
0 n 0 n 0

Mais par définition,

n (o)
lim e tdr = f *le7tdt = T(x).
0 0

n—oo

De plus,

n t2 n 1 n
f (1 - —) t*letdt = f lemt - = f t**le~tdt —s T(x) — OT(x + 2) = I'(x).
0 n 0 nJo n—ee

Par le théoréme des gendarmes, on en déduit que
n

lim (1 - %)n - I'(x).

—00
n 0

t ..
En posant u = —, il vient
n

n " 1 1
f (1 - —) ¥ 1dt = f (1—u)"(un)*'ndu = nxf (1-u)"u*'du = n*B(x, n+1) = n*B(n+1, x)
0 0 0

n

D’aprés la formule obtenue 2 la question 3, il vient

n(n-1) n!

mrom-1en b= ey T e B

B(n+1,x) = %B(n,x) =
n+x

n!

n! !
_ . x—=1 _ .
_(x+1)---(x+n)f0 Bl s T D ey

On en déduit par la question 4.c que

. n*n!
Ieo = rlgrolox(x+ - (x+n)

Fonctions définies par une intégrale
1.01 ESCP 2014 1.18 ESCP 2014 (intégrale dépendant de ses bornes)

Des exercices récurrents a 'oral (mais aussi a 'écrit) font apparaitre des fonctions définies par une intégrale.
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)
et

+00
Etude la fonction x — f dt.
0

1+t

—xt?

+0o
1. Soit x un réel. Démontrer que l'intégrale f dt est convergente si et seulement si x est strictement
0

positif. On pose alors :

)
et

dt.
1+t

+00
V¥x e R}, F(x) = f
0

Lexercice a pour but étude de la fonction F.

2. Etudier le sens de variation de la fonction F.

1
1 w1 . .
3. (a) Démontrer que pour tout x > 0, on a F(x) > — f o7 dt. En déduire la limite de F en 0.
¢ Jo

—u2

+00
(b) Démontrer que pour tout x > 0, ona : F(x) = f — du. En déduire la limite de F en +ov.
0 \/J_c +u

4. Prouver que pour tous xo et x réels strictement positifs, ona :

Ve - vxil  Vx

|F(x) = F(xo)| < NN >

En déduire que F est continue sur R.

5. Démontrer que lirP Vx (\/EF(x) - ﬁ) = —1.

2 2
En déduire que F(x) = Nz 1

1
e — 5L +o (;) au voisinage de +oo.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.30

—xt?

La fonction t — est continue sur [0, +co[, de sorte que le seul probléeme de conver-

gence éventuel est au voisinage de +oo.

2
. 2 e Xt 1
Six <0, alors e™" — +oo, et donc pour ¢ suffisamment grand, on a > —.
teo 1+t 1+1¢
1 1 <1 .
Or, — ~ <—et — dt diverge.
1+t to+eo t 1 t
+oo —xt?
On en déduit donc que dt diverge.
0 1+t
—xt? +oo —xt2
De méme, si x = 0, on a —— = —— et donc f dt diverge pour les mémes
. 1+t 1+t 0 1+1¢ On aurait pu prendre ¢> au
raisons. lieu de #3, mais la croissance
Enfin, si x > 0, on a, par croissance comparée : comparée aurait alors né-
cessité quelques détails, par
5 e—xt2 5 ) exemple un changement de
P—— ~ te" — 0. variable en posant T = 2.
1+t t—+ t—+oco

—xt? 1 . e ., 1 .
Et donc = o (= Puisque — est une intégrale! convergente, il en est de
t—+00
1

3 3
L+t ¢ ¢ I De Riemann.

+00 _—xt 1 —xt
méme de f o7 dt. Et f o7 dt converge car intégrale d’une fonction continue
1 0

42
ext

1+t

+00

sur un segment, de sorte que f dt converge.
0

e—xt‘2

1+t
u

Pour 0 < x <y, et pour tout t > 0, on a xt? < yt? et donc, par décroissance de u - e7¥,
2 2
e™XI" » 7Y,

+00
Ainsi, nous avons bien prouvé que f dt converge si et seulement si x > 0.
0
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—xt2 —yt
a. e X e Y
> 0, il vient

En multipliant par

Par croissance de l'intégrale, il vient donc

+00 e—xt2 +00 e—yt2
F(x) = dt > dt = F(y).
(x) fo 1+t fo 1+t @)

La fonction F est donc décroissante.

D’apreés la relation de Chasles, on a

1Vx -xt? +00 —xt?
F(x) = f dt + f dt
0 1+t 1/vx 1+t
La seconde intégrale est positive car intégrale d’'une fonction positive.

1/4x e—xt2
Et donc F(x) > f dt.
0 1+t

1 1
Mais pour t € [0, — [, on a t* < — et donc xt? < 1.
= x

OnendéduitqueelH > T

Par croissance de I'intégrale, on a donc

1/4/x e—xt2 1/4/x 1
f dt > e‘lf —dt
0 1+t 0 1+1¢

1V gy
et donc F(x) > —f —_
e Jo 1+t

De plus, on a, pour tout x > 0,

N gy LVX _ 1
fo T = [In(1 + 1)}, (1 + $) 2+,

On en déduit donc que F(x) 2, oo
x—0"

Soit A > 0. Alors, en procédant au changement de variable t = Vxu & u = T, ona
x
A e—xt2 A/x e—u2 A/x e—u2
f dt = f - Vxdu = f du.
0 1 +t 0 1 + \/—; 0 u+ \/}
En passant 2 la limite lorsque A — +o0, il vient donc
La convergence de cette
A —xt? Al\x e—uz +oo -2 seconde intégrale est automa-
F(x) = lim = lim u = u. tique car nous savons que la
A—+teo Jg +1 A—too g \/; +u 0 \/} +u limite lorsque A — +oo existe
car l'intégrale définissant F
2 e_uz COnVerge.
Pour x > 0, et pour tout u > 0, on a < . Et donc par croissance de l'intégrale,

W

+00 e—u2 +00 e—u2 1 +00 )
F(x) = f du < du = —f e " du.
o l+u 0o Vx Vx Jo

Pour calculer cette derniére intégrale, considérons une variable aléatoire X suivant la loi

normale N (O, %)

., 1 2
Alors une densité de X est t — —e~*". Et donc
b

P(X > 0) = f —e_t dt.
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1 — Astuce
D’autre part, on a P(X > 0) = = et donc <
2 Pour toute loi normale d’es-

pérance a, on a
+00 _tz d _ \/E
o € t‘?' PX>a)=P(X<a)=

C’est une conséquence de la
symétrie de la densité autour

1
5

On en déduit donc que

) e de a.
F(x)<—f e‘“zdu<ﬂ — 0
\/3_( 0 2\/} X—+00
Pouru > 0,0ona
e ) e _ Vxo — Vx
Viru mru O (Erwm
et donc .
e—uZ B e—uZ _ e U (\/x_ — \/}) < 2 \/x_ - \/;
VEtu  Nm+u| |(yi+ w(E + ) NN
Par croissance de 'intégrale, on a donc
P - Pl = | [ Y S
x) — F(xp)| = - u
0 o \Vx+u xo+u
+oo | —u? -u?
< f ¢ - du
0o |Vx+u Axo+u
+00 _
< f V= vxl
0 Vxv/xo
IVx —vxol [ _p [Vx — v/xol v
= eV dyu= ————.
Vxyxo  Jo Vxyxo 2
En particulier, lorsque x — xp, on a lim |F(x) - F(x)| = 0 & lim F(x) = F(xo).
X—X0 X—X0
Et donc F est continue en xo. Ceci étant vrai pour tout xp > 0, on en déduit que F est
continue sur R}.
En utilisant le résultat de la question 4.b, on a
+oo —u? +oo
\/;(\/;F(x)—ﬁ) =xf ¢ du—\/a_cf e du
2 0 \/} +u 0
+00 ) x
= et x| du
Lo lE )
= f+oo e_u2 _\/}u du
0 xX+u
+00 2
=f e ( “ - u) du
0 X+ u
+00 , 2 +00 2 On a bien le droit de séparer
= f e U du — f ue % du Iintégrale en deux car les
0 \/J_C +u 0 deux intégrales considérées
Convergent.
Mais on a
+00 A A
2 . . 1 . 1 1 2 1
f ue ™ du= lim e du= lim |—=e | = lim (= - e 4| =2,
0 A—+o00 0 A—+00 2 0 A—+oo \ 2 2 2
Et donc 5
\/E) 1 f+°° 2 U
x |VxF(x)— — |+ = = e du.
VE (\F 0-)ez= [
Orona

teo 2 1 +eo 2
0<f et du < —f e du — 0.
0 \/)_C +u Vx Jo X+
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Et donc on a bien

s %)

On en déduit que

xF(x) - \/_\/_=—1+o(1)<:>F() L ! 0(1).

24/x  2x x
o
2 o g
Ecude de f(x) = f o
ude de f(x) o 1+xet
+o00 t
1. Montrer que pour tout x > 0, l'intégrale f ———— dt converge.
o 1+xet
+00 ¢
On note f l'application définie sur R} par : pour tout x > 0, f(x) = f Toot
0 xe

2. Montrer que f est strictement décroissante sur R}.

3. (a) Déterminer lim _f(x), puis un équivalent de f(x) pour x au voisinage de +oo.

(b) Déterminer lin}) f(x).

4. (a) En utilisant le changement de variable u = x - e’ que 'on justifiera, montrer que :

lnu

f(x) = In(x) (In(x) - In(1 + x)) + f u(l +u)

(b) En déduire que f est dérivable sur R et calculer f(x). Retrouver ainsi le sens de variation de f.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.31

. t . , N
La fonction t — Tovef est continue sur [0, +oo[, donc le seul éventuel probleme de
xe
convergence est au voisinage de +co.
.. t 1
Or, au voisinage de 4+oc0,0na —m4m4 ~ — = —te’!
1+ xet to+0 xe!  x

+00
Puisque f te t dt convergel, par critere de comparaison pour les fonctions positives,
0

+00
! dt converge
o 1+xet ge-

Soient x < y deux réels strictement positifs.

1
Alors pour tout t > 0, on a Trxet - Taget
, 1 1
Drautre part, pour t = 1, on a > .
1+xe 1+ye

Autrement dit, la fonction ¢ est continue sur R%, positive, et non

1+xet  1+yet
nulle.

Donc son intégrale, qui est f(x) — f(y) est positive et non nulle, donc strictement positive.
Ainsi, f(x) > f(y) : f est strictement décroissante sur R¥.

Pour tout x € R} ettoutt € R;,ona

ot ot 1
x T x5 .
1+xet ~ xet «x

Et donc par croissance de l'intégrale,

T, 1 1
0< f(x) < — te”tdt < ;F(Z) =—.
0

X X
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L Cese T(2).

— & Danger !

4 Une grosse erreur ici serait

de dériver (par rapport 2

x) ce qui se trouve sous
I'intégrale et donc d’affirmer
que

+oo 4ot
/ - _ 4
f fo (1 +xet)? ‘

En effet, nous ne disposons
d’aucun résultat nous assu-
rant que nous avons bien le
droit de faire ceci, autrement
dit, la dérivée d’une intégrale
n’est pas toujours l’intégrale
de la dérivée.
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Et donc par le théoréme des gendarmes, lirP flx)=0
X—+00

+00 +00
xt
f ——dt— f te”! dt
0 1+ xet 0
+00 —t
x—e'—-x
= f t————dt
0 1+ xet
+00 —t
—te
_ f e 4
o 1+xet
+00 —t
te
<f —dt
o 1+xet
1 +00
< - f te™! dt.
X Jo

Et donc en particulier?, lorsque x — +o0, xf(x) -1 — 0.
X—+00

On a alors

bef(x) -1

Soit encore xf(x) — 1, de sorte que f(x) ~ -—.
xX—+00 X—+00 X

Comme nous savons que f est décroissante, par le théoréme de la limite monotone, soit
elle admet une limite finie € en 0, soit lim f(x) = +oo.
x—0*t

Supposons donc que lil’{)1+ f(x)=1¢,avec € € R.

Puisque la fonction intégrée est positive, pour tout A > 0, on a

+0o ¢ A ¢
= ——dt > —dt
fx) f(; 1+ xe? \fo 1+ xet

Mais pour ¢ € [0, 4], e’ < e et donc

t t
< .
1+xed 1+ xet

Par croissance de I'intégrale, on en déduit que

A 4t A2 1
—dt > —dt = ——.
o 1+ xet o 1+xed 2 1+ xe4

. A?
Nous venons donc de prouver que pour tout x € R} et tout A € Ry, f(x) > s xed)
xe

AZ

Et donc en faisant tendre x vers 0, il vient £ > —
A2
Or cette inégalité ne peut pas étre vérifiée pour tout A > 0, puisque 5 Tt
—+00

C’est donc que notre hypothése de départ est fausse : f n’admet pas de limite finie en 0 et
donc lirg+ f(x) = +o0.

La fonction t — xe’ est 6! et strictement croissante sur R,, donc le changement de
variable est bien légitime.

Posons alors u = xe’, de sorte que ¢ = In ( ) In(u) - In(x) et donc dt = dzu

ooy
so= [
(% In(w) - In(x) du
- fx 1+u u
+oo 1
=£ (In(w) = In(x)) —— ai s )

**° Inu oo 1
=fx e )du 1n(x)f (—— u) du
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On a donc

Clest 'inégalité triangulaire
qui nous permet d’affirmer
ceci, mais puisque la fonction
intégrée est toujours néga-
tive, l'intégrale est négative,
et donc sa valeur absolue

est égale 2 son opposée. On
pourrait donc affirmer qu’il
ya égalité, et non juste une
inégalité.

2 L’intégrale qui apparait
dans la majoration ci-dessus
est une constante, qui ne
dépend pas de x. 1l s'agit
alors juste d’appliquer le
théoréme des gendarmes.

Attention au fait qu’on est
ici en 0, et donc 2 la borne
de gauche de l'intervalle de
définition de f.

Si elle n’admet pas de limite
finie, elle tend vers +co (alors
que si on s’intéressait 3 la
limite en +oo, elle serait soit
finie, soit égale & —c0).

En cas de doute, dessinez

au brouillon une fonction
décroissante qui n’admet pas
de limite finie en 0 !

La convergence de cette se-
conde intégrale est garantie
par le théoréme de change-
ment de variable puisque
lintégrale de départ, f(x), est
convergente.

Astuce

S N
ul+u) u 1+u’
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Or, pour A > x,0on a

fA (l _ ) du = [In(u) - In(1 + u)]::1 =In(A) — In(1 + A) + In(x) — In(1 + x)

u 1+u

A
=In Tl In(x) — In(1 + x) vl In(x) = In(1 + x).
— 1
Ao
Et donc on a bien prouvé que Disons tout de méme deux
mots de la convergence de
*eo ln(u) cette derniére intégrale : au
£ =) (o) = Inct ) + [ 200 au, voisinage de 1o
+00 1 +o00 1 x 1 ln i ~ IHJ =0 (L)
nu nu nu Tvo w2 l\wrz)
4b. N du = —— du- du. u(
otonsquefx u(l+u) u j; u(l +u) “ j; u(l+u) “
* ]
Or, par le théoréme fondamental de I'analyse, x - f (flf ) du est 6! sur R*, de
1 U u
dérivée égale A x — In(z)
S x(1+x)°
too lnu , 1 ;e s N ln(x)
Et donc x — du est également €', de dérivée égale d x » —————.
» u(l+uw) x(1 +x)
On en déduit que f est dérivable sur R% car somme et produit de fonctions dérivables sur
R, avec
1 11 In(x)
"(x)==(1 —In(1 | — -
F&) x (n(x) n( +x)) +In(x) (x 1 +x) x(1+x)
1 X
=—In ( ) )
x 1+x
Or, pour x > 0, T ix < 1, de sorte que ln(ﬁ) < 0, et donc f’(x) < 0.

On retrouve alors que f est strictement décroissante sur R}.

Etude du caractére 6! d’une fonction définie sur R2.

Soit f une fonction de R dans R, de classe 6'. On définit la fonction g de R? dans R par :

1

y .
V(x,y) (S RZ, g(x,y) — {y_xL f(t)dt SIX £y
f@x) six =y

1. Exemple. Dans cette question seulement, on suppose que f est définie par : Vx € R, f(x) = x%.
Déterminer la fonction g correspondante et montrer que g admet un minium global sur R°.

2. Soit D = {(x,y) € R? : x # y}. Montrer que g est de classe 6! sur D et calculer ses dérivées partielles sur D.
3. Soit a € R. Montrer que g admet des dérivées partielles du premier ordre en (a, a) et les exprimer en fonction

de f’(a), our f’ désigne la dérivée de f.
4. Soita € Ret(x,y) € D.

1 y
(a) Montrer que : d1g(x,y) — d19(a, a) = (y——x)2 f (y-t)(f'(t) - f'(a)) dt.
(b) En déduire que :[d1g(x,y) — d19(a, a)| < %sup {If'(t) = f'(a)l, t € S}, out S désigne le segment d’extré-

mités x et y.
5. Déduire des questions précédentes que g est de classe 6! sur R2.

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR M. VIENNEY


http://www.ecs2-fauriel.fr

2.5. FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES 151

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.32

Pour x # y, on a alors

1 (Y 1 [£] 1y -
e H _ly o
y—x Jy y-x|3], 3 y-x

1
Pour x =y, on a g(x,y) = x> = 3 (x* + xy + y?) et donc

Pour tout n, on a

a” - b" =(a-b)x

£

k=0

(x2 +xy + y2) .

(ST

1 1
V(x,y) € R?, g(x,y) = 3 (x2 +xy + y2) =3 ((x +y)? + 1%+ yz) .

Il est alors évident que g(x,y) > 0, car somme de carrés, et g(x,y) = O si et seulement si

x+y=0
x=0 S (x,y) =(0,0).
y=0

Donc g admet un minimum global, égal 4 0, et atteint uniquement en (0, 0).
Notons F une primitive de f. Alors F est de classe 6! sur R et

Y0x.9) € D. glx.y) = —— (F(y) = F(x).

Or, les fonctions (x,y) — x et (x,y) — y sont 6! sur D, et donc par composition avec F,

(x,y) = F(x) et (x,y) — F(y) sont deux fonctions 6! sur D.

Et alors, par somme de fonctions 61, (x,y) = F(y) — F(x) est de classe 6! sur D.

Enfin, (x,y) - y — x est polynomiale et donc ¢! sur D, et ne s’y annule pas, de sorte que

F(y) - F(x)
y—x

le quotient (x,y) — est de classe 6! sur D.

On a alors . .
d1g(x,y) = — )y —x) +( 2(y) - F(x)) _ g(x,y) — f(x)
(y - x) y—x
En notant que g(x,y) = M, on constate que x et y jouent des roles symétriques,
et donc le méme calcul nous donnerait d2g(x, y) = g(’ﬁ;/)f—xf(y)

Sous réserve d’existence de la limite, on a

- a+h Cest la définition de la déri-
019(a, a) = lim glatha-g@a = lim 1 1 f(®)dt — f(a) vée partielle : c’est la dérivée
g h n\h b
h=0 h=0 a (si elle existe) en a de la fonc-
. 1 (F(a+h)-F(a) tion ¢ - g(t, a).
= lim — (— - f(a)].
h

h—0 h

Mais F étant 61, par la formule de Taylor-Young, on a

F(a+h) = F(a) + hF'(a) + %ZF"(a) + hgo(hZ).

Soit encore Fla+h) - F(@) L
a+h)—ra ,

— ~f@=5f@~+ o (h.

Et alors,

gla+h,a)—g(a,a) 1 (F(a+h)-F(a)
h " h h

1 1
~f@)==f 1) — = f'(a).
f(a)) 2f (a)"'hgo( )h_—>()) 2f (a)
L1 . 1
On en déduit que d;g(a, a) existe et vaut Ef’(a).
De la méme maniére, on a

,a+h)—g(a, (1 [t 1,
29(a.q) = lim HELTD 2900 “)=;g5ﬁ(ﬁ [ rwa-s@) = 3r@.
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4.4. Ona

919(x,y)—19(a,a) = M_ 1

—-x 2 (y — x)?

Or, une intégration par parties sur I'intégrale fournie par I'énoncé nous donne

fy(y—t)(f’(t)—f’(a))dt: [(y—t)(f(t)—f/(a)t)]§+fy(f(t)—f’(a)t)dt
Y y
=—(y—X)(f(X)—f'(a)x)+f f(t)dt—f'(a)f tdt

y 2 _ x2
- =W - f @0+ [ -5
Y x
- [ - - 050 - -0 (55 )

y —x)2
= [T rwdi- -0 - r@U S

Et donc, apres division par (y — x)? # 0, on obtient bien

Y y v
(y—%)z f =0~ f(a)dt = (y_;x)z ( f Ftydt - (g - x)f () - 2’“) f’(a))
= 019(x,y) — dig(a, a).

4.b. Notons que f” étant de classe 6! sur le segment S d’extrémités x et y, elle y est bornée et
atteint ses bornes, donc max{|f’(t) — f’(a)|, t € S} existe bien.
Notons M ce maximum. Alors pourt € S,ona

ly—tl <ly—xlet|f'(t) - f(a)) < M.

Et donc pour x < y,

f - DF0) - Fla)dt

y
< f ly— 1 1f(0) - £ (@)l dt

y
<f Mly —t| dt
x SN——

=y—t
y-1?7’

n|-5

\M(y—x)z

Siy < x, alors il faut changer le sens des bornes de I'intégrale dans I'inégalité triangulaire

f -0 - Flaydt

y
< f ly—t]-1F(t) — f(@)]dt

<f Mly - t| dt
y \/—/

=t-y
(t—y)z]x
<M[
2 y
my=

2
5. Puisque nous savons déja que d1g et >g sont définies sur R2 tout entier, et continues sur
D, il s’agit de prouver qu’elles sont continues en (a, a), pour tout a € R.
Il suffit donc de prouver que d;g et d-g sont continues en tout point de

R>\ D = {(a,a), a € R?}.
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y Y
r@= = ([ rwar- -0 - U5 @),

y2—x?=(y - x)(y +x).

L’énoncé note S le segment
dextrémités x et y, et non
[x,y], carsiy < x, alors

S =1y, x].

Crest ici que l'hypothese
X < yestimportante :
pour appliquer I'inégalité
triangulaire, il faut que les
bornes soient «dans le bon
sens».
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Nous allons le faire pour d;g, les mémes types de calcul pourraient s’appliquer pour d»g en
raison de la symétrie jouée par les roles de x et y.
Soit donc a € R, et soit ¢ > 0. Il s’agit de prouver que
Si (x, y) est suffisamment

Ay > 0: Y(x,y) € R, ||(x,y) - (@, a)|| < n = |819(x,y) — di1g(a, a)| < «. proche de (a, a), alors
019(x, y) est sufisamment
Puisque f” est continue en a, il existe n > 0 tel que pour x € [a—n, a+7], |f'(x)- f'(a)| < 2. proche de 91 g(a, a).

Et alors, pour (x,y) € [a —n,a+ n]*> N D, par la question précédente, on a

01905,) ~ gl @l < 5 sup L)~ (@l t € [a=n,a+nl} < 32 <

D’autre part, si b est un réel tel que |b — a| < n, alors |f’(b) — f7(a)| < 2¢, et donc
1 ’ ’
101g(b, b) — 019(a, a)| = §|f (b) - fla)l <e.

Soit donc (x,y) € R? tel que [|(x,y) - (@, a)|| < 7.
Alors ||(x,y) = (a,a)|” < * © (x — a)®> + (y — a)*> < p°.
En particulier, (x — a)’> < n? et donclx — a| < 5. De méme, ona |y —a| < 7.
Et donc d’apres ce qui précede :
esoit (x,y) € D, et alors |91g(x,y) — 619(a, a)| < ¢
<

esoit (x,y) est de la forme (b, b), avec |b — a| < ¢, et alors on a également

[019(x,y) — d1g(a, a)| < e.
Autrement dit, nous avons bien prouvé que pour tout (x,y) € R?,

I(x,y) = (@, a)ll < n = [019(x.,y) - 01g(a, a)| < ¢.

Et donc ;g est continue en (g, a). Ceci étant vrai pour tout a € R, d1¢ est continue sur R2.
On prouve de méme que dag est continue sur R?, de sorte que g est une fonction de classe
6! sur R?.

O

L’exercice suivant, bien que calculatoire, n’est pas si difficile... 2 condition d’étre a I'aise avec les notions de dérivées
directionnelles, notion délicate s’il en est !

Rappelons brievement de quoi il sagit : si f est une fonction disons 62, si x, h € R", alors nous pouvons considérer la
fonction g d’une seule variable définie par g : t > f(x + th).

Alors g est de classe 62 (ou 67 si f est seulement 6!) et ses deux premiére dérivées sont données par

1
g'(®) = (Vf(x +th),h) et g"(t) = Sqxsen(h)

ou gy+rh, désigne la forme quadratique associée a la hessienne V2 f(x + th) de f en x + th.

Equation des ondes en dimension 1

1. Soient a et b deux application de R dans R, de classe 6* sur R.
Soit f Papplication de R2 dans R telle que, pour tout (x,y) € R2,

x+

[ =5 e+ +ac-y+ [

x-y

y
b(s) ds] .

Justifier que f est de classe ‘6% sur R? et montrer que 87, (f) — 85 ,(f) est l'application nulle.
Pour x € R, préciser les valeurs de f(x,0) et de 8>(f)(x, O) ,
2. Dans cette question, f désigne une application de R? dans R qui est de classe 62 sur R2.
(a) Montrer qu’il existe une unique application g de R? dans R telle que pour tout (x,y) € R?,

flx,y) =g(x +y,x —y).

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR M. VIENNEY


http://www.ecs2-fauriel.fr

154 CHAPITRE 2 : ANALYSE

Dans la suite, on admettra que I'application g ainsi définie est de classe 62 sur R,

(b) Si g désigne l'application définie au a), montrer que pour tout (x,y) € R?,
07 1) y) = 85 5(Fx.y) = 407 ,(9)(x + Y x — ).

(c) En déduire que i 812’ (f )—83,2( f) est I'application nulle et que pour tout x € R, f(x,0) = 0>(f)(x,0) = 0,

2.b.

alors f est I'application nulle.

3. (a) Montrer qu’il existe une unique application f de R? dans R qui est de classe 62 sur R? telle que
612’1(f) - ag’z(f) soit 'application nulle et que pour tout x € R, f(x,0) = x* et 92(f)(x,0) = x, et

déterminer cette application.

(b) Etudier les extremums de f.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.33
Notons B une primitive de b, qui sera nécessairement de classe ‘6. Alors

fox,9) = 5 latx +9) + ax ~ )+ Blx +3) = Blx —~g)].

Les fonctions (x,y) — x + y et (x,y) — x — y étant polynomiales sur R?, elles y sont de
classe 62, et donc par somme de composées de fonctions 62, f est également 62 sur R>.
On a alors

01 ) = 5 [+ )+ (e~ ) + b +3) = b~ y)

0 (f)(x,y) = % [@'(x +y)—a'(x —y) + blx +y) +b(x—y)].
Et donc

(N y) = % [@"(x+y)+a"(x —y) + V' (x +y) = V'(x - y)],

3 2(xy) = % [@"(x+y)+a"(x -y + V' (x+y) - ' (x - y)].

Et puisque 612’1(f)(x, y) = BS’Z(f)(x, y), alors leur différence est nulle.
Notons qu’on a f(x,0) = a(x) et 02(f)(x,0) = b(x).
Laapplication h : R? = R2,(x,y)  (x + y,x — y) est un endomorphisme de R>.

. . 1
Sa matrice dans la base canonique est A = (

1 - 1), dont le déterminant est non nul, donc

h est un isomorphisme! de R2.
Etalors, ona f(x,y) = g(x + y,x —y) = (g o h)(x, y) pour tout (x,y) € R? si et seulement si

f=gohe foh =g
Ainsi, g = f o h™! est I'unique application de R? dans R vérifiant la condition demandée.

Soit (x,y) € R2. Par définition, d; f(x, y) est la dérivée en t = x de t = f(t, ).

Or, f(t.y) = g ((y, —y) + ¢(1, 1)).
Un résultat du cours nous assure alors que cette dérivée vaut

91 (f)0xy) = (Vg ((y, —y) + x(1, 1)), (1,1)) = d1(9)(x + y, x = y) + 62(g)(x + ¥, x —y).

Le méme raisonnement, appliqué aux fonctions d(g)(x + y,x — y) et 82(g9)(x + y,x — y)
peut sappliquer pour re-dériver par rapport a x :

07 1 ()(x.y) = 87 1 (9)(x+y, x—y)+05  (9)(x+y, x—y)+0; 5(9)(x+Yy, x—1)+5 ,(g)(x+Y, x—1).
De méme, puisque f(x,y) = g((x,x) + y(1,-1)),on a

O(f)x,y) = (Vg ((x,x) + y(1,-1)), (1, 1)) = 01(9)(x + y, x —y) — G2(g)(x + y, x — y).
Et alors
05 ,(f)x,y) = 87 1 (9)(x+y, x—1) =07 5(g)(x+y, x—1) =5 1 (9)(x+y, x—y)+03 ,(9)(x+y. x-Y).
Puisque g est 62, par le théoréme de Schwarz, 612’2(9) = 65’1(9) et donc

071 (F)x,y) = 33,()(x.y) = 407 5(9)(x + Y, x — ).
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LEten particulier, h est une
bijection.

Notons au passage que 14_1 =

Lot d t
5 1 1 N esoreque
_ +ty x-y
h(x, :(x , )
(x, y) > 5
Et donc on a ¥(x, y) € R?,

gy =f (5L ).

M. VIENNEY


http://www.ecs2-fauriel.fr

2.5. FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

155

Si 612’1( f)- 63’2( f) est I'application nulle, alors, par la question précédente,
V(x,y) € R?, 87 ,(g)(x + y,x =) = 0.

Et puisque (x,y) — (x + y,x — y) est une bijection de RZ sur lui-méme, cela signifie que
(912’2(9) est nulle.

Ainsi, pour tout y € R, x — »(g)(x, y) est une application constante?.
Notons u(y) sa valeur, de sorte que pour tout (x,y) € R?, d2(9)(x, y) = u(y).
La fonction u est alors de classe 6! sur R, car d2(g) est de classe 61, et que

u(y) = 02(9)(0, y) = 829((0,0) + (0, 1)).

Si U est une primitive® de u, alors pour tout x € R, les fonctions y — g(x,y) et U ont
mémes dérivées, donc elles different d’une constante* : il existe v(x) € R tel que

V(x,y) € R?, g(x,y) = U(y) + o(x).
La fonction v est alors de classe 62 car
o(t) = g(t,0) — U(0) = ¢((0,0) + £(1,0)) — U(0).
On a alors f(x,0) = g(x,x) = U(x) + v(x) et 82 f(x,0) = 91(9)(x, x) — J2g(x, x).
Mais 81(g)(x,y) = v’(x) et 82(g9)(x,y) = U’(y) = u(y) et donc
(f)(x,0) = v'(x) — u(x).

Ainsi, si f(x,0) = 0, il vient, pour tout x € R, U(x) + v(x) = 0 et donc u(x) + v'(x) = 0.

De méme, si 8> (x,0) = 0, alors pour tout x € R, u(x) - v’(x) = 0.

Et donc u(x) +v'(x) = 0
u(x)—0'(x) =0

On en déduit que U et v sont constantes : il existe A, 4 € R telles que Vx € R,U(x) = A et

u(x) = p.

Et puisque f(x,0) = U(x) + v(x) = 0, on en déduit que A + p = 0 et donc

Vi, y) € R, flx,y) =U@) +ov(x) =A+p=0.

S ux)=0'(x) =0.

D’apres la premiére question, en posant a(t) = t2 et b(t) = t, qui sont bien de classe €,
alors la fonction

1 x+y
[y e > a(x +y) + a(x — y) +f b(t)dt]
x—y
vérifie bien les conditions requises.
Notons qu’on a alors
1 x+y
f(x,y)=§ (x+y)2+(x—y)2+f tdt]
x—y

1 1
> 2x2 + 217 + 3 [(x+y)2 —(x—y)z]]

= x> +xy + 1%
Il existe donc bien une fonction f vérifiant les conditions demandées.
Passons 4 l'unicité, et supposons qu’il existe une autre application f; vérifiant ces mémes

conditions, et soit alors h = f — fi.
La fonction h est alors 62 sur R?, et vérifie

07 1(h) = 83 5(h) = 37 () = 7, (f1) = (83.5(F) = 85,(f1))
= (02,(H) = 33.(H) - (87 () - B3,(F)) = 0.
De plus, pour x € R, on a
h(x,0) = f(x,0)~ fi(x,0) = x*~x° = 0 et r(A)(x, 0) = Ba()(x, 0)=a(f1)(x, 0) = x—x = 0.

Draprés la question 2.c, h est donc la fonction nulle, de sorte que f = fi.
Ceci prouve bien l'unicité de f, et donc il existe une et une seule fonction f vérifiant les
conditions requises, et il s'agit de f(x,y) = x* + xy + y>.
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2 Crest-a-dire qui ne dépend
pas de x, mais peut tout 2 fait

dépendre de y.

3 Qui est alors de classe 62.

4 Qui peut dépendre de x.
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1
Notons que f(x,y) = 3 [(x +y)*> + x? + y?], et donc f(x,y) > 0, avec égalité si et seulement
six=y=0. )
Et donc f posséde un minimum® en (0, 0), et ce minimum vaut 0. > Global.

Drautre part, lim f(x,0) = lim x% = +00, et donc f ne posséde pas de maximum.
xX—>+00 x—

+00

Fonctions convexes

1l existe éoalement une notion de convexité pour les fonctions de plusieurs variables, semblable A celle que l'on connait
g p p ) q

pour les fonctions d’une variable.

Fonctions convexes sur R"

Soit n € N tel que n > 2. L’espace vectoriel R” est muni de sa structure euclidienne canonique, le produit scalaire

étant noté (-, -) et la norme associée || - ||.

Soit f une application de classe 6! définie sur R”, A valeurs dans R, convexe, c’est-a-dire vérifiant pour tout

(x,y) € (R")* et pour tout réel A € [0,1] :
F((1=Dx+2Ay) < (1= D)f(x) + Af (y).
Pour tout (b, x) € (R")? fixé, on définit la fonction ¢, , de la variable réelle ¢ par :
Phx(t) = f(x + th).

1. (a) Montrer que ¢y, est une fonction convexe de R dans R.
(b) En déduire que ¢} (0) < ¢n x(1) = ¢px(0).

2. Montrer que pour tout (x,y) € (R™)?, ona

(Vf(x),y =x) < fy) = f).

En déduire que si x est un point critique de f, alors f posséde un minimum, atteint en x.

3. On suppose dans cette question que f(0) = 0 et que V(0) = 0. On suppose également que f est strictement
convexe, c’est-a-dire qu’elle vérifie pour tout (x,y) € (R")?, tels que x # y, pour tout réel A €]0, 1] :

FA=Dx +Ay) <1 =Df(x) + Af(y).

(a) Montrer que pour tout x € R", f(0) < f(x), puis que si x # 0, alors f(x) # 0.

(b) Montrer que Rin”f - f(x) existe. On note « cette valeur. Montrer que a > 0.
xeR”,||x||=

(c) Montrer que pour tout |[x|| > 1, ||f(x)I| > allx||. En déduire la valeur de lim f(x).

[|xc||—=+o0

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.34
I s’agit de revenir 4 la définition : soient #, 1, € Ret A € [0,1]. Alors

Phx(Aty + (1= Dt2) = fx + (A1 + (1 = Di2)h)
= f(Ax + t1h) + (1 = A)(x + th))
SAfGe+tih) + (1 = Ax) f(x + t2h) = Apx n(t1) + (1 = D)@, n(t2)-

Donc ¢, p, est convexe.

@n,x étant convexe, ses cordes sont au dessus de ses tangentes.
En particulier, la tangente en 0 est la droite d’équatign Y = ¢, (0t + ¢p,(0).
Donc pour t = 1, on a ¢p (1) > <p;l’x(0) + ¢n,x(0) soit encore

Phx(0) < @nx(1) = @1, (0).
On sait que ¢} _(0) = (Vf(x), h). En particulier, si on prend h = y — x, alors il vient

(Vf(x),y = x) < onx(0) = onx(1) = f(x) = f(x + (y = x)) = f(x) = f(y).
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En particulier, si x est un point critique de f, Vf(x) = 0 et donc pour tout y € R”,

0< fly) - f(x) & fx) < f(y)

f posséde alors un minimum en x.

Pour x = 0, la relation précédente donne Yy € R, 0 < f(y). S’il existait un x # 0 tel que
f(x) = 0, alors il viendrait

1 1 1 1 P foncti .
— X O + —x| < = O + — x < 0. our une ronction stricte-
f (2 2 Zf( ) 2f( ) < ment convexe, le minimum,
s'il existe, ne peut étre atteint
Ceci est contradictoire avec f(y) > 0,Yy € R™. qu’en un unique point.
]

Pour les fonctions d’une variable deux fois dérivables, il est classique que les fonctions convexes sont celles dont la dérivée
seconde est positive.

Ceci posséde une généralisation simple pour les fonctions de plusieurs variables : les fonctions convexes sont celles qui, en
tout point, possédent une hessienne dont toutes les valeurs propres sont positives.

I n’est pas trop dur (a l'aide de la formule de Taylor) de se convaincre que cela revient 2 demander 4 ce que f soit convexe
dans toutes les directions, c’est-a-dire que I'intersection du graphe de f par n’importe quel plan vertical soit le graphe
d’une fonction convexe (voir les dessins  la fin de I'exercice ci-dessous).

Risque quadratique minimal d’'une combinaison linéaire de variables i.i.d.

Soient X, ..., X, des variables aléatoires mutuellement indépendantes, de méme loi, admettant chacune une
espérance et un écart-type notés respectivement y et o # 0.

n 2
Pour tout (x1,...,x,) € R*, on note : f(x1,...,x,) = E((inX,- —y) )
i=1
n n 2
1. (a) Justifier Pégalité : f(x1,...,xn) = 0° lez + 4 (Z xi — 1) .
i=1 i=1

n 2 n
(b) Justifier, pour tout (x1,...,x,) € R", I'inégalité : (Z xl-) <n Z xiz.

i=1 i=1

(c) En déduire le minimum de f sur lensemble # = {(x1,...,x,) € R? :xy + -+ +x, = 1}.
2. (a) Justifier que f est de classe 62 sur R" et trouver son unique point critique a.
(b) Justifier que pour tout h = (h,....,h,) € R : f(@a + h) = f(a) +
1 n n n
2f (1 —t)(pZZZh,—hj +ozzh$) dt.
0 i=1 j=1 i=1

(c) En déduire que f admet un minimum global en a.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.35

Ona
n 2 n 2 n
(Z x; X; —ll) = (Z xiXi) —ZnyiXi +y2.
i=1 i=1 i

i=1
Et donc, par linéarité de 'espérance,

n 2 n n 2 n
fx1,. .. xp) = E((Z x,-X,~> ) - ZnyiE(X,-) + ‘uz — E((Z xiXi) ) - 2/12 Zx,- + ,112-
i=1 i=1 i=1 i=1

Afin de calculer le moment d’ordre 2 de Z x;X;, utilisons la formule de Huygens :
im1
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Puisque les X; sont indépendantes, on a

n n n
V(Z xiXi) = inzV(Xi) =o? lez
i=1 i=1 i=1
n 2 n n 2
Et donc E (Z xiXi) =g2 lez + 2 (Z xi) .
i=1 i=1 1

i=
Au final, on a

fler, ..o, xn)

Il Il
q{\) ql\)
M= I
= »
S} ()
= %
—
. —_—
T
—_ )
\/N |
\]
[+
Ko
+
—_

I s’agit de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, appliquée au produit scalaire canonique de R”,

et aux vecteurs x = (x1,...,x,) ety =(1,...,1) :
n 2 n n
2 2 2 2 2
(xy)? < Il - Iyl & (Z xi) < (Z x,-)<2 1 )
i=1 i=1 i=1
——
=n
Si(xy,...,xp) € F€, alors on a
n 2 n 2 n 2
flxt,..,xp) = JZ(Zx,-) +/12( x; — 1) = (72( xi> .
i=1 i=1 i=1 A\ Attention !
2 [ n 2 2 A ce stade on a juste prouvé
N . , c o N
Et donc d’apres la question précédente, f(x1,...,x,) > — ( x| = —. que <~ est un minorant de f
n\i3 n sur #€, pas qu'il s’agit d’une
Or, on a précisément valeur prise par f sur €.
1 1 o 1 o?
fl-,....,=|=0 —=—.
n n Linp2 n
i=1
: 1 1 o’ : .
Puisque [—,...,=| € #, — est bien le minimum de f sur 7.
n n n

Remarque : bien que énoncé ne le demande pas, il est facile de constater que ce minimum est
atteint en exactement deux points de #€. En effet, il y a égalité dans l'inégalité de Cauchy-Schwarz

de la question précédente si et seulement si (1,...,1) et (x1,...,xp) sont colinéaires.
g N , , 1 1
Or, il existe exactement deux vecteurs de J€ colinéaires a (1,...,1) il s'agit de (—, el —) et
n n

501 OppOSe.

Lexpression obtenue a la question 1.a prouve que f est polynomiale, et donc de classe 62.
On a alors, pour j € [1,n],

n
8y f(xt,- - xn) = 20y + 247 (Z - 1).

i=1

Et donc en particulier, (x1,...,x,) € R” est un point critique de f si et seulement si

n
Vi € [1,n], szj =—u? (Z Xi — 1).

i=1

n
En particulier, on a doit avoir x; =x, = --- = x, = —% (Z Xi— 1)-
o
i=1

n
Et donc in = nxj.
i=1
La premiére équation devient alors

e

o2+ np?’

02x1+y2(nx1 -=0ox =
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@ @

o2 +np?’ " o2 +np?)

Et donc l'unique point critique de f est a = (

I s’agit d’appliquer la formule de Taylor avec reste intégral a 'ordre 1 a la fonction!
g:t f(a+th).

En effet, nous savons que g est de classe 62, avec g’(t) = (Vf(a+ th), h) et g’ (t) = qasn(h),
Ol qa+p est la forme quadratique associée a la matrice symétrique V2f(a+th).

On a donc

1
o) =90+ g x1+ [ (1=0g" ).

Soit encore .

fla+h)=f(a)+(Vf(a),h) +f (1 = t)qa+en(h)dt.

— 0
=0
Il nous faut donc déterminer la matrice hessienne de f.
Pour i€ [1,n],ona
07 f(xts .. xn) = 2(0% + 41°).

Et pour i # j, 6§jf(x1, e Xp) = 2;12.
Autrement dit, la matrice hessienne de f est constante, égale 2

o2 + 2 2 2
2 2.2 :
a=2| * ot H
e 2 el
Et donc quel que soit ¢ € [0, 1],
hy (0% + pP)hi + 12 X7y by
Garen(h) =(h1 ... hp)A| : [=2(h1 ... hy) :
hn P30 b+ (1 + 07y,
n n n
=2(i2 > > hihj+ 0 Y HE|.
i=1 j=1 i=1

Quel que soit h € R", on a

i=1 j=1 j=1 = j=1 i=1
n n n
Erdonc 2 33" hihy +0? ) B > 0.
i=1 j=1 i=1

1 n n n

On en déduit, par positivité de I'intégrale que f (1-1) (/12 Z Z hihj + o? Z h?) dt > 0.
0 i=1 j=1 i=1
Et donc que f(a + h) > f(a), de sorte que f admet un minimum global en a.

Interprétation : bien que Iénoncé ne dise rien a ce sujet, vous avez siirement reconnu que

n
fxt, ..., xn) est le risque quadratique de Uestimateur Z x;X; en tant qu'estimateur de yu.

i=1
Et donc nous venons de prouver que parmi tous les estimateurs de p qui sont combinaisons linéaires
des X, il en existe un unique de risque quadratique minimal. De plus, nous savons qu'il est

convergent.
D'autre part, la contrainte x1 + - - - + x, = 1 de la question 1. revient en réalité a s'intéresser aux
estimateurs sans biais de yi qui sont combinaisons linéaire de X1, . . ., Xp.

Nous avons donc prouvé que parmi ces estimateurs, il en existe deux qui sont de risque quadratique
minimal.

O
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I Drune variable.

n
Z x; X; est un estimateur
i=1
sans biais de p si et seulement
si son espérance vaut g, mais
par linéarité de lespérance,
c;;est le cas si et seulement si

in =1.
i=1
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FiGURE 2.10 - Le fait que les valeurs propres de la hessienne en tout point soient positives se traduit par le fait que quel
que soit le plan vertical par lequel on coupe le graphe de f, la fonction obtenue (ici g) est convexe.
On dit alors que f est une fonction convexe.

Méthode du gradient pour une fonction quadratique convexe.

Soit n un entier, tel que n > 2. On considére R” muni de son produit scalaire canonique noté (., .), de la norme
associée notée || - ||, et A € M ,(R), symétrique réelle dont les valeurs propres sont toutes strictement positives. On
confond vecteur de R" et matrice colonne canoniquement associée et on pose, pour tout X € R", &(X) = IXAX.

1.

2.

Soit B un élément de R". Montrer que I’équation AX = B d’inconnue X € R" admet une unique solution
qu’on notera R.

Montrer qu’il existe deux réels « et f strictement positifs tels que pour tout X de R”
2 2
allX|I” < ©(X) < BIXII".

Dans la suite de Uexercice, on pose pour X € R" : F(X) = ®(X) — 2 'BX.
(a) Déterminer le gradient VFx de F en X.
(b) Soient X et H deux éléments de R". Montrer que

F(X + H) = F(X) + (VFx, H) + ®(H).

(c) En déduire que F posséde un minimum sur R”. En quel point est-il atteint ?

. Soit X € R™ fixé, X # 0. Déterminer a € R de fagon 4 ce que F(X — aVFx) soit minimal. Calculer ce

minimum.

. Soit Xy € R". On définit une suite (Xi)ren de vecteurs de R” par, pour tout k € N : Xpy1 = Xy — ax VFx,,

_ IVEx,|I?
20(VEx,)

(a) Montrer que la suite (F(Xy))xen converge.

(b) Exprimer F(Xk+1) — F(Xx) en fonction de oy et de VFx, .

ou ag si Xp # R et 0 sinon.

. Une suite (Yx)ren de vecteurs de sera dite convergente vers un vecteur si lim ||Yx = Z|| =0, ce
U te (Y, de vecteurs de R” dit gent teur Z € R” kl Ye - Z|=0
—+00

qui revient 2 dire que les coordonnées de Y; convergent vers les coordonnées correspondantes de Z.
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(a) Montrer que la suite (VFx, )ren converge vers 0.
(b) En déduire la limite de la suite (X )xeN-

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.36

Les valeurs propres de A sont toutes non nulles, donc A est inversible. Et par conséquent, il
existe un unique X € R", X = A7 1B tel que AX = B.

Notons Ay, ..., A, les valeurs propres de A, comptées autant de fois que la dimension du
sous-espace propre associé.
Soit % = (e, ..., e,) une base orthonormée de vecteurs propres de A.

n

Alors tout vecteur X de R" s’écrit de maniére unique X = Z Xiej.
i=1

On a alors ®(X) = Z Aix?.

i=1
Soit alors a (resp. f) la plus petite (resp. la plus grande) valeur propre de A, de sorte que
pour tout i € [1,n], « < A; < f. Alors

n n
VX e R",azx,? < O(X) < ﬁzxf & allX|? < ®(X) < BlIXIP.
i=1 i=1

La fonction F est de classe 6! car polynomiale. En effet, on a

F(X) = Zn: i aj,jXiXj — Zi bixi = zn: ai,,-xiz + Zn: Z aj,jXi — Zn: bixi.
i=1 1 i=1

i=1 j=1 i= i=1 j#i

On a alors

n
Vk € [1,n], 0xF(X) = 2ay X + 22 ar,jxj — 2by = 2(2 ag,iXi — bk).
7k i1

Autrement dit, en notant VFy le gradient de F en X, on a!

VFx = 2(AX - B).
Ona

FX+H)-FX)='(X+HAX+H)-2'B(X +H) - 'XAX + 2! BX
='"HAX +'XAH + '"HAH - 2'BH = 2'HAX + ®(H) — 2' BH.
Mais on a
(VFx,H) = 'HVFx = '"H2(AX — B) = —-2'HB + 2'HAX.
Et donc F(X + H) = F(X) + (VFx, H) + ®(H).
Le gradient de F s’annule en X si et seulement si AX = B, c’est-a-dire uniquement en
X =R.
De plus, le résultat obtenu 2 la question précédente prouve que si X est un point critique,

alors
F(X + H) - F(X) = ®H) > a|X| > 0.

Et donc F admet un minimum global en tout point critique.
Et puisque R est le seul point critique, F atteint un minimum global en R.

Draprés la question 3.b,
F(X — aVFx) = F(X) — a(VFx, VFx) + a’®(VFy).

Si X # R, alors VFx # 0 et cette fonction est un polyndme du second degré en «a, de
coefficient dominant ®(VFy) > 0.

. . - . VEx|?
Alors ce trindme admet un unique minimum atteint® en & = M
20(VFy)
- VFx|I*
Ce minimum vaut alors F(X) = MVE .
40(VFx)?

Enfin, si X = R, alors « = F(X — aVFx) est constante égale 3 F(X).
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1 On confond toujours vec-
teurs lignes et vecteurs co-
lonnes, de sorte que VFx
est ici vu comme un vecteur
colonne.

Si X = R, alors VFx = 0,
et donc le coefficient en «
est nul, nous avons donc un
polyndéme en a de degré 1.
En revanche, dés que X # R,
VFx # 0, et donc d’aprés la
question 2, ®(VFx) > 0.

2

2 Cest le résultat classique

vu au lycée : une fonction
polynomiale de degré 2 de la
forme ax? + kg NqpiResy
un unique extremum (dont la
nature dépend du signe de a),
atteint en — %.


http://www.ecs2-fauriel.fr

162

CHAPITRE 2 : ANALYSE

5.a. Montrons que la suite (F(Xy))ren est décroissante.

En effet, d’aprés la question précédente, F(Xj1) estle minimum de g : @ — F (X — aVFx, ).

Ce minimum est alors inférieur ou égal 4 g (0) = F(Xy). Donc F(Xj11) < F(Xg).
Comme de plus la suite (F(X¢))ken est minorée par F(R), elle est convergente.

5.b. 1l vient donc
F(Xg41) = F(Xy) = F(X — ax VFx, ) — F(X)
= (—akVFXk, VFXk> + (I)(O{kVFXk)
= —a(VFx,, VFx,) + a;®(VFx,)

VFyx, ||? VFEx, |I*
:_II bl IVEx I + IVEx,l

20(VFyx,) 40(VFy, )
_ IVFx, |I*

20(VFx, )

6.a. Lasuite (F(Xj))ken converge, donc klim F(Xis+1) — F(Xx) = 0, et donc
—+00

VFx |I*
im - [IVEx, || ~0.
k—>+c0  2O(VFx,)
Or, en utilisant I'inégalité de la question 2, il vient
1 1 1
—|IVFx|I* < <
B , ®(VFx,)  allVFx|?

et donc

IVFx, II* 1
—— > —|[VEx, |
20(VFy,) ~ 2B

Par conséquent klim IVFx, |l = 0. Donc la suite (VFx, ) converge vers 0.
—+00

6.b. On en déduit que
lim 24X -B)=0¢& klim AX; =B

k—+00 —+400

et donc par multiplication par A71,

lim Xz = A 'B=R.

k—+00

Quelques explications : nous venons donc de prouver que nous avons un algorithme qui permet
de déterminer le minimum de F : il suffit de partir de n’importe quel vecteur Xo € R", et de
construire la suite (Xy) comme décrit précédemment : elle converge alors automatiquement vers
Punique minimum de F.

Notons que dans ce cas précis, nous avions déja une expression de R, et donc l'utilisation de cet
algorithme w’était pas nécessaire.

En revanche, cette méthode, nommée méthode du gradient, se généralise a d’autres fonctions convexes.
Rappelons—nous que le graa’ienl indique la direction de plusforte pente.

Et donc en nous déplagant dans la direction de =V Fx,., nous nous dirigeons vers le minimum de F.
1l faut toutefois veiller a ne pas prendre ay trop grand, car alors on risque de «dépasser» le point
critique. |

Optimisation sous contraintes

Extremas d’une fonction sur la sphére unité.

On admet ici un résultat
relativement classique et
assez intuitif, qui est que

siXp — X, alorsona
—+00

également A~ X, P AX.
—+00

Soitn € N*, et ay, ..., an des réels non tous nuls. On considére les fonctions f, g et h définies sur R” par

n

n n
flxt, .. o,xp) = l—lxi, g(x1, ... xp) = Zx,% et h(xy,...,xp) = Zakxk.
k=1 k=1

k=1
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1. (a) Justifier que f est de classe €' sur R”. Déterminer son gradient en tout point.

(b) Prouver que f admet un maximum sur la sphére unit¢é S de R"” définie par
n

S = (x1,...,xn)€RZZin=1
k=1

(c) Déterminer le maximum de f sur S.

n n
(d) En déduire que pour tout point u = (uy,. .., u,) de R", ona 1_[ ue| < (”L) ot || - || désigne la norme
1

Il
e vVn
usuelle de R”.

2. (a) Soiti € [[1,n] tel que a; # 0. On pose
1
H={(x1,...,xp) € R" : h(x1,...,x,) =1} et B= {xeR” x| < m}
Prouver que I'ensemble B N H est non vide, puis qu’il est fermé borné.

(b) Justifier que la fonction g admet un minimum sur BN H. Prouver que ce minimum est aussi le minimum
de g sous la contrainte h(x1,...,x,) = 1.

(c) Déterminer le minimum de g sur H.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.37
f est de classe 6! sur R” car elle est polynomiale. On a alors

Vi(xr, ..., xy) = (2x1x§ .- -x,21,x122x2 .- ~x,21,xl2 .- ~x,21712xn) .

Autrement dit, pour tout i € [1,n], ona

0if(x1,...,xy) =2x; ]_[x,%
k=1

k#i

S est un fermé car g est continue! et que S = {(x,...,x,) € R" : g(x1,...,x,) = 1}. ! Car polynomiale.
Si(x1,...,x,) €S, alors pour tout i € [1,n], ona

n
x?:l—Zx?<l:>|x,-|<l.
=1
i
Puisque f est continue sur le fermé borné S, elle y admet un maximum.

La contrainte S est non critique car Vg(xi, ..., x,) = (2x1,...,2x,) ne s’annule pas sur S.
Par conséquent, (x1,...,x,) est un point critique de f sous la contrainte S si et seulement
si il existe A € R tel que

2 2 _
g+t x, =1
x12+-~~+x£=1 2x1x§...x,21 = 2Ax
o
Vf(xi,...,xn) = AVg(x1,...,xn) :
2x]2x§ e Xp = 2Ax,
Sil'un des x; est nul, alors f(xi, ..., x,) = 0, qui n’est clairement pas le minimum de f sur

S.

Donc nous pouvons nous contenter de déterminer les points critiques (sous la contrainte

S) dont toutes les coordonnées sont non nulles.

De la seconde équation, puisque x; # 0, il vient xg -+-x2 = A, et de la troisieme équation,
2.2 =

. . 2 .
il vient x7x5 - x; = A

27 2 A 2_2_ . _.2
Et donc x7 = x3. On prouve de méme que x; = x5 = -+ = x;,.
L . , 1
La premiére équation devient alors nx7 =1 & x1 = +4/—.
n

1
Dans ce cas, on a f(x1,...,x,) = —.
n
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1.d.

2.2.

2.b.

Nous n’avons pas réelle-
ment déterminé les points
critiques. Mais dit qu’il ne

164 pouvaient qu’étre de deux
types :l'un des x; est nul, et
Alors que si l'un des x; est nul, on a f(xq,...,x,) = 0. done f(xt, ..., xn) = 0. Soit
) 1 tous les x? valent — (et alors
Et donc le maximum de f est —. n
n f(xlss---,xn):7~
1 n u nn
Siu € R" est non nul, alors — € S. Et donc Le maximum de f sur S

[[ull n’étant clairement pas 0,

2 u 1 M )Zn et devant étre atteint en

n
fan ) = [ Il =l f (—) <l = = (
LT e v~ \Vn

un point critique (sous la
contrainte S), il vaut nécessai-

1

En prenant la racine carrée, il vient rement 7.

n n n n

1221]
Jf@i, . up) = ]—[W/uf =[ [l =] [ui| < (7 .
i=1 i=1 i=1 n
. 0 sii#j .
Le vecteur (x1,...,xp) ol xj = { 4 . J érifie
o S11 =
1 1 1
h(xt,...,xp) =a;— = let|(x1,...,x,)| = =— < —
a; |al| |al|
I est donc 2 la fois dans B et dans H, et donc dans B N H. On en déduit que BN H est non
vide.
C’est un fermé car intersection de B et de H qui sont fermés. En effet h est continue et
donc H = {x € R" : h(x) = 1} est fermé.
De méme, x > ||x|| est continue? sur R” et donc B = {x eR" :||x|| < \a1_|} est fermé. % En effet, on a
1
Enfin, BN H est borné car inclus dans B qui est borné, puisqu’il sagit de la boule fermée Zn:
[lxll = x2.
de centre 0 et de rayon Tl =
ai;
g est continue sur le fermé borné BN H, donc y admet un minimum.
, 1
Nous avons prouvé que (O, ...,0,—,0,...,0] est dans BN H.
i

i (112

1 1
Org(O,...,O,—,O,...,O)z—

On en déduit que le minimum de g sur BN H est inférieur ou égal 3 —.
a’
1

. . 1
Si x € R est dans H mais pas dans B, alors [|x|| > — et donc g(x) = [|x||* > -
ai; a

1
Ainsi le minimum de g sur B N H est également le minimum de g sur H tout entier,

c’est-a-dire sous la contrainte h(x, ..., x,) = 1.
Déterminons les points critiques de g sous la contrainte H : (x1,...,x,)estun point critique

de g sous la contrainte H si et seulement si il existe A € R tel que
h(xi,...,x,) =1
h(x1,...,x,) =1 2x1 = Aay
<:> .
Vg(xl’ coxp) = Mat, ..., an)

2x, = Aa,

Par substitution dans la premiére équation, il vient alors

A v 2
S TP
2 1 n a2
i=1 i=1"i
ai
n 2°
. . . j:.l aj .. . . .
Ainsi, g admet un unique point critique sous la contrainte H. Celui-ci correspond néces-
sairement au minimum de g sous la contrainte H, qui vaut donc

Et donc Vi € [1,n],x; =

ai
9| — seres T = .
2 2 2
DI BN
i=1 i=1 i=1
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Les croissances comparées usuelles nous informent que e” = o (nl)etnl= o (n").
n—+oo

n—+oo
La formule de Stirling, souvent admise dans les sujets d’écrit comme d’oral, vient préciser ceci en donnant un équivalent
(assez surprenant) de n! au voisinage de +co.
Il en existe plusieurs preuves, dont une entiérement analytique et ne faisant appel qu’a des outils élémentaires se trouve
dans le probléeme 2 de Lyon 2012.
Drautres preuves 2 base de probabilités existent. La suivante, qui utilise le théoréme central limite, est celle que I'on trouve
dans le sujet de Maths IT 2017.

Formule de Stirling

Soit A un réel strictement positif. Pour tout n € N, on pose

n /1k 1
P,(A) = e Z g ethh = f (1-x)"e™ dx.
“~ k! 0

1
1. (a) Montrer que 1 — P,(1) = = f x"e ™ dx.
'Jo

(b) Déterminer une relation entre P,(n) et I,,.
x +In(1 - x)
.
Montrer que i admet un prolongement de classe ¢! sur [0,1], prolongement que I'on note encore .
Montrer que ¢ réalise une bijection de [0, 1[ sur un intervalle a préciser.

2. Pour tout x €]0, 1[, on pose ¥(x) =

1
3. P €10, 1[, d=y-1—|.
our o €]0, 1, on pose 14 (202)

(a) Montrer que pour tout x €]0, 1[, (1 — x)e*)" = e V()

Svn
b) Mont :if R < Iy < o[ o=
(b) Montrer que i e x < I >

(c) En déduire un équivalent de I, lorsque n tend vers I'infini.
n
(d) Montrer que 1 — P,(n) est équivalent a n—'e’"1 /; lorsque n tend vers I'infini.
n. n

4. En utilisant le théoréme central limite, déterminer un équivalent de n! lorsque n tend vers I'infini.
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Aussi bien 3 HEC qu’a PESCP, l'un des deux exercices ('exercice avec préparation et la question sans préparation) portera

forcément sur les probabilités. Le préparationnaire y accordera donc un soin tout particulier.

Loi du zéro-un de Borel

Soit (Ap)nen+ une suite d’événements d’un espace probabilisé (Q, o/, P). On note p, = P(A,).

On note B I'événement ﬂ (U Ak) .

n>1 \k>n

1. Expliquer pourquoi on a

B = {w € Q| w appartient 4 une infinité des A, }.

2. On suppose que la série Z P(Ai) converge. Montrer que P(B) = 0.
k

3. On suppose que les événements (A,) sont indépendants et que la série Z P(A,) est divergente.
n

() Montrer que I'événement B est égal A U (ﬂ A_k)

n>1 \k>n

(b) Exprimer P (ﬂ A_k) en fonction des p.

k=n

(c) Montrer que la série Z In(1 — pi) est divergente.
3

(d) En déduire que P(B) = 1.

4. Soit « un réel strictement positif et (X,,) une suite de variables aléatoires indépendantes telles que pour tout

n, X, suit la loi de Bernoulli de parametre —.
n

(a) Montrer que lirP E(X,) = 0.
n—+oo

(b) On suppose que 0 < a < 1. Montrer qu’avec une probabilité égale a 1, I'ensemble {n € N*/X,, = 1}

contient une infinité d’éléments.

(c) On suppose que a > 1. Montrer qu’avec une probabilité égale 2 1, 'ensemble {n € N*/X,, = 1} est fini.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.1

167



3.b.

3.d.

4.a.
4.b.

168 CHAPITRE 3
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Pour toutn € N,ona B C U Ag. Et donc

k>n

P(B) < P U Al < f P(Ap).
k=n

k>n
Mais puisque la série de terme général P(Ax) converge, son reste d’ordre n tend vers 0
lorsque n tend vers +co, et donc 0 < P(B) < 0, de sorte que P(B) = 0.

Il s’agit juste dutiliser les propriétés élémentaires du contraire : le contraire d’une union
est I'intersection des contraires, et le contraire d’une intersection est 'union des contraires.

5-UUa-UN®

n>1k>n n>1k>n

Les Ay étant indépendants, leurs contraires le sont également, et donc

La fonction x - In(1 — x) est concave sur [0, 1], et donc située sous ses tangentes.

En particulier, sa tangente en x = 0 est la droite d’équation y = —x, de sorte que pour tout
€ [0,1[, In(1 = ¢t) < —¢.

Soit encore 0 < t < —In(1 — ).

En particulier, pour tout k € N*, 0 < pr < — In(1 - Dk)-
Et puisque la série de terme général py diverge, il en est de méme de la série de terme

général —In(1 - py) et donc de Z In(1 = pg).
k
Puisque la série de terme général In(1 — py) est 2 termes négatifs, sa divergence implique

que mlir?m Z; In(1 = pg) = —co.

m
Et méme mieux : pour toutn > 1, lim Z In(1 = pg) = +oo.
m—+oo %
=n

m
Et donc aprés passage a 'exponentielle, lim ]_[(1 -pr) = 0.
m—+oco
k=n
Drapreés le théoréme de la limite monotone, on a donc

P ﬂA_k = mli?mp(]@f‘_k) - mlirgmlﬁl(l - pi) = 0.

k>n
On en déduit que

0<P(E)<ip ﬂA_k =0.

+
n=1 k>n

Et donc P (l_B) = 0, de sorte que P(B) = 1.

OnaEX,) = S — 0.

n% n—+oo

Il s’agit d’appliquer le résultat de la question 3, en notant Ay = P(Xj = 1).

1
Les X étant indépendantes, les Ay le sont, et on a alors P(A) = o

Puisque 0 < & < 1, la série de terme général P(A) diverge, et donc P(B) = 1.

Autrement dit, presque stirement!, une infinité des Ay sont réalisés simultanément. Soit ! Ce qui veut dire «avec
encore : il existe une infinité d’entiers n tels que X,, = 1. probabilité 1>

Appliquons cette fois le résultat de la question 2 : puisque a > 1, Z P(Ax) diverge, et
donc P(B) = 0.

Etdonc P (E) = 1. Mais B = {w € Q| o n’appartient qu’a un nombre fini des A, }.

Et donc, avec probabilité 1, 'ensemble {n € N*/X,, = 1} est un ensemble fini.
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Indépendance d’événements

On considére une suite infinie de lancers d’une piéce, la probabilité de faire Pile étant égale 2 p €]0, 1[, et celle de

faire face égale 3 1 — p. Soit X, le résultat du n*me lancer.
Les événements A, = [X, # X,—1] sont-ils indépendants ?

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.2 L’énoncé ne le précise pas, mais on peut supposer que
Xy, vaut 1 lorsqu’on obtient Pile au n®™ lancer et 0 sinon.

Par la formule des probabilités totales appliquée au systéme complet d’événements [X,, =
0],[X, =1],0ona

P(An) = P(Anm[xn = 0])+P(Anm[Xn = 1]) = P([Xn = O]m[xn—l = 1])P([ n = 1]ﬂ[Xn_1 = OD

Les lancers successifs étant indépendants’, les variables X, le sont et donc
P(An) = P(Xn = O)P(Xn—l = 1) +P(Xn = 1)P(Xn—1 = O) = 2P(1 —P)

D’autre part, on a, toujours par les probabilités totales,

1L ¢noncé ne dit rien 3 ce
sujet, mais cela semble étre
une hypothése plus que

raisonnable !

P(AnmAnH) = P(AnmAnHm[Xn = O])"‘P(AnmAnHm[Xn = 1]) = P([Xn—1 = 1]0[Xn = O]O[Xnﬂ = 1])

+ P([Xno1 = 01N [X,, = 1] 0 [Xps1 = 0]) = p*(1 = p) + p(1 = p)* = p(1 - p).

Et donc, A, et Ay sont indépendants si et seulement si p(1—p) = 4p*(1-p)? & p(1-p) =

r
1P %

Donc déja, dans le cas ot p # > les événements A, ne sont pas indépendants.

Etude de I'indépendance de deux événements

On lance n > 2 fois une piéce équilibrée, et on considére les événements :
» A :«on obtient au plus une fois pile»
» B : des résultats des différents lancers ne sont pas tous identiques»

Les événements A et B sont-ils indépendants ?

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.3 Notons que A et B sont indépendants si et seulement
si A et B sont indépendants.
Or, B est Pévénement «tous les lancers donnent le méme résultat».

Considérons alors la variable aléatoire X égale au nombre de piles obtenus lors des n lancers.

1
Il est alors évident que X — % (n, E) et donc

P(E):P(X:O)+P(X=n)=21—n+2in=2%
Drautre part,
1 n\ 1 n+1
PA)=P(X=0)+PX =1)= 7+ (1)2_” =
Et enfin,
P(ANB) =P(X =0)= zin
Ainsi,
P(ANB) = P(AP(B) & % - ’212:_11 o2 —pi,
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ce qui n’est jamais le cas, sauf pour n = 3. En effet, une récurrence facile permet de prouver
que pour n > 4, 2nl s py .,

Et donc A et B sont indépendants si et seulement si n = 3, et par conséquent il en est de
méme de A et B. ]

Probabilité d’intersection de deux parties aléatoires de [[1, n].

Soit n un entier supérieur ou égal 3 1 et E = [1, n] 'ensemble des entiers compris entre 1 et n.

On choisit au hasard deux parties A et B de E, toutes les parties, y compris la partie vide ayant la méme probabilité
d’étre choisie.

Calculer la probabilité de 'événement [AN B = 0].

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.4 Commencons par dénombrer le nombre de parties
de E.

Pour k € [0,n],ilya (Z) parties de E formées de k éléments.

n
Et donc le nombre total de parties de E est Z (Z) =2". clure dans la partie A ou
k=0

non.

Et donc il y a 2" x 2" = 4" maniéres de choisir deux parties A et B de E. Et puisque E concient n

2 = 2" choix possibles.
Dénombrons a présent le nombre de couples (A, B) de parties de E tels que An B = 0.

Pour k fixé, il y a ( k) maniéres de choisir une partie A formée de k éléments.

Et alors, pour choisir une partie B disjointe de E, il faut choisir une partie de 'ensemble
des n — k éléments qui ne sont pas dans A : il y a 2"7¥ tels choix possibles.
Ainsi, le nombre de couples de parties de E cherché est

S n n-k _ S n .k n-k _ n _ an
Z(k)z _Z(k)m =(1+2)" =3".
k=0 k=0

Et donc

rann-o -2 (2]

Probabilité que des points soient alignés.

Abordable en premiére année :

Soit E = [1,4] x [1,4] c R2. On choisit une partie de E formée de 4 points.
1. Quelle est la probabilité que les quatre points soient alignés ?

2. Quelle est la probabilité d’avoir au moins trois points alignés ?

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.5
16
Notons que E est de cardinal 16 et qu’il y a donc ( 4 ) parties de E formées de 4 points.

Or, dans E, il y a en tout dix parties de E formées de 4 points alignés : les quatre droites
verticales de E, les quatre droites horizontales, ainsi que les deux diagonales du carré E. Et
donc la probabilité que les quatre points soient alignés vaut

10 10 x 24 11
(146)_16><15><14><13_14><13_182'

Ce résultat s’explique assez
bien : pour chaque élément
de E, on a deux choix : I'in-

éléments, cela fait 2x2x - -

- X
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FiGURE 3.1 — L’ensemble E et ses dix droites.

2. Pour que trois points soient alignés, il faut soit :
»que trois des points soient situés sur 'une des droites précédemment évoquées

»que trois points soient sur 'une des droites situées au-dessus ou en-dessous d’une des
diagonales :

FiGURE 3.2 — Les dix droites et les quatre «sous-diagonales» de E.

Pour chacune des dix droites, il y a deux cas de figure 4 distinguer :
»soit on choisit les quatre points de la droite, et il n’y a qu'une maniére de faire ceci.
»soit on choisit trois points de la droite :ilya (g) = 4 tels choix possibles, et le quatrieme
point non aligné avec les trois premiers : il reste donc 12 choix possibles.

En revanche, pour chacune des «ous-diagonales», il faut choisir les trois points de cette
sous-diagonale, ainsi qu’un quatriéme point parmi les 13 points restants.
Au total, la probabilité d’avoir au moins trois points alignés est

10x(1+4%x12)+4%x13 542 x 24 ! 271
(146) T16x15x14%x 13 5x14%x 13~ 910

Nombre moyen de records lors de tirages sans remise.

Abordable en premiére année : v

Un urne contient initialement n boules numérotées depuis 1 jusqu’a n, avec n > 2. On vide 'urne en extrayant
toutes les boules une 3 une, au hasard et sans remise.

1. Pour i compris entre 1 et n, on note X; la variable aléatoire qui vaut 1 si la boule obtenue au i*™ tirage porte
le numéro i et 0 dans le cas contraire.

Quelle est la loi de X; ?

2. En déduire lespérance du nombre de fois ou il y a coincidence entre le rang du tirage et le numéro de la
boule obtenue, lorsque I'on vide 'urne.

3. Pour k compris entre 1 et n, on dit que le résultat du k™ tirage est un «record» si la boule obtenue a ce
tirage porte un numéro strictement supérieur a tous les numéros obtenus jusqu’alors (par convention, le
résultat du premier tirage sera toujours considéré comme un record).

(a) Combien existe-t-il de fagons de vider I'urne et pour lesquelles il n’y a qu’un seul record ? Pour
lesquelles il y a n records ?

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR M. VIENNEY


http://www.ecs2-fauriel.fr

3.b.

172

CHAPITRE 3 : PROBABILITES

(b) Montrer que pour p et g entiers naturel, on a la relation suivante :

U3 U000

4. Soit k fixé entre 2 et n et j fixé entre k et n. Combien existe-t-il de fagons de vider 'urne pour lesquelles la

kéme boule obtenue porte le numéro j et k™ tirage constitue un record ?

5. Combien existe-t-il de fagons de vider 'urne pour lesquelles le k*™ tirage est un record ? En déduire la
probabilité que le k*™e tirage soit un record ? Pouvait-on avoir ce résultat directement ?

6. Pour k compris entre 1 et n, soit Yj la variable aléatoire qui prend la valeur 1 si le résultat du k®me tirage est

un record et O sinon.

Déterminer la loi de Y. Soit R le nombre aléatoire de records obtenus lorsqu’on vide I'urne. Déterminer

l’espérance de R.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.6

Comme X; ne prend que les valeurs 0 et 1, elle suit une loi de Bernoulli, et donc il s’agit
de déterminer P(X; = 1).
Puisqu’on effectue n tirages sans remise, le nombre total de tirages possibles est n!. En effet,
il y a n choix pour la premiére boule, puis n — 1 pour la deuxiéme, etc, et un seul choix
pour la n™ soitn X (n— 1) x 1 = n!
Comptons alors le nombre de tirages tels que la i¥m boule soit la boule numéro i.
Puisque le numéro de la i*™ boule est fixé, il suffit de compter le nombre de maniére des
placer les n — 1 boules ne portant pas le numéro i parmi les n — 1 autres tirages.

1
Il 'y a alors (n — 1)! choix possibles, de sorte que P(X; = 1) = % = %
Notons C le nombre de coincidences entre rang du tirage et numéro de la boule tirée.

n
On aalors C = Z Xi, et donc par linéarité de I'espérance,
i=1

E(C) = Zn:E(Xi) = Z % =1.
i=1

i=1

Au moment ot la boule numéro n sort de l'urne, cela constitue nécessairement un record.

Pour qu’il n’y ait qu’un seul record, il faut donc nécessairement que la boule numéro n
sorte lors du premier tirage.

Il'y a alors (n—1)! tirages possibles vérifiant cette condition : il faut répartir les n— 1 boules
numérotées de 12 n — 1 sur les tirages de rang 2,.. ., n.

Pour qu’il y ait n records, il faut que chaque tirage constitue un record. La boule n doit
alors avoir été obtenue lors du n®™ tirage, sinon les tirages suivant celui de la boule n ne
pourraient étre des records.

Et donc la boule n — 1 doit étre obtenue lors du (n — 1)*™¢ tirage, et plus généralement, la
boule i doit étre obtenue lors du i*™me tirage.

Et donc il existe un seul tirage pour lequel il y a n records : celui ot on tire les boules dans
I'ordre croissant.

PourtoutkeN,onaC)+(Pk ):(I]j+1),etdonCC):C+l)—(Pk )
+1 +1 +1 +1
On en déduit que
ptq
AR O KGR EDIW

P p )&
DR A
P +1 +1
A k+1) P+q(Pk )
kzp(p+1 kZ;J, +1
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_[(ptg+1l p _[ptg+1

T\ op+1 +1) \ p+1 )
Sik > j, alors un’ des tirages 1,...,k — 1 doit porter un numéro supérieur ou égal j, et ! Au moins.
donc si le k®me tirage donne la boule j, celui-ci ne peut constituer un record. Ainsi, pour
k > j, il n’y a aucun tirage vérifiant les conditions requises.

Pour k < j, un tirage vérifie les conditions demandées si et seulement si les k — 1 premiéres
boules portent un numéro inférieur ou égal a j — 1 et que la k™ porte le numéro ;.

j—1
Or,ilya (i 1) maniéres de choisir les numéros des boules des tirages 1 2 k — 1, et une

fois ces numéros choisis, il y a (k — 1)! choix possibles pour 'ordre dans lequel sortent ces

boules.
Les boules des tirages k+1 a4 n sont alors les boules qui ne sont pas sorties lors des k premiers
tirages :ily enan—k, et donc il y a (n — k)! choix possibles pour les tirages k + 1,..., n.

Donc le nombre de tirages cherché est (i - 11) x (k—=1D!'x(n-k)!

En distinguant différents cas suivant le numéro porté par la k*™ boule, et en utilisant la
question précédente, le nombre de fagons de vider 'urne pour lesquelles le k*m tirage est
un record est

n j-1 n -1 . . .
,Zk (k ) 1)(k—1)!(n—k)l - (k—l)!(n—k)!; (k - 1) _ (k—l)!(n—k)!(k) - H Db = 2

Et donc, les n! maniéres de vider I'urne étant équiprobables, la probabilité d’obtenir un

. n! 1

record lors du k®™me tirage est —— = —.
S el Tk
1

Grice A ce que nous venons de dire, Yj suit une loi de Bernoulli de paramétre —.

n n n 1
OnaalorsR = Z Yk, et donc par linéarité de I’espérance, E(R) = Z E(Yy) = T

k=1 k=1 k=1

Majoration de la variance d’une variable aléatoire 2 valeurs dans [a, b]

Soit X une variable aléatoire réelle prenant ses valeurs dans un segment [a, b].
(b-a)?
T
2. Peut-on avoir égalité dans I'inégalité précédente ? Pour quelles variables aléatoires ?

1. Montrer que X admet une variance et que V(X) <

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.7

Commengons par le cas particulier ot a =0 et b = 1.

Alors, X étant a valeurs dans [0,1], 0 < X?> < X < 1.

En particulier, la variable certaine égale 3 1 admettant une espérance, il en est de méme de
X?, et donc E(X?) existe, de sorte que X admet une variance.

Drautre part, par croissance de l’espérance, E (Xz) < E(X) et donc

V(X)=E (XZ) - E(X)® < E(X)-EX)*> = EX)(1 - EX)).

1 Une rapide étude de fonc-

Or, il est bien connu! que ¥x € [0, 1], x(1 - x) <
tion permet de le retrouver.

N

1
Et donc V(X) < T

(2 X—-a _ . s
Passons au cas général, et posons Y = T Puisque X — a est 2 valeurs dans [0,b — a], Y
-a

est A valeurs dans [0, 1].

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR M. VIENNEY


http://www.ecs2-fauriel.fr

174 CHAPITRE 3 : PROBABILITES

1
Et donc par ce qui précéde, Y admet une variance, et V(Y)2< T X adimer une variance i et
(b-a) seulement si AX + y admet
Ecdone V(X) =V ((b-a)Y +a) = (b - aV(Y) < ——. une variance et alors
2. Il sagit de remonter les calculs faits précédemment et d’étudier 2 quelles conditions toutes V(AX + p) = A2V(X).
les inégalités utilisées sont des égalités.
b—a) . . 1
On a donc V(X) = ( ) si et seulement si V(Y) = T

1 1
Or, pour x € [0,1], onax(1 —x) = 7 si et seulement si x = 5

1 1
Donc pour que V(Y) = > il faut déja que E(Y) = 5
De plus, il faut également avoir E (Y?) = E(Y).
Nous avons déja dit que Y — Y2 < 0. Donc par I'inégalité de Markov, si E(Y) = E (Y?), alors
pour tout a > 0,
E(Y -Y?)

a

PY-Y?>a)< =0

de sorte que Y — Y? est (presque stirement) égale a 0.
Et donc Y2 =Y, ce qui n’est possible que si Y ne prend que les valeurs 0 et 1.

1 1
Et on a alors E(Y) = P(Y = 1), de sorte que P(Y = 1) = 5 et donc P(Y =0) = >

Autrement dit, Y est une variable de Bernoulli de paramétre 5

Et donc laloi de X = (b — a)Y + a est donnée par
P(X:a):P(Y:O):%etP(X:b):P(Y:l): %

Inversement, si X ne prend que les valeurs a et b de maniéres équiprobables, il est facile de
vérifier que
b+a 5 b’ +a® a+b> (a+b? (b-a)
E(X) = E(X°) = X) = - = .
(X) = —— E(X?) = —— etdonc V(X) = — 7 7

(b —a)
4

Et donc V(X) = si et seulement si X est une variable discréte, de support {a, b},

1
avec P(X =a)=P(X =Db) = >

La loi d’une variable finie est déterminée par ses moments.

Abordable en premiére année : v

1. Soit Y une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Q, #, P), qui prend les valeurs 0, 1 et 2 avec
5
les probabilités py, p1 et po respectivement. On suppose que E(Y) = 1 et E(Y?) = 3

Calculer py, p1 et ps.
2. Soit X0, X1, . . ., X (n + 1) réels distincts, et soit ¢ I'application de R,,[X] dans R**! qui, 2 tout polynéme Q de
R,[X], associe le (n + 1)-uplet (Q(x0), Q(x1), . . ., Q(xn)).
(a) Montrer que ¢ est une application linéaire bijective.
(b) Déterminer la matrice ® de ¢ dans les bases canoniques respectives de R,,[X] et R**1.

3. Soit X une variable aléatoire discréte qui prend les valeurs xg, x1, . . ., xp.
On suppose que E(X), E(X?), ..., E(X") sont connus. Peut-on déterminer la loi de X ?

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.8
1. Puisque Y(Q) = {0, 1, 2}, nous savons que po + p1 +pp = 1.
D’autre part, en utilisant 'espérance et le moment d’ordre 2 de Y, il vient

5
0><p0+p1+2p2=1et02><p0+12><p1+4p2:3_
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1
Et donc une rapide résolution de systéme donne py = p; = p» = 3
Autrement dit, Y suit la loi uniforme sur [[0, 2].
La linéarité de ¢ est triviale.
Soit Q € Ker . Alors Q(x0) = Q(x1) = --- = Q(x,) = 0, et donc Q posséde n + 1 racines
distinctes!, et est de degré au plus n : c’est donc le polynéme nul.
Ainsi, Ker ¢ = {0}, et donc ¢ est injective.
Puisque dimR,,[X] = dimR™*! = n + 1, ¢ est donc bijective.
Notons ey = (1,0,...,0),e; = (0,1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1) la base canonique de
Rn+1.
Onaalors (1) = (1,1,...,1) =ey + ey + -+ +ep, et pour k € [[1,n],

k

k k k
qo(Xk) = (xO,xf,...,xn) = xye0 + x| e +---+x§en.

Ainsi, la matrice ® de ¢ dans les bases canoniques de R,,[X] et R**! est

1 X0 x2 xg
1 X1 x§ x?

o=|1 x x x5 € Mn+1(R).
1 Xn x2 x

Notons pPo = P(X = xo),p1 = P(X = xl), cesPn = P(X = xn).
I s’agit donc de déterminer les p;.
Puisque X(Q) = {x0,x1,...,Xp},0napy+pi+---+p, = 1, et par le théoréme de transfert,
pour tout k € [1,n],
E (Xk) = xgpo + xfpl +- 4+ xﬁpn.

po+pi+-+pn =1
Xopo + X1p1 + -+ Xnp = E(X)

Il s’agit donc de déterminer si le systéme e possede
xipo+x{pr+ - +xipn = E(X™)

une solution ou non.
Sous forme matricielle, ce systéme s’écrit

1 1 e 1 Po 1 Po 1
X0 X1 oo Xp || P21 E(X) p1 E(X)
X X x|z = |[E(X) | o to| P2 | = | ECX)
x§ xt .. xp) \pa E(X™) Pn E(X™)

Mais ¢ étant bijective, sa matrice @ est inversible, et donc il en est de méme de *®.
Et donc le systéme possede une unique solution (po, p1, . . ., pn) :laloi de X est uniquement
déterminée par la donnée de E(X), E (X?),...,E(X"™).

O

I Notons quici il est trés
important que les x; soient
distincts.

Ce qui nous intéresse est en
fait de savoir si ce systéme
posséde une unique solution,
c’est-a-dire de savoir si la loi
d ent déter-

Notons que 'énoncé faisait
tout de méme une hypothése
relativement forte : on sup-
pose que X, X2, - . ., X, SONt
connus.

Si on ne connait que les n
premiers moments de X

et pas son support, alors la
méthode employée ici ne
fonctionne plus.

Notons également que si X
prend n + 1 valeurs, il suffit
de connaitre les n premiers
moments (soit un de moins
que le cardinal du support).

L’exercice suivant pourrait tout 2 fait étre posé a 'écrit A PTEDHEC, et il s’agit de probabilités on ne peut plus classiques.

Tirages dans une urne au contenu évolutif

Soit n € N*. On considére une urne U, contenant n boules numérotées de 1 i n. On tire au hasard une boule de

U,.
Soit k le numéro de la boule tirée.
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» Sik =1, on arréte les tirages.

» Sinon, on retire de 'urne toutes les boules numérotées de k 4 n, et on effectue un nouveau tirage.

On répete ces tirages jusqu’a 'obtention de la boule numéro 1.

Soit X, la variable aléatoire égale au nombre de tirages effectués jusqu’a 'obtention de la boule 1.

Pour tout k > 1, on note Y la variable aléatoire égale au numéro de la boule tirée lors du k*™e tirage si celui-ci a

lieu et O sinon.

Enfin, on note I, la variable aléatoire égale au numéro de la premiére boule tirée dans I'urne U,.

1. (a) Quelle est la loi de la variable aléatoire I,, ?
(b) Déterminer les P, —1)(X, = k), k € N*.

(c) Pour tout n > 2, montrer que
Vj e N*, Yk € [2,n], Pir,=k)(Xn = j) = PXp1 = j = 1).

a) Quelle est la loi de la variable aléatoire X; ?
b) Quelle est la loi de X, ? Calculer E(X>).

a) Déterminer X,(Q).

b) Calculer P(X,, = 1) et P(X,, = n).

[N}
_ T~

—_

1 n—1
(c) Montrer que :¥Yn >2,Vj>2, P(X, =j) = - ZP(Xk =j-1).
n

(d) Pour tout n > 2 et tout j > 2, calculer nP(X, = j) — (n — 1)P(Xp_1 = j).
En déduire que pour toutn > 2 et tout j > 1 :

P(X, = j) =

1
n-1=J)+ ;P(Xn—l =j-1.
1
4. Montrer que :VYn > 2, E(X,) = E(X;-1) + —. En déduire E(X,).
n

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.9
Il est évident que I, suit la loi uniforme sur [1, n].
SiI, =1, alors il n’y a qu’un tirage, et le processus s’arréte.
1 sik=1
Donc X, vaut 1, de sorte que Pjj,-1)(X, = k) = { ]
0 sinon

Si[I, = k], alors le second tirage est réalisé dans une urne contenant des boules numérotées
delak-1.

Et donc la probabilité qu’on effectue en tout j tirages® est celle qu’on effectue j — 1 tirages ! En comptant le premier.

aprés le premier, c’est-a-dire en partant d’une urne contenant k — 1 boules. Et donc
Pi1,=k)(Xn = j) = PXg—y = j = 1).

Si l'urne contient une seule boule au départ, il n’y aura nécessairement qu’un seul tirage,
et donc X; est la variable certaine égale 2 1.

Notons qu’il ne peut y avoir que deux tirages au maximum, car si on obtient la boule 2
lors du premier tirage, on aura nécessairement la boule 1 lors du second.

Or, [X> = 1] = [ = 1], de sorte que P(X, = 1) = =
1
Etdonc P(X; =2)=1-P(Xp=1) = 5
Autrement dit, X suit la loi uniforme sur [1, 2], et donc E(X5) = =

Puisque chaque tirage est effectué dans une urne contenant strictement moins de boules
que lors du tirage précédent, il faudra au maximum n tirages pour avoir la boule numéro 1.
Et donc X,(Q) = [[1,n].
1
OnaPX,=1)=P(I,=1)= -
n’
Et[Xp=n]=[Y1=n]Nn[Y2=n-

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR

M. VIENNEY


http://www.ecs2-fauriel.fr

3.d.

3.3. VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES 177

Par la formule des probabilités composées, on a donc

P(Xp =n) =P(Y1 = n)Ply,=n)(Y2 =n—1) X -+« X Ply,=1]--[vp1=2](Yn = 1)

11 1
T nn-1 1
1
Tl

Utilisons la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements {[I,, =
k], k € [1,n]}. Alors pour tout j > 2,

PG =)= " Py = k)Pt =k (X = J)
k=1

n
= Z 1P(Xk_1 =j-1) C’est la question 1.c.
n
k=1
!
= —P(Xi_1=i—-1 Puisque j > 2, on ne peut
Z n X1 =7 =1) avoir tiré la boule 1 au pre-
k=2 mier tirage.
1 n-1
= PXx =j-1).
k=1

En utilisant la relation de la question précédente, on a, pour tout j > 2,

n—1 n-2
nP(Xy = )= (1= DP(Xpe1 = ) = D PXk = j=1)= )" P(Xe = j= 1) = P(Xp1 = j = 1),
k=1 k=1

Et donc, toujours pour j > 2,

n-—1 n—-1 1
P(Xp_1 = j) = ——P(Xp_1 = )+=P(Xn_1 = j-1).
n n n

P0G =) = - (nP(Xy = J) = (= DP (g = )+

Enfin, pour j = 1, il vient

1 n-1 1 n—1 n-—1 1
PX,=1)=-= = PXp-1=1)= P(Xn-1=1)+ = P(Xp-1 = 0).
n n n-—1 n n n—
=0
On a, par définition de l'espérance,
Puisque X, est une variable
n finie, elle admet automatique-
E(X,) = Z]P(Xn =) ment une espérance.
=
Sn-1 1
= > ——iPKn1 =)+ Y ~jPXpy == 1)
- n - n
j=1 j=1
n—1 1%
— E(Xp_1) + — ZJP(Xn—l =j-1) Le terme en j = 1 est nul.
n n )

n—1

" E(X) + % D+ DPXt = 1)
i=1

n

n—1 n—1

B(Gu1) + 2 3 Pt = )40 3 POy = )

i=1 i=1

n—1

n

=E(Xn-1) =1
1
= E(Xn,1) + —.
n

1l vient alors

n

+ E(X1)

==

E(Xn) = ) (E(Xk) = E(Xk-1)) + E(X) =
k=2 k=2
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Mais X; étant la variable certaine égale 2 1, on a E(X;) = 1 et donc

E(X,) = Z %
k=1

Nombre moyens de lancers d’une piéce avant I’'obtention de deux résultats identiques consécutifs.

On lance une piéce équilibrée jusqu’a obtenir deux piles consécutifs ou deux faces consécutifs.

On note X la variable aléatoire égale au nombre de lancers effectués.
Donner la loi de X et son espérance.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.10 Remarquons que X(Q) = [2, oo.
Notons F, (resp. P,) 'événement «le n®™ lancer a donné pile (resp. face)».

Onaalors [X=2kl=(PiNFN---NFyp NPy 1 NPy )U(FL NPrN---NPo_oN For_1 N Fop).

Par incompatibilité de ces deux événements, et par indépendance des lancers, on a donc

P(X = 2k) = P(P1)P(F) - - - P(F2x-2)P(P2k-1)P(Pax) + P(F1)P(P2) - - - P(P2g—2)P(Fag—1)P(Fax)

1 1 1 1
=X X4 XX o
2 2 2 2
S |
22k T p2k-1°

De la méme maniére,
(X =2k+1]=(PiNFN--- NP1 NFop N Fopp1)U(F1 NP2 N - N Fop_q N Po N Pogyq)

1 1

etdonc P(X =2k +1) = ZW = T

Donc pour tout n > 2, P(X =n) = TS

Et alors, sous réserve de convergence,
~+00 +oo 1
E(X) = ZkP(X =k) = Zk%
k= k=
+00
1
= ke -1
k-1
= 2
1

=—-1
(1-3)
=3.

=

Pour aller plus loin : lexercice se généralise facilement au cas d’une piéce non équilibrée, méme
si le calcul de Pespérance est alors un peu plus subtil. ]

Une variable dont les moments d’ordres 2 et 4 valent 1 ne prend que deux valeurs

Soit X une variable aléatoire discréte admettant des moments jusqu’a I'ordre 4 et telle que {

1. Montrer que € [-1,1].

2. Déterminer la loi de X.

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR

Nous avons distingué le cas
ot n est pair (n = 2k) du
cas ol n est impair car il

est plus facile d’écrire alors
[X = n] avec les événements
P; et F;, mais il est sirement
possible de s’en tirer 4 'oral
sans réellement faire de
distinction de cas.

1l faudra tout de méme étre
capable d’écrire les choses
proprement si 'examinateur
le demande.

On a reconnu une série
géométrique dérivée de
raison 3, donc convergente,
de sorte que E(X) existe.

EX)=«a
E(X?)=EX* =1
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SOLUTION DE L’EXERCICE 3.11

Nous savons que V(X) > 0, et par la formule de Huygens, V(X) = E(X?) - E(X)* = 1 - &°.
Etdonc1-a?> 0o ac[-1,1].

La variance de X? est donnée par V(X?) = E(X*) — E(XZ)2 =1-1=0.

Or, une variable de variance nulle est nécessairement une variable certaine, qui est alors
égale a son espérance : X 21 presque siirement.

Ainsi, X ne prend que les valeurs 1 et —1.

On a alors & = E(X) = PO = )= P(X = 1) = PX = 1)~ (1= PX = 1)) = 2P(X = 1) - 1

Etdonc P(X =1) = % et donc PX=-1)= —2

2

Autour des lois usuelles

L’exercice qui suit ne nécessite en fait aucune connaissance de probabilités, si ce n’est celle de la loi de Poisson. Le reste est

essentiellement un exercice d’analyse.

Etude asymptotique de la queue d’une loi de Poisson.

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Q, &/, P), suivant une loi de Poisson de paramétre

A>0.
n+1

1. Montrer que pour toutn > A -1, P(X > n) < P(X = ”)ﬁ‘
nt 1

2. En déduire que P(X > n) - P(X =n).
3. Montrer que P(X >n)= o (P(X =n)).
n—+oo

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.12

Ona
P(X > n) Zp(x k) = Z*A =P(X = n)z k,

. nl 1
MalSH = i Dmi2) % de sorte que

Ankn A A

1 1 n-k
— B .
k! n+ln+2 k (n+1)

Puisque A < n+ 1, on a alors < 1, et donc
P(X>n)<P(X—n)i ) <P(X—ni —P(X—n)"—+1
- - n+1 TV n+1- )
k=n k=0
Nous savons que
n+1
PX=n<PX>2n<PX=n—-—-:
(X =n)<PX>n) <P 'l)’H_l_/1

donc en divisant les deux membres par P(X = n), et par le théoréme des gendarmes, il

vient
PX>2n)
lim ————
n—+oo P(X— )

Par l’équivalent précédent, ona P(X > n) = P(X = n) + o (P(X = n)).
Mais d’autre part P(X > n) = P(X > n) + P(X = n) et donc

©PX>n) ~ PX=n),

PX>n)=P(X >n)-PX=n)=PX = n)+n_>o+m(P(X =n))-P(X =n) = n_)o+°0(P(X = n)).

O
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La premiére inégalité vient
du fait que

[X=n] c[X>n]

Par définition, on a u, ~ v,
si et seulement si u, = v, +
o(vn).
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Autour de la loi de Poisson

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes définies sur le méme espace probabilisé (Q, ¢/, P) telles que X
suive la loi de Poisson de paramétre A > 0, et

Y(Q)={1,2}, P(Y=1)=P(Y =2) = %

On pose Z = XY.
1. Déterminer la loi de Z.

2. Quelle est la probabilité que Z prenne une valeur paire ?

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.13
Il est évident que Z(Q) =
Si k € N est impair, alors on a

k

PZ=k)=P(X=k]ln[Y=1]) = P(X = k)P(Y = 1) = %P(X =k) = %e_/l.

En revanche, si k = 2n est pair, alors, par la formule des probabilités totales appliquée au
systeme complet d’événements {[Y = 1], [Y = 2]}, il vient
PZ=k)=P(Z=k|n[Y =1])+P((Z = k] N [Y = 2])
—P(X=k]N[Y = 1)+ P(X = n] N [Y = 2])

_/1/1+/1n
2 \k !

_ k(L A2
2 (k/2)!

Notons 2N l'ensemble des nombres pairs. Alors, par la formule des probabilités totales
appliquée au systeme complet d’événements {[Y = 1],[Y = 2]}, on a

P(Ze?2N)=P([Ze2N|n[Y =1])+P([Z € 2N|Nn[Y =2])
=P([X e2N]Nn[Y=1)+P(Y =2) SiY = 2,alors Z = 2X est

automatiquement pair.

=P(X €e2N)P(Y =1) + %

1iiP(X—k)+1
2 - 2

k=0

k pair
_A +00 )Lk 1
= + =.
2
2 LR T2
k pair

Cette derniére série peut se calculer en notant que

- A
_;‘)k

""a-
=4

+00 2k

k impair

alors que
400
e'AZ ZU)" +Z<1>" Z Z
k= k p1|r ki lmpalr k p1|r ki lmpalr
Et donc
+00
A -A A'k
et +e =2 Z o
k=0 '
k pair
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On en déduit que

A A A 21
+ 1(1+
P(ZezN)z—e2 (e ¢ +1)=§( ¢ +1).

Lois conditionnelles, espérance totale

Expérience dont les parameétres dépendent d’une autre expérience

On utilise une piéce de monnaie qui donne pile avec la probabilité p €]0, 1.

On commence par lancer la piéce jusqu’a obtenir une premiére fois pile, et on note N le nombre de lancers
nécessaires. Si le premier pile a été obtenu au n*™ lancer, on lancer ensuite cette méme piéce n® fois et on note X
le nombre de pile obtenus au cours de ces n? lancers.

1. Quelle est la loi suivie par N ? Donner I'espérance et la variance de N.
2. Soit n € N*. Déterminer la loi conditionnelle de X sachant I’événement [N = n].

3. En déduire l’existence et la valeur de I’espérance de X.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.14

I est évident que N suit la loi géométrique de paramétre p.

Et donc E(N) = %, V(N) = ! _2p.

Si [N = n], alors la seconde série de lancers de n piéces comporte n? lancers.
Et donc par indépendance des lancers successifs, la loi de X sachant [N = n] est une loi

P (n%, p).

Grice 2 ce qui vient d’étre dit, nous pouvons affirmer que E(X|N = n) = n?p.
Et donc par la formule de 'espérance totale appliquée au systéme complet d’événements
{[N = n], n € N*}, on a, sous réserve de convergence,

E(X) = Z P(N = n)E(X|N = n)

n=1

ZPZZ 2(1 )n 1
(1 —p)Z n(n—1)(1=p)" 2+ > n(1 —p)'“)
n=1

1
(1 - (1 Py (1-(1- P))z)

II
HAA/—\

— On a reconnu deux séries qui
p2 convergent, donc E(X) existe
2 _p bien.
P p
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Espérance d’une somme de lois de Rademacher

400 _:
sin t V.4
On admet que f - dt converge et que sa valeur est 5
0

— cos"(t)

+00 1
. . T
1. Montrer que POUI' tout n entier naturel, Uy = f t2 dt existe et que uy = E
0

*% 1 — cos(st)

. ps
2. (a) Montrer que pour tout s réel fo > dt converge et vaut Elsl.

(b) En déduire la valeur de u,.

Dans la suite, on considére une suite (X,,),en+ de variables aléatoires mutuellement indépendantes, définies sur
(Q, 9, P), a valeurs dans {-1, 1} et telles que, pour tout k € N*,

PXr=1)=PX=-1)= %

Pour tout n € N*, on pose S, = Xj + -+ + X,,.
3. Déterminer l'espérance et la variance de S,.
4. (a) Calculer pour tout réel ¢, E(sin(X1t)) et E(cos(X1t)).

(b) Montrer par récurrence sur n, que pour tout entier n € N* et tout réel t, on a : E(cos(S,t)) = (cos t)".

2
5. Montrer que pour tout n € N*, E (|S,]) = —up.
T

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.15

+00
Notons que uy = f 0dt, et qu’il n’y donc rien a dire. Nous supposerons donc n > 1.
0

L’intégrale est impropre en 0 et en +co.
. n 1-cos"t 2
Au voisinage de +o0, ona —1 < cos”(¢) < 1 et donc 0 < — < 5
— cos"(t)

+00 1
Et donc par comparaison 2 une intégrale de Riemann, f > dt converge.
1

Au voisinage de 0, on a
2

1 —cos™(t) = (1 —cost)(1 +cost +cos’t+---+cos"™ 1) ~ n(l—-cost) ~ n—.
-0 t—0 2

. 1—-cos"t n 1~ cos™ ¢ .
Et donc lim ————— = —, de sorte que ———— dt est faussement impropre, donc
t—0* t2 2 0 2

convergente .

Pour calculer uy, procédons 3 une intégration par parties sur un segment de la forme

[A,B]c R} :
B B B .- B -
1—cost cost—1 sin ¢ cos(B)—1 cos(A)—1 sin t
[
A t t A Ja ot B A A
cosA—1 A
Or, lorsque A - 0, —/———— ~ —-— —
q A A0t 2 A0t 1
. , , cos B — .1 .
Et lorsque B — +oo, la fonction cos étant bornée, ——— .0 Ezrﬁ’gd;; i;??ofif;frée
—+00

O sint T limite nulle tend vers 0.

Etdonculzf Tdt:E.
0

Le cas s = 0 ne pose aucune difhculté puisque cos(0) = 1.
+% 1 — cos(st) J

5 ¢+ 1 Affine, donc légitime.
t

Supposons donc s > 0, et procédons au changement de variable! u = st :alors f
0
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1 — cos(u) ,du
—s

converge si et seulement si f — = suj converge, et en cas de convergence,
s

0 u?
ces deux intégrales sont égales.
+00 1
— cos(st
A dt

. T
Or nous venons de voir que u; converge et vaut > de sorte que f 2

0
T T
converge et vaut Es = Elsl.

2

Enfin, si s < 0, notons que par parité du cosinus, remplacer s par —s ne change rien®, et

+001_ t +ool_ —t
done f 1-cos(st) o _ f 1ocost=sh) 4 o 2oy = By
0 0 2 2

2 2

1+ cos(2t
Nous savons que cos(2t) = 2cos*t — 1 et donc cos® t = %() de sorte que
1 - cos(2t
1-cos’t = %().
¥ 1 — cos?(t 1 ("1 - cos(2t
Etdoncuzzf C—zs()dtz—f L()dtzz.
0 t 2 Jo £2 2

Il est évident que les X sont centrées, et que donc V(Xx) = E (Xi) =1.
Et donc par linéarité de I'espérance, et en utilisant I'indépendance des X, il vient

E(S,) = Z E(X¢) = 0 et V(S,) = Z VOXG) = n.
k=1 k=1

Il s'agit d’un théoréme de transfert® :
. 1. 1. 1
E(sin(X1t)) = > sin(t) + > sin(—t) = 0 et E(cos(X1t)) = E(cost + cos(—t)) = cos't.

La récurrence est déja initialisée pour n = 1.
Supposons donc que E(cos(S,t)) = (cost)". Alors nous savons que

cos(Sp+1t) = cos ((Sp, + Xp+1)t) = cos(Spt+Xn+1t) = cos(Syt) cos(Xp+1t)—sin(S,t) sin(Xp41t).

Donc par linéarité de Pespérance,
E(cos(Sp41t)) = E (cos(S,t) cos(Xp11t)) — E (sin(Sp,t) sin(X,11t)) .
Et alors par indépendance? de cos(S,t) et de cos(X,+1t) (resp. de sin(S,t) et de sin(Xp411)),
il vient
E(cos(Sps1t)) = E(cos(Snt))E(cos(Xn11t)) — E(sin(Syt)) E(sin(X,411)) = (cos t)"*.
—_——
=0
Et donc par le principe de récurrence, pour tout n € N*, E(cos(Snt)) = (cost)".
Par le théoréme de transfert, on a

E(Sa) = ), IkP(S, = k).

keS,(Q)

2 +00 1 _ kt
Or, nous savons d’aprés 2.a que |k| = = f Ct‘;s( ) dt.
T Jo

Et donc

E(ISal) = Z P(Sp = k)% f0+00 “i—(gs(kt)dt

keSn(Q)
2 [* 1- kt
:—f > P(Snzk)c—(;s()dt
TJO késio) t
2 [+
== (1= Z P(S, = k) cos(kt) | dt
T Jo t
keS,(Q)
2

- j:m tlz (1 — E(cos(Spt))) dt

/

2 teoq - n(t 2
_f 1ocos"®) 22,
0 Ve

T 12
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2 Et —s étant positif, on peut
lui appliquer ce qui précede.

Si vous n’aimez pas les for-
mules de trigonométrie, on
peut toujours utiliser les for-
mules d’Euler pour linéariser

5 eil 4 e—it\2
cos“t=|——m—]| .

3 . o
Version discréte !

4Ce qui découle du lemme
des coalitions.

Puisque Sp, est une variable
finie (elle prend des valeurs
dans [-n, n])), la somme qui
apparait est une somme finie.

a so e éta ie, o

La somme étant finie, on
peut bien intervertir sans
précaution la somme et I'inté-

grale.
Nous avons utilisé le fait que

«la somme des probas vaut 1».

Théoréme de transfert.

M. VIENNEY
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X +Y a méme loi que X (X et Y indépendantes) si et seulement si Y est certaine.

On considére deux variables aléatoires X et Y, discrétes, définies sur I'espace probabilisé (Q, #/, P). On considére
une partie D (respectivement A) de R, en bijection avec N, dans laquelle X (resp. Y) prend presque siirement ses
valeurs, et on indexe bijectivement les éléments de D (resp. A) de sorte que D = {x,,n € N} (resp. A = {yn,n € N}).

On suppose que X et Y sont indépendantes et que X et X + Y ont méme loi.

1. On considére une série a termes positifs Z an, qui est convergente.

n>0

Justifier Pexistence du nombre M = max,(a,). En déduire que 'ensemble {P(X = x), x € R} admet un plus

grand élément.
Soit alors a un réel tel que P(X = a) = max{P(X = x),x € R}.

2. (a) Montrer que, pour touty € R,P(X =a—-y) = P(X = a) ou P(Y =y) = 0.
(b) En déduire que la variable aléatoire Y est finie.

3. Soit y un réel appartenant 4 'ensemble {y € R, P(Y = y) # 0}.
Montrer que, pour tout n € N, P(X = a — ny) = P(X = a).

4. Montrer que la variable Y est presque stirement nulle.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.16

Si )} a, est convergente, alors nécessairement (a,) tend vers 0. Et donc, comme toute suite
convergente, elle est bornée.

Si la suite (a,) est nulle, elle admet évidemment un plus grand élément : 0.

Si elle est non nulle, soit i € N tel que a; > 0. Alors, en prenant ¢ = 4, la définition de la
convergence d’une suite nous indique que’

3N€N:n>N=>an<%.

Notons alors M = max(N, i). Soit alors j € [0, M — 1] tel que a; soit maximal (une famille
finie de réels admet toujours un plus grand élément).
Alors pourn e N,ona :

*Soit n < M — 1, et alors a, < g; par définition d’'un maximum

*Soit n > M, et alors a, < § < a; < a;.
Donc pour tout n € N, a, < a; :la famille (a,,) admet bien un plus grand élément.
En particulier, puisque la série 3, P(X = x,,) converge?, elle admet un plus grand élément,
correspondant 4 a € D. Et alors pour x € R, on a soit x ¢ D, et alors P(X = x) = 0. Soit
x € D, et alors il existe n € N tel que x = x,, et donc P(X = x,,) < P(X = a).
Soity € R. Siy ¢ A, alors par définition, P(Y = y) = 0.
Sinon, on a, par indépendance de X et Y,

+00

PX+Y=a)= ZP(Y = y)P(X = a — yy).
n=0

Et puisque X et X + Y ont la méme loi,

+00
PX=a)=P(X+Y=a)= ZP(Y = y)P(X = a - yn).
n=0
De plus,onal = ZP(Y = yp), donc
n=0

P(X=a) ) P(Y =yn) = ) P(Y = yu)P(X = a~yy)
n=0 n=0

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR

Etre bornée ne suffit pas

3 admettre un plus grand
élément. Par exemple, la suite
U, = —% est bornée (car
convergente), mais n’admet
pas de plus grand élément.

Iy y a normalement une
valeur absolue dans la défini-
tion de la convergence, mais
on sait que a,, est a termes
positifs.

2 Cest la formule des proba-
bilités totales :

+00
Z P(X = x,) = 1.
n=0
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o ZgP(Y = y)P(X = a) = Z_;)m = yu)P(X = a—y,)

ﬁiP(Y=yn)(P(X=a)—P(X=a—xn))=0

n=0
Mais par définition de a, pour tout n € N, on a
PX=a-y,) <PX=a)ePX=a)-PX=a-y,)>0.

Donc nous avons affaire 3 une somme de nombres positifs, dont la somme est nulle. Ceci
signifie que chacun des nombres P(Y = y,,) (P(X = a) — P(X = a — y,)) est nul.

Et donc pourne N,ona P(Y =y, =0) ou P(X = a) = P(X = a - yy).

Autrement dit, pour touty € A, P(Y =y) =0 ou P(X = a) = P(X = a—y).

Supposons que Y ne soit pas a support fini. Alors il existe une infinité de y € R tels que
P(Y = y) # 0. Et donc une infinité de y € R tels que P(X = a — y) = P(X = a).

Or P(X = a) # 0, car il existe au moins un x € R tel que P(X = x) # 0, faute de quoi la
somme de la série Y, P(X = x,,) ne serait pas égale a 1.

Par conséquent, il existe une infinité de n € N tels que P(X = a — y,) = P(X = a). Ceci est
incompatible avec la convergence de la série },, P(X = xp).

Par conséquent, il n’existe qu'un nombre fini de y € R tels que P(Y = y) # 0 : Y est une
variable aléatoire finie.

Soit p tel que P(Y = p) # 0. D’aprés la question 2.a, on a nécessairement
PX=a-p)=PX =a).

Autrement dit, P(X = a — p) est un maximum de 'ensemble {P(X = x), x € R}. On peut
donc refaire le raisonnement de la question 2.a : pour touty € R, P(X = a—p—-1y) =
P(X=a-p)ouP(Y =y)=0.

Et puisque P(Y = p) # 0, alors P(X = a — p— p) = P(X = a). Donc a — 2y est tel que
P(X = a—2p) est le plus grand élément de I'ensemble {P(X = x), x € R}. Etc...

De proche en proche :V¥n € N,P(X = a — ny) = P(X = a).

Supposons au contraire que Y ne soit pas presque siirement nulle, c’est-a-dire qu’il existe

p#0tel que P(Y = p) # 0.

Alors d’aprés la question précédente, pour tout n € N, P(X = a — ny) = P(X = a). Mais les

a — np sont deux 2 deux distincts®, et alors la série de terme général P(X = a — ny) diverge.

Or, U [X = a— np] est une union dénombrable d’événements deux a deux disjoints, donc
neN

cette série devrait converger, et avoir une somme inférieure ou égale al.

D’ot une contradiction, et donc notre hypothése de départ est fausse : pour tout y # 0,

P(Y =p)=0.

Ceci ne laisse plus beaucoup de choix, car P(Q) = 1 : on a nécessairement P(Y = 0) = 1, et

donc Y est presque stirement nulle.

Etude d’une loi conditionnelle

a est tel que P(X = a) soit
maximum.

3 Clest ici qu'on a besoin de
p#0!

Cette série devrait converger,
car cette hypothése fait partie
de la définition d’une pro-
babilité : pour une famille
dénombrable d’événements
(Ap) deux a deux incompa-
tibles, 3} P(A,) converge, et
sa somme vaut

p<UAn>_

neN

Soit ny € N*, n, € N* et p €]0, 1[. On considére deux variables aléatoires X; et X, définies sur un méme espace
probabilisé (Q, £, P), telles que X; suit la binomiale %8 (ny, p) et X5 suit la loi binomiale % (n», p).

1. Soit n € (X1 + X2)(Q). Déterminer la loi conditionnelle de X; sachant [X; + X5 = n].

2. Calculer l'espérance conditionnelle E(X;|X; + X» = n).

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.17

Notons que nous savons, par stabilité des lois binomiales?, que X; + X5 suit la loi binomiale
de parameétres ny + ny et p.

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR

1 Qui sapplique puisque X
et X5 sont indépendantes.
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Et donc (X1 +X2)(Q) = [[0, n + HQ]].
On a alors, pour tout n € [0,n1 + n2]|, et tout k € [0, nq]l,
P([X; +Xo = n] N [X) = k])
P, _1(Xy =k) =
(X1 +X=n](X1 = k) PO 1 X0 = 1)
_ P(X2=n-KIN[Xi = k)
P(X1 +Xo = n)
— P(Xi = k)P(X5 = n—k) X et X sont indépendantes.
P(X1 +X2 = n)

Donc déja, sin—k > ny © k < n—na, Pix,+x,=n)(X1 = k) = 0.
De méme, sin—k <0 & k > n, Px,+x,=n)(X1 = k) = 0.
Et sinon,

(':)pk(l -pmt (nn_z k)p""(l —p)Rk
T’l] + n2 +ny—n
( " )p"(l -pm
ni n»
R[N
- ni +np ’
")

On a donc, par définition de 'espérance conditionnelle,

Pix +x=n)(X1 = k) =

n

n - ny—n
EXqi[X1 + X2 =n) = Z k(n_zk)P" K1 = pyrk,

k=n—ny

Etude d’une loi conjointe

Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur (Q, ¢/, P), 4 valeurs dans N, dont la loi conjointe est donnée par

Y(i.) e N2 P(IX =iln[Y = i) = a )
1. Déterminer la valeur de a.

2. Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.18
Puisqu'il s’agit d’une loi conjointe, la famille (P([X = i] N [Y = j])); jjenz est sommable, et

sa somme vaut 1.
Pour k € N, posons I = {(i, ) € N2:i+j=k}

Alors I est un ensemble fini de cardinal k + 1, et donc o
a a a a
P(IX =iln[Y =j]) = —— =Card(p))——— =k + 1) —— = —.
2 PX =iy =i) = ) Gy = Cardl g = K+ D =
(L)€l (L, 7)€l ]‘ b
| 3
. e X FIGURE 3.3— Les paquets I.
Et puisque N? = U I, par le théoréme de sommation par paquets,
k=0
+00 +o a
D, PUX=inly=jh=) > PIX=in[Y=j)=) ;=ae "
(i’j)ENZ =0 (i,j)EIk k:O H NOUS avons bien reconnu

une série convergente, mais
la convergence était de toutes
fagons garantie par le fait que
la famille soit sommable.
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Par la formule des probabilités totales appliquée au systéme complet d’événements {[X =

il,ie N},ona
too +0oo -1 +00 +00
P(Y:O):ZP([X:i]m[Y:O]):Z(iil)' =e_1z% =e_1(z%—1)=1—6_1.
i=0 i=0 ) i=1 " i=0

Et de méme, P(X =0) =1 —¢\.
Or,onaP(X=0]Nn[Y=0)=el#(1-e1)’=1-2e"+e2
En effet, si ces deux nombres étaient égaux, on aurait

(e -3¢ -1=0.
3+v5 3-45

t
2 T

1

et donc e ! serait racine de X2 — 3X — 1. Mais ces racines sont

On en déduit que X et Y ne sont pas indépendantes.

Etude d’un couple de variables aléatoires

Toutes les variables aléatoires considérées dans cet exercice sont définies sur un espace probabilisé (Q, o/, P).
Soient A et p deux réels tels que 1 > 0 et p €]0, 1[.
On considére le couple de variables aléatoires (X, Y)  valeurs dans N2, dont la loi conjointe est donnée par

ef)k/lnpk(l _p)n—k
V(k,n) e N*, P((X =n]N[Y = k]) = kl(n—k)!
0 sinon

si0<k<n

1. Vérifier que la relation ci-dessus définit bien une loi de probabilité sur N2.

2. Déterminer la loi marginale de la variable X, puis celle de la variable aléatoire Y.
Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?

3. Déterminer la loi conditionnelle de la variable aléatoire Y sachant que [X = n] est réalisé.
4. Soit Z la variable aléatoire définie par Z = X — Y. Déterminer la loi de la variable aléatoire Z.

5. Les variables aléatoires Y et Z sont-elles indépendantes ?

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.19

Pour n fixé, on a

+00 n —AAn k 1= n—k —AAH n |
S rX=nnly=k)=> LD (U-p"" e = k'(n”_ k)'pk(l —p)"k
k=0 k=0 :

I(n—=k)
Py kl(n-k)!
e A" & (n X e
= 1-p) = :
n! kZ:o (k)p (1=p n!

Et alors, sous réserve de convergence,

+00 +00 +00

ZZP([X =n]N[Y =k]) = ZG_A§ = e et = 1.

n=0 k=0 n=0
On en déduit que la famille P([X = n] N [Y = k]) est bien sommable, de somme égale 4 1.
Et donc définit une loi de probabilité sur N2.

Draprés la formule des probabilités totales appliquée au systéme complet d’événements
{[Y = k],k € N}, on a, pour tout n € N,

N A s
P(X =n)= ZP([X =n|N[Y =k] = € —- Cette/somme a déja e.te
=0 n. calculée dans la question

précédente.
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Et donc X suit la loi de Poisson de paramétre A.
De méme, la formule des probabilités totales appliquée au systeme complet d’événements
{[X = n],n € N} nous donne, pour tout k € N,

P(Y =k) = ZP([X =n]N[Y = k])
n=0

o -2 k -k
_ Z e AN - p)” Les termes pour n < k sont
4 kl(n—k)! nuls.
n=

e—/’lpk/lk too An_k(l _p)n—k
k! 4 (n—k)!

—k
“Apk gk +© i
_eptA i(1-p)
=g LM i=n-k
i=0
_ e sap)
k!
B e—Ap(/l)k
B k!
Et donc Y suit une loi de Poisson de paramétre Ap.
Notons que X et Y ne sont pas indépendantes, car pour toutk > n,onaP(X =n) # 0,P(Y = k) # 0
et P(IX = n] N [Y = k]) = 0.
On a, pour tout k € N,
P([X =n]N[Y =k]) _n K1 —p*k sio<k<n
Prxen(Y = ) = o 2= = Sk S
(X =n) 0 sinon
On reconnait alors une loi binomiale % (n, p), donc la loi de Y sachant [X = n] est la loi
B(n,p).
Notons qu’on a toujours! X > Y car P(X =n]N[Y =k]) =0sik > n. ! Du moins presque siire-
Et donc Z ne peut prendre que des valeurs entiéres positives ou nulles. ment.

Pour £ € N, ona

P(Z=¢)= ZP([Z =£]N[Y = k)
k=0

=ZP([X=€+k]n[Y=k])
k=0

_ f e—/l/lk+t’pk(1 _p)é’
Z k!

_ e_’lﬂf(l _p)t’ oo Akpk

1 1
a0 4K
_ e_/lj'[(1 _p)€ e}Lp
B (!
o~ Alp) (A1 -p)*
B k! '

Donc Z suit la loi de Poisson de paramétre A(1 — p).
Pour (k,£) € N2, on a
e_/l/lk+fpk(1 _p)f

P([Y = k]n[Z = £]) = P([Y = k]N[X=Y = ¢€]) = P([Y = k]N[X = k+{]) = 7

Drautre part, on a

apWDF oy A =p)! e PE( - p)
k!

P(Y=KP(Z=10()=e 7 kle!

= P([Y = k]n[Z = {]).
Et donc Y et Z sont indépendantes.
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Etude d’un couple de variables aléatoires (somme et différence de deux géomeétriques).

Soit p un réel donné de 10, 1[. On pose g = 1 — p. On consideére un couple (U, T) de variables aléatoires discrétes
définies sur un espace probabilisé (Q, #/, P) dont la loi de probabilité est donnée par : pour tout entier n > 2, pour

tout t € Z,
PU = n] A [T = 1]) = {pzq"‘2 si |t] < n—2etsin,|tf| de méme parité

0 sinon

1. Vérifier que Z Z P2 = 1.

|t|<n-2
n,|t| de méme parité

2. (a) Déterminer la loi marginale de U.
(b) En distinguant les trois cas t = 0, t > 0 et t < 0, montrer que la loi marginale de T est donnée par :

¢n
VieZ P(T=1)= 1"~

(c) Calculer E(T).
3. Soit n un entier supérieur ou égal 4 2.

(a) Déterminer la loi conditionnelle de T sachant [U = n].

(b) Calculer I'espérance conditionnelle E(T|U = n) de T sachant [U = n].
4. (a) Justifier lexistence de E(U) et de E(UT). Calculer Cov(U, T).

(b) Les variables U et T sont-elles indépendantes ?

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.20

1. Sin > 2 est pair, n = 2k, alors les entiers pairs compris entre —(n — 2) et n — 2 sont les
2i,—(k —1) < i < k-1, de sorte que

k-1
2 n-2 _ 2 n-2 _ 2 n-2 _ 2 n-2 Tous les termes de la somme
= = 2k-2+1)=(n-1 . ous les
Z Py ) Z rq rq ( )=( )P q sont égaux, il suffit de comp-
l<n—2 i==(k-1)
[ipair ter le nombre de termes.

De méme, si n = 2k + 1, alors les entiers impairs entre =2k + 1 et 2k — 1 sont les
2i+1,-k <i<k-1,desorte que

Z qu ZPZ n-2 _ an_z(k—1+k+1) (2k)p2 n2_(n_1)p2 n2

|t|<n-2 i=—k
|¢[impair
Et donc
+00 +oo 1
2 n-— 2 n-2 2 m-1 _ ,2 _
Z Q. PAT=) - 0piq R =p? ) mgm = p aogr " ——
|tl<n-2 n=2 m=1

n,|t| de méme parité

2.a. Drapres la formule des probabilités totales appliquée au systéme complet d’événements
{[T=t],t€Z},ona

KU =n) =) P(U=n]n[T =t)
teZ
= qun—z Il ne reste qu’un nombre fini
ez de termes dans la somme :
(¢ 7 de méme parité les autres sont nuls !
= (n-1p’q"™>.
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Dans les trois cas, nous allons utiliser la formule des probabilités totales appliquée au systéme
complet d’événements {[U = n],n > 2}.
Sit =0, alors

P(T=0)= ZP( N[T =0])
_Zp2n2
np:ur
_ZPZ 2i—
=p22(q2>f
j=0
ICIE ¥ _p _rd
1-¢* 2p-p*> 2-p 1+g¢
Sit>0,alors|t{ <n—-2&n>t+2. Etdonc
+00
PT=0= ) pq

n>t+2
t,n de méme parité

Si t est pair, ¢ = 2k, alors on obtient

ZPZ 2i—

i=k+1

P(T=t)=

+00
2q2k Z(q

=0
Et si t est impair, ¢t = 2k + 1, alors

2 2i+1-2 _
>, ra

i=k+1 —-q

P(T=t)=

1 Pq
2 2k+1 Z(qz)J _ 2 2k+1 — = 1+q_

Enfin, si ¢ est négatif, alors

qltl

P(T=t)= =P(T =) =

Z p2qn—2

|tl<n-2
||, n de méme parité

On a, sous réserve de convergence absolue,

E(T) = ZtP(T—t)+O P(T = O)+ZtP(T—t)—Z P9

t<0 t>0

1+q l+q

t
Les deux séries en jeu convergent absolument car ¢ 1p T estle terme général d’une série

+4q
géométrique dérivée de raison g €]0, 1[, donc convergente.
Etalorson a

1+t

E(T) = Z( t)1+q+ L

Notons que Pjy—,)(T = t) est non nul si et seulement si [t| < n -2 et sin et t ont méme
parité.

Et donc, sachant que [U = n], T prend ses valeurs dans I, = {—(n-2), —(n—4),.. .,
Et pour tout ¢ dans I, on P([U = n] N [T = t]) = p>q"~2 de sorte que les Pjy_n)(T =
t) ont tous la méme valeur : la loi de T sachant [U = n] est une loi uniforme sur
L,={-(n-2),-(n—-4),...,n—4,n-2}

En particulier, la loi de T sachant [U = n] est finie, donc E(T|U = n) existe.
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n—4,n-2}.

j=i-1

Les entiers pairs supérieurs a
t +2 =2k + 2 sont les 2i, avec
i>k+1.

Cette famille est bien som-
mable : on aséparé Z en
trois «paquets» : les entiers
strictement positifs, les en-
tiers strictement négatifs, et
0. Chacune des trois sommes
converge absolument (voir
ci-dessous) et donc la famille
est sommable.

Si n est pair, alors 0 € I,, et
si n est impair, 0 ¢ I,.

£ Danger !
Il ne s’agit pas d’une loi uni-
forme sur [-(n—2), n—2], car
T ne prend que des valeurs

de méme paquﬁéIﬂNNEY
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De plus, si ¢ € I,, alors =t € I,,, et donc la loi de —T sachant [U = n] est la méme que la loi
de T sachant [U = n].

Et donc 2E(T|U = n) = E(T|U = n) + E(-T|U = n) = EQOJU = n) = 0.

On en déduit donc que E(T|U = n) = 0.

U admet une espérance si et seulement si la série de terme général n(n — 1)p>q"~2 converge.
Or, il s’agit 1a d’une série géométrique dérivée seconde, convergente car de raison g €]0, 1[.
Donc E(U) existe.

Pour ’existence de E(UT), notons que pour tout n € N, la loi de UT sachant [U = n] est la
loi de nT sachant [U = n]. Et en particulier, E(UT|U = n) = E(nT|U = n) = nE(T|U = n) = 0.
Draprés la formule de I'espérance totale appliquée au systéme complet d’événements
{[U=n],n>2},0ona

E(UT) = Z P(U = n)E(UT|U = n) = 0.
n=2

Et donc, par la formule de Huygens, Cov(U, T) existe et vaut

Cov(U,T) = E(UT)-E(U) E(T) =0.
N—— ——
=0 =0
OnaP(U =2)#0et P(T =1) # 0, mais P([U = 2] N [T = 1]) = 0 car 1 et 2 ne sont pas de

méme parité.
Donc U et T ne sont pas indépendantes.

Espérance de .
X+Y

On pourrait en fait montrer
que si X et Y sont deux lois
géométriques indépendantes
de méme paramétre p, alors
le couple (X + Y, X - Y)

a méme loi que le couple
U, ).

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes définies sur un méme espace probabilisé (Q, «/, P), de méme

. X . 1
loi, a valeurs dans N*. Montrer que E ( ) existe et vaut —.
X+Y 2

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.21 Montrons que ont méme loi.

et ——
) ) ) X+Y X+Y )
Il est clair que ces deux variables aléatoires ont le méme support car X et Y ont méme loi.

. X . , . .
Soit donc r dans le support de X (qui est formé de nombres rationnels strictement

+Y
positifs).

Alors, d’aprés la formule des probabilités totales, on a

P(X)iY=r):ip([xzk]m[xfy:r])zip([xzk]ﬂ

Le méme calcul prouve que

P(Xiyzr)zz:P(Y:k)P(X:é—k)

X Y
Mais X et Y ayant méme loi, on a donc P (— = r) =P ( = r) .
X+Y X+Y

Ainsi, les deux variables ont méme loi.

et
+Y X+Y

Autre méthode : puisque X et Y sont indépendantes et de méme loi, les vecteurs (X, Y) et
(Y, X) sont de méme loi'

4 X1 . .
La fonction g : (x1,x2) - étant continue sur (R*)?, les variables g(X,Y) =
X2

X+Y

ont donc la méme loi.

Y
et g(Y,X) = X1y
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r k)= S
k=1

X N
Notons que X+Y est a va-
leurs dans Q, qui est dénom-
brable, donc il sagit d’'une
variable discréte.

k)P(Yzé—k)

e possédent la méme
fonction de répartition.

M. VIENNEY
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X
De plus, ces deux variables ont une espérance, car ona 0 < iy < 1, et que E(1) existe.
Enfin, on a
Si les variables ont méme
X Y X Y X loi, et qu’elles admettent
L=£Q) :E(X+ Y X+ Y) =E(X+ Y) +E(X+ Y) - 2E(x+Y)' une espérance, elles one
nécessairement la méme
) X 1 espérance.
On en déduit queE(—) =—. ]
X+Y 2

Une réciproque 2 la stabilité des lois binomiales

Soit n un entier supérieur ou égal 3 1 et p €]0, 1[. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes définies sur
un méme espace probabilisé et telles que X suit la loi binomiale %8(n, p) et Y est 2 valeurs dans [0, n].
Que pensez vous de 'équivalence suivante : Y suit la loi % (n, p) si et seulement si X + Y suit la loi % (2n,p) ?

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.22 Notons que nous savons déja que, X et Y étant
indépendantes, si Y suit la loi binomiale % (n, p), alors X + Y suit la loi % (2n, p), mais le
cours ne dit absolument rien au sujet de la réciproque.

Inversement, supposons que X + Y suit la loi % (2n, p).
Puisque X et Y sont indépendantes, on a alors, par produit de convolution, pour tout
k € [0,2n],

K . . 2n\ ok On a ainsi un systéme de
Z PX=DP(Y =k-i)=P(X+Y =k)= k p(1-p) . 2n + 1 équations vérifiées par
i=0 les P(X = k).

En particulier, pour k = 0, on a P(X = 0)P(Y = 0) = P(X + Y = 0), soit encore

P(X=0)x(1-p)"=(1-p*" & P(X=0)=(1-p)". Pour PX — 0) et PX — 1)

on retrouve les probabilités
d’une loi binomiale, donc
il semble que X suive la loi

P(X = 1)1 =p)" + P(X = O)np(1 — p)" ' = np(1 - p)*" ! & P(X = 1) = np(1 —p)" . binomiale % (n, p).

Puis, pour k =1,ona P(X = 0)P(Y = 1)+ P(X = 1)P(Y = 0) = P(X + Y = 1) soit

Plus généralement, pour k € [0,n], on a

P(Y=0PX=k)+P(Y=1)P(X=k-1)+---+P(Y =k)P(X = 0) = P(X + Y = k).

k-1
P(X+Y=k)—ZP(X= DP(Y = k — i)
Etdonc P(X = k) = =0 *).
( ) P(Y = 0) (%)
Soit Z une variable aléatoire indépendante de Y, suivant la loi binomiale % (n, p). Alors Y +Z Une récurrence forte est tne
suit la loi binomiale % (2n, p), et donc pour tout k € [0,2n], P(Y + Z = k) = P(X + Y = k). récurrence oil ne suppose pas
seulement que la propriété
Prouvons, par récurrence forte sur k € [0, n]] que P(X = k) = P(Z = k). est vraie au rang n pour la

. rouver au rang n + 1, mais
Nous venons de prouver que c’est bien le cas pour k = 0 et k = 1. pre &
qu’elle est vraie aux rangs

Soit donc k € [0, n — 1], et supposons que pour tout i € [0,k], P(X = i) = P(Z = i). 01, ... n pour la prouver
AlOl’S, on a aurang n + 1.

k
P(X+Y:k+1)—ZP(X:i)P(Y:k+1—i)

i=0

P(Y = 0)

PX+Y=k+1)=

k
P(Y+Z=k+1)—ZP(Z=i)P(Y:k+1—i)

i=0

P(Y = 0)
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k+1 k
}:HZ=DHY=k+1—D—§:HZ:DHY=k+1—0
i=0 i=0

P(Y = 0)
_P(Z=k+1)P(Y =0)
B P(Y = 0)
=P(Z=k+1).

Par le principe de récurrence, pour tout k € [0, 2n],, P(X = k) = P(Z = k), et donc X suit
la loi binomiale % (n, p).

En conclusion, X + Y < B(2n,p) © X — B(n,p).

Quelques explications : I'idée principale ici est de voir que la relation (%) détermine
uniquement P(X = 0).

Puis, en utilisant la valeur de P(X = 0) ainsi obtenue, il n’y a donc qu’une valeur de
P(X = 1) possible. Puis qu’une valeur de P(X = 2), etc.

Drautre part, nous savons que si X < % (n, p), alors les P(X = k) vérifient les n + 1 relations
(%) : c’est donc l'unique solution du systéme d’équation mentionné plus tot.
L’introduction de la variable Z n’a rien d’obligatoire, elle permet surtout d’écrire P(Z = i)

i3 n i —7 N ’ .
au lieu de ( _)p’(l —p)"~', et sert donc surtout  alléger les notations. m
i

Etude des «sommets» d’une succession de tirages

1. Soit @ > 0. Donner un équivalentde S, = » j* lorsque n — +oo.

1

n

J

Cest le produit de convolu-
tion appliqué 3 Y et Z (qui
sont indépendantes par hypo-
thése).

2. Soit n > 2, et soit (X;);>1 une suite de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (Q, «/, P),

mutuellement indépendantes, et suivant toutes la loi uniforme sur [1, n].
Pour k > 2, on dit que Xj est un sommet si Xg_1 < Xj et Xg41 < X.
Déterminer les probabilités des événements suivants :

(a) «Xi est un sommet». Donner lim P(«Xj est un sommet »).
n—+oo
«X} et Xi41 sont des sommets»

n—+oo

«X> et X4 sont des sommets». Donner lim P(«X, et X, sont des sommets»).
n—+oo

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.23

Le moyen le plus classique de trouver un tel équivalent est probablement de faire apparaitre
une intégrale :la fonction ¢ — % est croissante sur R, et donc pour tout k € N, et pour
tout t € [k, k + 1],

k+1
k"‘<t“<(k+1)"‘:>k"‘<f t*dt < (k+1)%.
k
Et donc on en déduit que

k k+1
f t”‘dt<k“<f t* dt.
k-1 k

En sommant pour k allant de 1 a n, il vient donc, a 'aide de la relation de Chasles,

n n+l1
f t%dt < S, < f 1% dt.
0 1
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Or, il est facile de calculer ces deux intégrales :

n na+1 n+1 1
f % dt = etf tdt = —— ((n+ )" - 1).
0 a+1 1 a+1

a+1

Ces deux intégrales sont équivalentes, lorsque n — +c0, 2 , et donc une application
a+

na+1

n
rapide du théoréme des gendarmes donne Z K* ~ .
— n—+oo o + 1

Notons qu’il existe une solution bien plus rapide si on essaie de faire apparaitre des sommes

de Riemann :
n . a n k o " 1 n k o
pr=n B L) =i (i)

k=1
1< (kS ! 1
Mais—Z(—) — f t%dt = .
nk=1 n n—+co Jo a+1

Et donc Z K* o~

na+1

n—otoo g +1°

Notons que X est un sommet si X est 2 la fois plus grand que Xi_; et que Xg41.
Et donc si et seulement si X > max(Xi_1, Xis1)-
Mais, pour j € [1,n]], on a, par indépendance des X;,
7
P(max(Xg-1, Xg+1) < j) = P([Xg-1 <10 [Xis1 <) = PXp-1 )P Xpr1 <J) = =

Et donc, par la formule des probabilités totales appliquée au systéme complet d’événements

{Xe <l i e [1,n]},

P(max(Xg-1, Xg+1) < X)) = ZP([max(Xk—l,XkH) <XelN[Xk =i = ZP([max(Xk—l’XkH) <i]N[Xk =i])
i=1 i=1

= ZP( max(Xg-1, Xe1) < 1] 0 [X = il) P(X = i)

i=1

Z(1—1)2 =i"‘1l2_ 1(n—1)n(2n—1)
nd 4 6

~ (n -1)2n-1)

B 6n2 ’

, .. ., 1
Et par conséquent, la limite de cette probabilité lorsque n — +co vaut 3

Il est évident que Xk et Xi,1 ne peuvent étre en méme temps des sommets puisqu’on aurait
alors Xpi1 < Xk et Xk < Xeaton.

L’événement «Xj est un sommet» ne dépend! que des variables aléatoires Xy, Xg+1 et Xg—1. ! Cest ce que nous avons fait
De méme I’événement «Xj3 est un sommet» ne dépend que des variables aléatoires ala question 2.a.

X2, Xie+3 €t Xgra.

Par le lemme des coalitions, ces deux événements sont donc indépendants.

Et par conséquent,

P(«Xj et Xi.3 sont des sommets») = P(«Xj est un sommet»)P(«Xj,3 est un sommet»)
(n—1)22n - 1)? 1
=— — -,
36n* n—+oco 9

Le raisonnement de la question précédente ne s’applique plus, puisque cette fois, les événe-
ments «X, est un sommet» et «X4 est un sommet» dépendent tous deux de la variable X3, et
donc le lemme des coalitions ne sapplique plus.

On a donc «X, et X4 sont des sommets» si et seulement si on a i la fois

X0 > X1, Xo > X3, Xy > Xz et Xy > Xs.
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Soit si et seulement si X3 < min(X», X4), X4 > X5 et Xo > X|.
Utilisons donc une formule des probabilités totales, avec le systéme complet d’événements
{[X> =i]N[X4 = j], (i,j) € [1,n]?}, en notant A I'événement «X, et X4 sont des sommets»

P(A)—ZZP(DQ <ilN[Xs < 10 X5 < min(i, )] 0 [Xz = 110 [Xy = j])

i=1 j=1

= 3 STPGG < PO < PO < minGi PO = DPOXG =)
i=1 j=1
Zn: (i- 1)(1 p(X3 < min(i, j))

i=1 j=1

n

1 n
== > Z(z ~1)(j= 1)P(X3 < min(i — 1,j — 1))
i=2 j
1 n-1n
=— ij min(i, j) Changement dindice.
5 2SI
n

i=1 j=1

Pour calculer cette derniére somme, il s’agit de séparer la seconde somme en deux, suivant
que i > jounon :

ij min(i, j) = Z (Z]mln(l J)+ Z Jjmin(i, ]))

i=1 j=i+l

._

n—1n—

i=1

~.
Il
—_

i=1 j=i+1l

”Z’i i(i+1)(2i+1)+_ n(n—-1) iGi+1)
= i i -

- 6 2 2

1% n(n 1 3(1+ 1)
=8212(1+1)(21+1)+ Z Z

i=1 i=1 i=1

15, B i Gt D ) P23+ 1)

62:;1(1+ )20+ 1)+ = = —; 5

150, 15, 189, 189, 15, if-1D%2n-1)
e N A R LI - ) N A N

3 i=1 2 ; 6 i=1 2 i=1 2 ; 12
BRI ,nn=DEn-1) n2(n—122n—1)
T 4! 36 12 '

Il est alors aisé d’obtenir des équivalents, méme s’il va nous falloir prendre quelques
précautions pour pouvoir les ajouter :
n’(n-1*2n-1) n’ > ( 5)
~ — = n’).

L.
12 no+co 6 6 n—)0+oo

n*(n-1>2n-1) 3

De méme, B = o0 (n5) et grice a la question 1 :
n—+oo
18, 1n®  1n 5
—= it~ ——— = — 4 ).
624" 1T 7630 T 630 T ntiel™)
Et donc enfin :
5 5
5 _n 5_ 2 5 5\ 2 .
" P(A) - 6 30 + n—>0+oo(n )_ 15n + n—>0+oo(n )n—>+oo 15

Et donc P(A) — 2.
n—
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Covariance, corrélation linéaire

Etude de I'indépendance de la somme et du produit de deux variables aléatoires.

Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes sur (Q, ¢/, P), indépendantes, admettant une espérance M # 0 et
une variance V # 0.

1. Calculer I’espérance et la variance de XY en fonction de M et V.

2. Les variables X + Y et XY sont-elles indépendantes ?

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.24

Puisque X et Y sont indépendantes, on a E(XY) = E(X)E(Y) = M2.

De plus, par la formule de Huygens, on a E(X?) = V(X) + E(X)*> = V + M? et de méme

E(Y?) =V + M.

Et alors, X2 et Y2 étant indépendantes!, il vient I Car X et Y le sont.

E((XY)?) = E(X®)E(Y?) = (V + M?)%.
Alors, toujours par la formule de Huygens,
V(XY) = E(XY)?) — EXY)? = (V + M?)? —=(M?)? = V2 +2VM? + M* - M* = V2 + 2V M2,
D’aprés la formule de Huygens?, on a 2 Celle pour la covariance.

Cov(X +Y,XY) = E(X + Y(XY)) — E(X + Y)E(XY)
= E(X?Y) + E(XY?) — (E(X) + E(Y))E(XY)
= E(X?)E(Y) + E(X)E(Y?) — E(X)E(X)E(Y) — E(Y)E(X)E(Y) X? et Y sont indépendantes,
= (V + MAM + M(V + M2) = M® = M? = 2MV. deméme que X ec Y™

Et donc Cov(X + Y, XY) # 0, de sorte que XY et X + Y ne sont pas indépendantes.

Soit & un ensemble de variables aléatoires discrétes centrées définies sur un méme espace probabilisé, et admettant
une variance.
1. Justifier 'existence de Vy = inf{V(X), X € €}.

2. On suppose que pour tout X1, X> € &, %(X1 +X;) € 6.
Soient (X1, X2) € &2 telles que V(X;) = V(X2) = Vy. Montrer que X; = X, presque sirement.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.25

Il agit d’une partie minorée (par O car une variance est toujours positive) de R, donc elle
admet une borne inférieure.

Notons que dans cette question, on suppose que la borne inférieure de la question précé-
dente est en fait un minimum, atteint pour Xj et pour X».

Commengons par traiter le cas ot Vj = 0. Puisque X; et X, sont de variance nulle, elle sont
presque siirement constantes, et étant centrées, elles sont nulles presque siirement, et donc
presque siirement égales.

Supposons a présent que Vpy # 0 et que V(X1) = V(Xz) = V.
Alors %(Xl +X>) € & et donc V(%(X1 +X2)) > Vo. Mais

1 1 1
14 (E(X1 +X2)) = ZV(X] +X2) = Z(VO + Vo + 2COV(X1,X2)).
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On en déduit que Cov(X1,X2) = V.

Et ainsi p(X1,X2) = % =2 >1.

Puisqu’on sait que I'inégalité inverse est vérifiée, alors on a une égalité : p(Xi,Xz) = 1.
Alors il existe deux constantes a et b telles que X; = aXs + b presque sGirement, et a > 0
(car le coefficient de corrélation linéaire vaut 1 et non —1).

Mais X; et X, étant centrées, 0 = E(X1) = aE(X3)+ b = b.

Et V(X;) = a®V(X2), de sorte que a® = 1. On en déduit que a = 1, et donc que X; = X»
presque slirement.

Du coup ona

Cov(X1, X2) = V.

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes, alors pour tous (h, k) € (N*)?, X" et Y sont indépendantes, de
sorte que Cov (Xh, Yk) =0.
L’exercice suivant, aux notations un peu lourdes, s’intéresse a une réciproque dans le cas de variables 4 support fini.

Une condition nécessaire et suffisante d’indépendance

On confond vecteur de R" et matrice colonne de /,, 1(R). Soit x1, x2, . . ., x, n réels tous distincts.
1 x xi . xi”l
n—1
1 x X5 ... X

1. On considére la matrice A =

2 n—1
1 xp_q xn51 xn_]1
n-
1 xy x; x]!
[24]
Soit U =| : |un vecteur de R" tel que AU = 0.
an

n
(a) Montrer que le polynéme Q(T) = Z ;7! est nul.
=1
(b) En déduire que la matrice A est inversible.

2. Dans cette question, X et Y sont deux variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (Q, &4, P), suivant
des lois de Bernoulli de paramétres respectifs p et p’ (0 < p < 1 et 0 < p’ < 1) et telles que la covariance de X
et Y est nulle.

Montrer que X et Y sont indépendantes.

3. Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires réelles discrétes finies définies sur (Q, 4, P), et soit n et m deux
entiers supérieurs ou égaux a 2.

On suppose que X(Q) = {x1,x2,...,x,} et Y(Q) = {y1,y2,...,Ym}
On pose, pour tout i € [1,n] et tout j € [1,m] :
pi = P(X = x,-), qj = P(Y = yj), Ti,j = P([X = xi] N [Y = yJ]) et 51',]' =T j _Piqj~

On suppose que pour tout h € [1,n — 1] et tout k € [1,m — 1], la covariance de X" et Y* est nulle.

m

(a) Soitk € [1,m — 1]. Montrer que pour tout i € [1,n],ona : Z 51»,ij]-“ =0.
=

(b) En déduire que X et Y sont indépendantes.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.26
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l.a. Notons que Q(x;) = Z ajxf_l.

Puisque AU =0, on a

2 n—1
1 x x£ x1_1 ai ap +axy + -+ apx)T 1 Q(x1)
1 x x x? n 1

2 2 a )+ axp + -+ apx Q(x2)

0=AU = : ’ : _ : _ :
-1

1 x5 xi_l xZ:l On—-1 ay + oXpq 0+ opX 211 O(xn-1)
1T x, x2 x;}—]i Gn a1+ axxp + -+ apXy Q(xp)

Et donc, pour tout i € [1,n]], Q(x;) =0

Les x; étant deux 4 deux distincts par hypothéses, Q est donc un polynéme de degré
inférieur ou égal 2 n — 1 qui posséde au moins n racines : c’est nécessairement le polynéme
nul.

1.b.  Puisque Q est nul, tous ses coefhicients sont nuls, et donc a1 =ap = --- =, = 0.
Ainsi, ona AU = 0 = U = 0, ce qui prouve que la matrice A est inversible.

2. Par la formule de Huygens, nous savons que
Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = 0 & E(XY) = E(X)E(Y).

Mais E(X) = p, E(Y) = p/, et par le théoréme de transfert,

1 1
E(XY) = Z Z kP([X =k]N[Y =£]) = P(X = 1]N[Y = 1]).

k=0 £=0

Et donc P(IX = 1] N [Y = 1]) = pp’ = P(X = 1)P(Y = 1).
Or, deux variables de Bernoulli sont indépendantes si et seulement si les événements
[X = 1] et [Y = 1] sont indépendants, donc X et Y sont indépendants.

3.a.  Notons que pour h = 0, et pour tout k € [1,m — 1], on a encore Cov(X", Y¥) = 0 puisque
Cov (X", Y*¥) = Cov (1, Y¥) = E (Y*) - EQ)E (Y*) = 0.
Comme précédemment, grice 2 la formule de Huygens, il vient

0= Cov (X", Y¥) = E (x"Y¥) - E (x*) E (¥*).

ZZX Y

i=1 j=1

Mais, par le théoréme de transfert, E (X"Y¥) =

Et d’autre part, toujours par le théoréme de transfert, E (X") = Z xtpi et E(YF) = Z yq;.
i=1 =1
Et donc, pour tout h € [0,n— 1] et tout k € [1,m — 1], on a

n m

o325t ($otn) (S0 5, St 5, Soattna - 5t 5
j=1

Une matrice A € M, (R) est
inversible si et seulement si
le seul vecteur X € M, 1(R)
tel que AX = 0 est le vecteur
nul.

Sik = Oout = 0, alors

k¢ = 0, et donc le seul terme
non nul de la somme est celui
pour k = £ =1.

Si X est une variable aléatoire
certaine, alors pour toute
variable aléatoire Y,

Cov(X, Y) = 0.

i=l j= i=1 j= i=1j i=1 j=1
m a
Fixons a présent k € [1,m — 1], et pour i € [1, n]l, notons «; = Z yJ'.‘(Sl-,j, etU =
j=1 oy,
Alors, si A désigne la matrice de la premiére question, il vient! ! En prenant successivement
h=0h=1,...,h=n-1
al+a++ay =0 dans la relation précédem-
1 1 1 ment établie.
X100 + X200 + -+ + XpQp =0 a1
2 2 2 X] x2 xn a2 t
xXya1 + X500 + -+ XpQp =0 — . . l=0&e'tAU = 0.
xn—l xn—l xn—l an
n—1 n—1 n—1 1 2 n
xpTar+xy ot X, =0

Mais A étant inversible2, f A est également inversible, et donc ‘AU =0 = U = 0.
On en déduit que a1 = ap = --- = @, = 0, et donc

m
Vie[1,nl, ) yfoi;=0.
j=1
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Y@ ={yt, .-, ymhla

Soit i € [1, n] fixé formule des probabilités
i ) totales nous donne

Remarquons que le résultat de la question précédente est encore valable pour k = 0 puisque

m m i”i,j =pi-
8ij= )\ Tij=pi )4 = ZP( xI0[Y = 4 )-P(X = x;) = P(X = x;)-P(X = x;) =

Ms

j=1 j=1 j=1
——
=1
Ona ClOI‘lC3 3 En prenant successivement
k=0,k=1,...,k=m-1.
Oi1 + 0124+ Oim =0 1 1 .. 1\ (b
Y16i1 +Y20i2 + - + Ymbiim =0 Y1 Y2 oo Ym || iz
= . . ) . 1=0
m—1 m—1 -1 ’ ym 1 ym—l ym—l S

Y 5i,1+y2 5i,2+ +ym 51m =0 1 > m i,m
On conclut alors comme a la question précédente : 8;1 =82 =+ =3;m = 0. * En utilisant cette fois le fait
Et donc pour tout i € [1,n] et tout j € [1,m], que les y; sont deux a deux

distincts.

51‘,1' =0 T, j =piqj < P([X = xl-] N [Y = y]]) = P(X = XI)P(Y = y])

Cest donc que X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes.

O

Un résultat qui figure au programme est la formule V(X + Y) = V(X) + 2 Cov(X, Y) + V(Y), qui permet de calculer la
variance d’'une somme de deux variables aléatoires si I’'on en connait la covariance.

Cette formule se généralise sans grande difficultés au cas de n variables aléatoires, en se rappelant que V(X) = Cov(X, X).
En effet, la bilinéarité de la covariance nous donne alors

V(X1+---+Xn):C0V(iX,~,zn:Xi) ZZCOV(XI,X)—ZV(X)+ Z Cov(X;, X)).
i=1 i=1

i=1 j=1 1<i,j<n
itj

Cette derniére formule n’est pas au programme, mais il faut savoir la retrouver si besoin.

Variance d’une somme de lois de Bernoulli.

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. On dispose d’'un paquet de n cartes Cy,C», ..., C, que l'on distribue
intégralement, les unes aprés les autres entre n joueur Ji, ..., J, selon le protocole suivant :

— la premiere carte Cy est donnée A J; ;

— la deuxiéme carte C, est distribuée de fagon équiprobable entre J; et J; ;

— la troisiéme carte Cj est distribuée de fagon équiprobable entre Ji, > et J5 ;

— et ainsi de suite, jusqu’a la derniére carte C,, qui est donc distribuée de fagon équiprobable entre Ji, I, . . ., Ju.
On suppose I'expérience modélisée par un espace probabilisé (Q, &, P).
On note X, la variable aléatoire égale au nombre de joueurs qui n’ont regu aucune carte 4 la fin de la distribution.

1. Déterminer X,(Q) et calculer P(X,, = 0) et P(X, = n — 1).

2. Pour tout i de [1, n]], on note B; la variable aléatoire qui vaut 1 si J; n’a regu aucune carte et 0 sinon.

Déterminer la loi de B;. Exprimer la variable aléatoire X,, en fonction des variables aléatoires B;, et en déduire
Iespérance de X,,.

3. En faisant le moins de calculs possibles, donner la loi de Xj.
4. (a) Montrer que pour tout i et j dans [1,n] tels que i < j, ona

(i-1D(G-2)
i= 11N i = ] e .
P = 11015y = 1) =
En déduire la covariance des variables aléatoires B; et B;.
(b) Montrer que V(X,) = %
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SOLUTION DE L’EXERCICE 3.27

Puisque J; a forcément au moins une carte!, X, prend au maximum la valeur n — 1. Et 'La premiére.
dans le meilleur des cas, tous les joueurs ont eu une carte, de sorte que X, peut prendre la
valeur 0.

Et toutes les valeurs intermédiaires sont possibles, de sorte que X,(Q) = [0,n - 1].

On a [X,, = n— 1] si et seulement si c’est le joueur 1 qui a eu toutes les cartes.
Notons donc A; Pévénement «J; a la carte Cy». Alors [X,, =n—1] = Ay n---N A, de sorte
que par indépendance des différents choix,

1 1 1
P(Xn = n=1) = PADP(A) - P(An) = 1X 5+ X~ = —
n n.

Si J,, a une carte, c’est néces-
sairement C,,. Bt donc pour
que Jp—1 ait aussi une carte,

De méme, on a [X,, = 0] si et seulement si pour tout i, c’est le joueur J; qui a eu la carte C;.

1 1 1 .
Et comme précédemment, ceci se réalise avec probabilité 1 X = x -+ x = = =. ce ne peut érre que la carte
2 n nl Cp_1, etc.
Notons A; j 'événement «J; a la carte Cj». Alors
[Bi=1]=AL1NA N NA ,=A i NA s  N---NAp;.
Et donc, par indépendance des différents choix
P(B; =1) =P (A;;) X P (Az1.i) X -+ X P (An;)
_i=1 n=1T i-1
i i+t n  n
. . . N i—1
Et donc B; suit la loi de Bernoulli de paramétre
n
Puisque X, = Z B;, par linéarité de I'espérance, il vient
i=1
n n n—1
i-1 1 . n-—1
EXn)= ) BB =) — =3 j=—.
i=1 i=1 Jj=0
1 1
Nous savons que X4(©2) = [[0,3]], et que P(X4 = 0) = P(X4 = 3) = il YR
L’événement [B; = 1] N [B; = 1] est réalisé si et seulement si les cartes C;, ..., Cj_1 n’ont
pas été données 2 J; et que les cartes Cj, ..., C, n'ont été données ni a J;, nia J;.

Avec les notations précédentes, cela donne

j=1 n
[B; =1]Nn[B; =1] = ﬂm)”(ﬂ (KHA_’”))
k=i

k=j

. — — k-2
Mais pour k > j,ona P (Ak’i nAkJ) =—
Et donc par indépendance des différents choix,

~.
|

lk—lx nok—2
1 k k=j k

P([B; =1]N[B; = 1]) =

~
1l

3
|
[’S}

j-2 n
X l_[ k % k
=i k=i-1 k=j-2
_(A=DIG=2)(n-2)!

oo (=2 (G-23)

(=2 -DIG-2)! (-1 -2)
Toonl (-2'G-3)! nn-1) °

I
-
a0
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Par le théoréme de transfert, on en déduit que Le produit de deux variables
de Bernoulli X et Y est en-
1 1 (i—1)(-2) core une variable de Ber-
E(B;B;) = Z Z k¢P([B; = k] N [B; = ¢]) = P([B; = 1] n[B; = 1]) = noulli, puisqu’il ne peut
k=0 ¢=0 (n-1) prendre que les valeurs 0 et 1.
Et on a alors
Par la formule de Huygens, on a alors POXY = 1) = P(X = 1]n[Y = 1]).
i-DG-2) i-1j-1 (-1)n-j+1)
Cov(B;,B;) = E(B;B;) — E(B;)E(B;) = - =
ov(B; j) (Bi ]) (B:i)E( j) n(n—1) n " nz(n—l)
Par bilinéarité de la covariance, on a
V(X,)=V(B1+---+Bp)
=Cov(Bi +---+Bp,B1 +---+ By)
= Z Z Cov(B;, B))
i=1 j=
= Z V(B;) + Z Z Cov(B B;)
i=1 i=1 J=1
J#i
= ZV(B )+ 2 Z Cov(B;, B;)
1<i<j<n
(1—1)(n—l+1) (1—1)(n j+1)
- Z 23y
T2 — 1)
i=1 j=i+1 n (n 1)
n+l Z( 1) Z i(i—1)+ 2 zn:( 1) "z_i k Dans la derniére somme, on
= i-1)- i(i — _— i— ,
2-, n?(n—1) P = aposék=n—j+1

+1(—1) 1 )( +1)
:nn2 n(n ZQ 2Zl+n2(n 1)2(_1) —i)n—i

_(n+1)(n—1) (n+1)(2n+1) n+1 2
a 2n B 6n " +nz(n—l)

Soit (Xp)n>0 une suite de variables aléatoires réelles définies sur le méme espace probabilisé (Q, o, P).
On suppose que les X, sont indépendantes, et suivent toutes une méme loi d’espérance m et d’écart-type o. On
définit alors la suite (Y,,) de variables aléatoires par
X0 Xni +Y,
Yo = ? etVYne N, Y,y = %

n

1 (1 .
1. Montrer que pour toutn € N,ona Y, = Z WX"' En déduire que Y, admet une espérance et une

variance.
2. Déterminer E(Y,). Quelle est sa limite lorsque n — +co ?
3. Calculer V(Y,) et préciser sa limite lorsque n tend vers +co.

4. Soient i et j deux entiers positifs tels que i < j. Prouver qu'il existe une constante ¢ indépendante de i et j

pour laquelle on a : Cov(Y;,Y)) < ¢35

1 n
5. Soitn € N*. O Sp=-— Y.
oitn n pose ”kZ_: A

(a) Justifier l'existence de I'espérance et de la variance de S,. Déterminer la limite ¢ de la suite (E(Sy)),,.

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR M. VIENNEY


http://www.ecs2-fauriel.fr

202 CHAPITRE 3 : PROBABILITES

(b) Montrer que V(S,) = Z V(Ye) + 2 Z Cov(Y3, Y;

1<i<j<n

En déduire que lirP V(Sn) =
n—+o0o

(c) Justifier que pour tout variable aléatoire X admettant un moment d’ordre 2, on a E(|X|) < /E (X?).
Prouver alors que pour tout ¢ > 0,on a :

P(S,— (] > ¢) < % (VV(Sn) + |ESa) - ) -

En déduire que la suite (S,), converge en probabilité vers la variable certaine égale a ¢.

6. On suppose dans cette question que les variables aléatoires X, sont indépendantes et suivent toutes la loi
normale centrée réduite.

(a) Déterminer la loi de Y.

(b) Montrer que la suite (Y;) converge en loi et préciser sa limite.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.28

La preuve se fait facilement par récurrence : pour n = 0, c’est trivial.
n

Xk
Supposons que Y,, = Z Sk . Alors

k=0
1 Xk o Xk Xos1 O X
Yoir = 2 (Z on+l-k +X”+1) = Z on+2-k + 2 = Z on+2-k
= k=0 k=0
n X,

Et donc par le principe de récurrence, pour toutn € N, Y, = Z Snrik

Puisque les Xj ont une variance, Y,, qui est une combinaison linéaire des Xy admet une
variance, et donc une espérance.

Par linéarité de 'espérance, on a

n n n
= Xk — 1 __m k_ m n+1 _ 1
E(Yn)_ZE(m)_meOm_W;)Z —W(Z —1)—17’1 1_W n:mm.

k=0

Les X; étant indépendantes, on a
n
B V(Xy) Ak _ o 4m1 -1 o2 1 o?
V(Yn) = Z An+1-k - 4n+1 Z 4n+1 3 - ? 1= 4n+1 n_,_+)oo ?
k=0

Par bilinéarité de la covariance, il vient

i J
X X
Cov(Yi,Yj):COV( N 2L )
2i+l-k 2j+1-¢
k=0 =0

i J

Z 21+]+2 k- COV(Xk’X[)

k=0 £=0
' dépend
Les X sont indépendantes
=Y X ; P :
Di+j+2-2k (X) donc Cov(Xy, X¢) = Osi
k=0 k#¢.
2 i
o k
T Di+j+2 24
k=0
4i+1 1
< 3 Ditj- 2
< o2 l
S 32

2
1 .
Doncc = 3 convient.
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Les Y ont une variance, donc leur somme a également une variance, et donc une espérance.
On a alors, par linéarité de I'espérance,
n-1 1 )
k
=2

1y 13 1 13 1
E(Sn):;;E(Yk):;Zm(1_2]<T):m(l_;ZW):m<1_

k=1 k=1

1 1
=m(l—§(1—2—n)) n:)mm.

Par bilinéarité de la covariance, on a

V(Sn) = Cov(Sn, Sp) = 12 Cov(§ Yi, Y,;)
n
k=1

=1
% i i Cov(Yg, Yy)

k=1 €=1

=13

1 ¢ 1
=2,V +— > Cov(¥i, ¥p)
k=1 1<k, l<n
k#t

n

1 2
S V) + = Z Cov(Y, Yr).
n n

k=1 1<k<ft<n

Et par conséquent, il vient

1 & o2 1 2
V(S) = — %(1__)+ﬁ Z Cov(Y;, Yj)

<i<j<n

= 1
) n n-1 n
o 1 1 1
3?(”— 4k+1>+pz T

N

N
gl
+
3N|[\)
o
.N X
=~

N
|
+

< — .
3n n

Et donc on a bien lirP V(S,) = 0.
n—+0oo
Puisque X admet un moment d’ordre 2, |X]| aussi.
Et donc V(IX|) = E(X?) — E(IX])? > 0.
On en déduit donc que E(IX]) < 4/E (X?).

Alors, d’aprés I'inégalité de Markov appliquée 2 la variable [S, — £], qui est bien positive et
admet une espérance, il vient

< E0Sa =€)
&

P(IS, —¢| = ¢)

Mais par I'inégalité triangulaire, |S, — €] < [S, — E(Sn)| + |E(S,) — €], de sorte que par
croissance de I'espérance,

—————

HMr%D<EO&—EGMD+HEGJ—ﬂ)<JE«&—EGJf)+EGM—ﬂ
=V(Sn)

et donc on a bien

1

P(ISn = €1 > ) < = (VV(S) + B(Sn) - €])

Et donc en passant a la limite, il vient bien P(|S, — €| > ¢) — 0 de sorte que S, i L.
n—+oo
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Chacun des termes de la
somme de la ligne précé-
dente apparait deux fois.

Cest la formule classique
pour la somme des termes
consécutifs d’une suite géo-
métrique : premier terme
fois ...
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X, 1
Par transformation affine de loi normale, Tk, i 0, ——|.
2n+1—k 4n+1—k

Et donc, par stabilité des lois normales!, !'Les Xy sont indépendantes.

LN | 1 1
ngﬁw(aijﬂﬁj>=w(ag@—4MJy

k=0

La fonction de répartition de Y, est donc donnée par

S
V(Yy) V(Yy) V(Y,)
Mais puisque VV(Y \/7 on en déduit que Notons qu’ici, o = 1.

P(Yy <x) — d)(\/_x)

On reconnait 14 la fonction de répartition d’une loi normale centrée d’écart-type égal 2
1

%.

1
Et donc Y, N Y,ouY — N (O, 3)

Probabilités et algebre linéaire

Des exercices que l'on voit réguliérement définissent une matrice aléatoire, dépendant de deux (voire plus) variables
aléatoires X et Y, et nous demandent de calculer la probabilité que cette matrice soit inversible/diagonalisable/etc.
De tels exercices s’abordent généralement de la maniére suivante : considérer X et Y comme deux réels fixés, et déterminer,
a laide d’outils d’algebre linéaire, a quelle(s) condition(s) sur X et Y la matrice vérifie bien la condition demandée.

Une fois cette condition établie, il s’agit de déterminer la probabilité que cet événement soit réalisé.

Inversibilité d’une matrice aléatoire.

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes sur (Q, «/, P) suivant la méme loi géométrique de paramétre

p €]0,1].

Pour tout w € Q, on pose M(w) = (X(w) Y(w)

Y(w) X(w)

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.29 Notons A I'événement {w € Q : M(w) est inversible}.
Puisque M(w) est une matrice 2 X 2, elle est inversible si et seulement si son déterminant
est non nul, soit si et seulement si X?(w) — Y?(w) # 0.

Autrement dit, on a A = [X? = Y?], et puisque X et Y sont a valeurs positives, on a

A=[X=Y].
En appliquant la formule des probabilités totales au systéme complet d’événements {[X = k], k € N*},
il vient
—_ = 3
P@ﬁﬂazn:me:nmm:wzzp@emmwzw.
k=1 k=1
Par indépendance de X et Y, il vient donc

LN X e P =K = S Pk = 2 S () e L P
;HX )P(Y = k) ;p(m p;« I

Et donc

Py =1-P(A)=1- L 222

2-p 2-p
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Endomorphismes aléatoires

Soit p €]0, 1[. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes, définies sur le méme espace probabilisé

(Q, 9, P) et de méme loi géométrique de paramétre p.
Soit f : R? — R? définie par f : (u,0) = (4Xu — 6Yv, 2Xu — 3Y0).
Déterminer la probabilité que f soit un projecteur.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.30 Raisonnons sous forme matricielle : la matrice M
4X -6Y

2X =3Y)

Ses deux colonnes sont proportionnelles, et sont non nulles, de sorte que rg(M) = 1.
Ainsi, 0 est valeur propre de f, avec un sous-espace propre de dimension 1.

Donc f est un projecteur si et seulement si 1 est valeur propre de f.

4X -1 -6Y
( X -3v-
déterminant est nul, c’est-a-dire si et seulement si

de f dans la base canonique de R? est

Or,onaM-L = 1), qui n’est pas inversible si et seulement si son

(4X —1)(-3Y = 1) + 12XY = 0 & 4X = 1 + 3Y.

Donc la probabilité cherchée est P(4X = 1 + 3Y).

Puisque X et Y sont 2 valeurs dans N*, cherchons tous les couples (k, £) € (N*)? tels que
1+ 3k = 4¢.

Puisque 4¢ est pair, 1 + 3k doit I'étre également, ce qui est le cas si et seulement si 3k est
impair, et donc si et seulement si k est impair.

Cherchons donc k sous la forme 2p +1 :ona 1+ 3(2p + 1) = 4¢ si et seulement si
6p=4(-1)3p=2(-1).

Il faut alors que p soit pair, de la forme p = 2n, et alors £ = 3n + 1.

Inversement, sik =4n+ 1 et =3n+ 1, avec n € N alors on a bien 3k + 1 = 4¢.

Ainsi, on a

P(4X=3Y+1)=ZP([X=3n+1]n[Y=4n+l])
n=0
- Zp(x: 3n+ 1)P(Y = 4n + 1)

n=0

= > p(1=p)"p(1 = p)*"
n=0

=p? i(l -p)"

n=0
=p? Y ((1-p))"
n=0
1
_ .2
“PT-ay

Probabilité que deux matrices aléatoires soient semblables.

On utilise ici la caractéri-
sation suivante des projec-
teurs : un endomorphisme f
est un projecteur si et seule-
ment si il est diagonalisable

avec Spec(f) c {0, 1}.

X et Y sont indépendantes.

Somme d’une série géomé-
trique de raison (1 - p) €
10,1,

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes qui suivent la loi géométrique de parametre p.

Trouver la probabilité que les deux matrices ((1) }2,) et ()0( )é) soient semblables.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 3.31 Notons que pour tout y € R, la matrice ((1) g)

posséde deux valeurs propres 1 et 2, et est donc diagonalisable.

, (1
Par conséquent, si ( y

0 2) et (J(; ;) sont semblables, elles doivent avoir les mémes valeurs

propres.
Or, les valeurs propres de la seconde matrice, qui est triangulaire, sont x et y.

1 y x x . R . L x =
Donc o o€t y possédent les mémes valeurs propres si et seulement si
y =
x=2 L Car possédent deux valeurs
ou y=1 . propres distinctes.

Dans ce cas, les deux matrices sont diagonalisables' et possédent les mémes valeurs propres,
avec des des sous-espaces propres tous deux de dimension 1.

Elles sont donc semblables. L
Deux matrices diagona-

x=1 x=2 lisables sont semblables si
y=2 ou y=1 : et seulement si elles ont les
mémes valeurs propres et

La probabilité cherchée est donc des sous-espaces propres de
mémes dimensions.

Ainsi, 1y et [* *| sont semblables si et seulement si
0o 2)%o0 y

P([X=1]n[Y =2D U (X =2]n[Y =1])).

Par incompatibilité de ces deux événements, et par indépendance de X et Y, il s’agit donc

de

P(X =1]n[Y =2])+P(X = 2] N[Y = 1]) = P(X = DP(Y = 2) + P(X = 2)P(Y = 1)
=p*(1-p)+p*(1 —p) = 2p°(1 - p).

Variables définies 4 partir d’un nombre aléatoire de variables aléatoires

A Pécrit comme 3 oral, il est tres classique d’avoir 2 étudier une somme, un maximum ou un minimum d’un nombre fixé
de variables aléatoires.

On peut parfois rencontrer des exercices plus délicats, ot I'on étudie par exemple la somme d’un nombre aléatoire de
variables aléatoires.

Autrement dit, si N est une variable aléatoire 4 valeurs dans N et (X;);en sont des variables aléatoires, alors on peut définir
une variable aléatoire S par :

N(w)
Yo € Q, S(w) = Z Xi(0).
k=1

La clé pour étudier une telle variable aléatoire est généralement la formule des probabilités totales (ou son alter ego en
termes d’espérance, qui est la formule de 'espérance totale), appliquée au systéme complet d’événements {[N = n], n € N}.

L’exercice suivant prouve des formules donnant I’'espérance et la variance d’'une somme d’un nombre aléatoire de variables
aléatoires.

Formules de Wald

On considére une suite de variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes N, X, ..., X, ... définies sur le
méme espace probabilisé (Q, «, P).
On suppose que N est une variable aléatoire réelle a valeurs dans N*, possédant un moment d’ordre 2 et que les
variables aléatoires (X;), i € N*, suivent la méme loi que X, o1 X est une variable aléatoire réelle 4 valeurs dans N
et possédant un moment d’ordre 2.
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N
On note Y la variable aléatoire définie par Y = ZXi, Cest-a-dire :
i=1
N(w)
Vo e Q, Y(o) = Z Xi(w).
i=1

. Déterminer l’espérance E(Y) en fonction de E(X) et de E(N).
. En utilisant la formule de l'espérance totale, déterminer E (Y?) en fonction de E(X), V(X), E(N) et E (N?).
. En déduire V(Y) en fonction de E(X), V(X), E(N) et V(N).

. Une urne contient n jetons numérotés de 1 n et on dispose d’'une piéce de monnaie qui donne le c6té pile
avec la probabilité p, ot 0 < p < 1. un joueur tire un jeton dans I'urne et lance ensuite la piece de monnaie
autant de fois que le numéro indiqué par le jeton.

Calculer la moyenne et la variance de la variable aléatoire comptabilisant le nombre de piles obtenus.

S R N R

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.32

1. Appliquonsla formule de espérance totale au systéme complet d’événements {[N = n],n € N*}.
On a alors, sous réserve de convergence,

E(Y) = ) E(Y|IN = n)P(N = n)
n=1

= iE()Q +Xo+ -+ Xu|[N =n])P(N =n)

n=1

Par le lemme des coalitions,
Xi + -+ + Xy, est indépen-
dante de N, donc son espé-

= Z nE(X)P(N = n) rance conditionnelle sachant

n=1 [N = n] est son espérance.

+00
= ZE(X1 +Xo 4+ X,)P(N =n)
n=1

+00

= E(X) Z nP(N = n)
n=1

= E(X)E(N). Puisque N afimet une es-
pérance, la série converge,

N N . , et donc Y admet bien une
2. De la méme maniére, on a, toujours sous réserve de convergence,

espérance.
+00
E(Y?) = Y E((Xi+ -+ Xy)*IN = n) P(N = n).
n=1
Or, les X; étant mutuellement indépendantes, on a
VX1 +-+ X)) =V(Xy) + -+ V(X,) = nV(X)
et donc par la formule de Huygens,
E((X1+ -+ Xn)?) = V(X1 4+ Xp) + E(Xy + -+ + X)” = nV(X) + n?E(X)°.
Et donc
+00
E(v?) = Z (nV(X) + n’E(X)*) P(N = n)
n=1
+00 too
V(X) Z nP(N = n) + E(X)> Z nP(N = n)
n=1 n=1
= V(X)E(N) + E(X)ZE (NZ) ) Toutes les séries en jeu
convergent bien car N admet
N un moment d’ordre 2, donc
3. Parla formule de Huygens appliquée 4 Y, on a donc E(Y?) existe.

V(Y)=E (YZ) —E(Y)? = V(X)E(N)+E(X)’E (N2) —E(X)’E(N)? = V(X)E(N)+E(X)*V(N).
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4. Dans la situation décrite par 'énoncé, la variable N qui indique le numéro du jeton tiré
suit une loi uniforme sur [1, n]], et les X; suivent des lois de Bernoulli de paramétre p.
Si on note Y le nombre total de piles obtenus, les formules précédentes s’appliquent :

n+1 Ce résultat s’obtiendrait
E(Y) = E(N)E(X) = p directement en appliquant la
formule de Pespérance totale
et comme 2 la question 1.
5 n+1 on%—1
V(Y) = V(X)E(N) + E(X)"V(N) = p(1 —P)T 5

1 1
= p" = (6(1=p)+p(n—1) = p"= (pln =7) +6)..

Minimum d’un nombre aléatoire de lois de Pareto

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace probabilisé (Q, o, P).

2 .
. . L. ., — six>1
Soit X une variable aléatoire de densité f : x > { x3
0 sinon

Soit (Xpn)nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi que X.

1. On définit, pour tout entier naturel n non nul, la variable aléatoire T, par :

max(Xy,...,Xn)

N

(a) Montrer que la suite (T,,),>1 converge en loi vers une variable aléatoire T.

T, =

(b) Vérifier que T est une variable aléatoire 4 densité et donner une densité de T.

2. On considére une variable aléatoire N, indépendante des X, qui suit la loi géométrique de paramétre 1 — ¢2,
avec0 < g < 1.

On définit la variable aléatoire U par : pour tout w € Q, U(w) = min(X;(w), . . ., XN(w)(@)).
1= 2
(a) Montrer que pour tout réel x supérieur ou égala 1, ona : P(U > x) = 5 q 5
X=—q
(b) Etablir I'existence de I'espérance de la variable aléatoire U, notée E(U).
(c) Etablir Iégalité suivante :
+00
EU)=1 +f P(U > x)dx.
1
(d) Calculer E(U).
SOLUTION DE L’EXERCICE 3.33
1.a. Lafonction de répartition de X est donnée par
x 0 six <1
F = f)ydt = 1
x(x) j:oof() 1-—= six>1
2
Et donc par indépendance des X;, il vient
n b 1
0 Six < —
P(T, < x) = P(max(X1, ..., X,) < Vnx) = P( [X; < xw/ﬁ]) = Fx(xvVn)" = . \n
i=1 1--L sinon

Pour x < 0,onadonc P(T, <x)=0 — O.

n—+oo

1 1\"
Et pour x > 0, alors 2 partir d’un certain rang, x > T et donc P(T, < x) = (1 - —) .
n
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Nous reconnaissons 12 la trés classique forme indéterminée 1, et il nous faut passer par la
forme exponentielle :

1 1 1
nhil-—| ~ -n— — —-—.
nx2 | n—+co nx2 no+oo  x2
.., ) g 11\" _
Et donc par continuité de 'exponentielle , il vient |1 — —| — e
nx n—+oo

. 0 six <0
Soitdonc F:xm<{ _1 .
e 2 six>0
Il est immédiat que F tend vers 0 en —co et vers 1 en +co.

De plus, F est croissante car sur R, elle est la composée des deux fonctions croissantes

t— ——ett el
t2

Enfin, elle est clairement continue en tout point, sauf peut-étre en 0.
e )
Maison a lim F(x) = lim e ¥ =0 = lim F(x).
x—0* x—0* x—0~
Et donc F est continue en 0. Par conséquent, elle est continue a droite en tout point, et
donc est la fonction de répartition d’'une variable aléatoire T.

. . <L
Puisqu’on a pour tout x € R, hrP Fr,(x) = F(x) = Fr(x), c’est donc que T, — T.
n—+oo

Nous venons déja de prouver que F est continue sur R, il ne reste donc plus qu’a constater
que F est ¢! en tout point, sauf peut-étre en 0.
Et donc T est une variable aléatoire a densité, dont une densité est donnée par

0 six <0
frixe> 2
e 2 six>0

x

La difficulté vient ici du fait que la variable U n’est pas le minimum d’un nombre fixé 2
Iavance de variables i.i.d., mais que ce nombre dépend de la valeur de la variable aléatoire
N. Le moyen de s’en sortir est alors de distinguer suivant la valeur de N, autrement dit,
de faire appel 4 la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements

{[N = n], n € N*}. On a alors, pour x > 1,

PU > x)= Y P(IU > x] N[N =n])
n=1
= ZP([min(Xl, ...sXn) > x] N[N =n])
n=1
- Z P(min(Xy, . ..,X,) > x)P(N = n)
n=1

= ZP(X > x)"P(N = n)
n=1

+00

1 o\ n-1 2

=25 (@) -9

n=1

1_(]2 +00 (qz)n—l
-T2 2

x n=1
B 1—q2 1 B 1—q2
T L2 2-¢
X
+00 +00 2
Onatoujours 0 < U < Xj. Or X; admet une espérance puisquef tf(t)dt = f = dt
1 1

est une intégrale de Riemann convergente.
Donc par domination, U admet également une espérance (et E(U) < E(X1)).

Notons que U est 4 valeurs dans [1, +oo[, et donc que P(U < x) = 0 pour x < 1.
, 1-¢° x> -1
Drautre part, pour x > 1,ona P(U < x)=1-P{U >x)=1- g = o

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR

Rappelons que la continuité
est indispensable pour com-
poser les limites.

-1 1 2 3

FIGURE 3.4- La fonction F.

-1 1 2 3

FIGURE 3.5~ La densité fr.

Par le lemme des coalitions,
min(Xj, . . ., Xp) est indé-
pendante de N.

Les X; sont mutuellement
indépendantes.
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Il est alors évident que Fy est 6! sauf peut-étre en 1 et il est facile de constater qu’elle est
continue en 1, donc sur R, de sorte que U est une variable 2 densité.

Nous pourrions en donner une densité f;, mais ce n’est pas demandé, et nous devrions
pouvoir nous en passer dans la suite.

Puisque E(U) existe, on a donc E(U) = f1+°° tfu(t)dt.

Procédons alors 3 une intégration par parties, sur un segment de la forme [1, A], en posant
u(t) = t,v(t) = Fy(t)— 1 = —=P(U > t), qui sont deux fonctions de classe 6 sur [1, A], avec
u'(t) =1 et o/(t) = fu(t), de sorte que

A

A A
f tHfu () dt = [H(Fy(H-1)]4+ f (1-Fy(t))dt = 1-AP(U > A)+ f PU > t)dt. (%)
1 1 1

Or, grice au calcul réalisé précédemment, on a

1-¢° 1-
APU > A)=A—3 < T _,
A2 _q2 A—ot+0o A A-+oo

2

Et donc en passant a la limite lorsque A — +oco dans la relation (x), il vient
+00 +00
EU) =f tfu(t)dt =1 +f P(U > t)dt.
1 1

1
- g
Mais notons que x* — ¢* = (x + ¢)(x — q) et donc il est classique! de chercher deux réels a
et b tels que pour tout x > g,

dx.

+00
2.d. 1I's’agit donc de calculer f
1

1 a b (a+b)x +q(a—b)
= + =
-¢> x+q x—q x? - ¢?
. L 1 1 1
ce qui nous conduitda+b=0eta—b = —, desorte quea= —etb=——.
q 2q 2q

Autrement dit, on a donc, pour A > 1,

A A
1 1 1 1
f —dx:—f — dx
1 x2—q? 2¢J1 \x-q x+gq

A
1

1
= 2 [In(x — @) — In(x + q)]

1 A- 1- 1 1+
=—|ln 1) _1n O — —n 1),
2q A+q 1+q)|A>+0 2q 1-¢
—————
— 1
A—+co

Et par conséquent, on a donc

1-¢g? 1+
EU)=1+—1 ln( q).
2q 1-gq

Somme et minimum d’un nombre aléatoire de lois exponentielles

Puisque intégrale du
membre de gauche converge,
celle de droite converge auto-
matiquement, il n’y a rien 4
vérifier.

! Bien qu’aucune connais-
sance ne soit exigible 2 ce
sujet...

Soit (Xp)ns1 une suite de variables aléatoires indépendantes, identiquement distribuées, définies sur un méme

espace probabilisé (Q, o/, P) et suivant la loi exponentielle de paramétre A > 0.
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n
Pour tout entier n > 1, on pose S, = ZXk et U, = min Xj.
1<k<n
k=1

1. Soit n un entier naturel non nul.
(a) Déterminer la loi de U,,.

(b) Donner une densité de S,,. Montrer que pour tout x > 0

n-1 2k k
A
P(Sp > x)=e ¥ Z k—T
k=0 "

2. Soit N une variable aléatoire définie sur (Q, o/, P), indépendante des (X;) et qui suit la loi géométrique de
paramétre p, avec 0 < p < 1. On définit S et U par :

Yo € Q,S5(0) = Sn(w)(@) et U(w) = Un(w)(w).

On admet que S et U sont des variables aléatoires.
(a) Montrer que U est une variable aléatoire 2 densité et déterminer une densité de U.

(b) Déterminer la loi de S.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.34

l.a. PourxeR,ona
n

(U, >x]=( |[Xi>x].
i=1

Par indépendance des X;, il vient alors

six <0
six >0

P(U, > x) = p(ﬂ[xi > x]) = ]_[ P(X; > x) = (1 = Fx,(x))" = {i_m

i=1 i=1

On en déduit que

0 six <0
F, =1-PU, > =
0, (x) ( %) {1 —eM §ix >0

et donc U, suit la loi exponentielle de paramétre nA.

1.b. Les AX; sont mutuellement indépendantes et suivent toutes la loi £(1) = y(1), de sorte que
ASp = AXq + -+ + Xp) = y(n).
Par transformation affine, une densité de S,, = %/15,, est donc

0 six <0

— An
x ( 1)'x”‘le‘)““ six >0
n—1)

En particulier, pour x > 0, on a

e 1 _-At
P(S, = t" e M dt.
(Sp > x) j; oD e

Procédons alors 4 une intégration par parties sur un segment de la forme [x, A], en posant
u=t"1etv =e . Alors

A" A n-1_-At An_l n-1_-At A An_1 A n-2 _-At
mfxt e dt_(n—l)![_t e ]X+(n—2)!fxt e M dt.

Notons que la convergence

En passant 2 la limite lorsque A — +o0, il vient, par croissance comparée, de la seconde intégrale est
automatique car celle de la
40 an An-1 An-1 +00 premiére Détait étant donné
f et gy = x" e A 4 f t"2e~ A gt qu’il s’agit d’une probabilité.
» (=1 (n—1)! n-2)!J,

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR M. VIENNEY


http://www.ecs2-fauriel.fr

2.b.

212

CHAPITRE 3

: PROBABILITES

En procédant par intégration par parties successives, on prouve que

oo A" nl At A k k e A
A = e A At g,
fx - Z I f ¢

—-Ax

. . . e . )
Il est alors facile! de calculer cette derniére intégrale, qui vaut . Ainsi, on a bien

n=1 5k Kk
_ Afx _
P(U, > x) = e ¥ fe M =X

Tk |
k=1 k! k=0 k!

-1
o Akxk

Notons que U est 4 valeurs dans Ry, de sorte que Fy(x) =
appliquant la formule des probabilités totales au systéme complet d’événements
{[N =k],ke N“},ona

P(U < x)—ZP([U x]N[N = k])—ZP( N[N = k).

Mais N étant indépendante des X;, par le lemme des coalitions, elle est indépendante de
chacune des Ug. Et donc

P(U < x) = Z”P(Uk < x)P(N =k)

k=1
+00
=Y (1= )p(1 - p)F!
k=1
+00
_Zp(l )k 1_ ,,-Ax Z e*f/lx(l _p)f
=0
+00 ¢
=1 _peﬂlxz (eillx(l _P))
=0
1
=1 - —Ax
P Tm g
P
e —(1-p)
Il est alors évident que Fy est 6! sur R ainsi que sur R%. De plus, on a
. o L —0=1i
Jim Fy(0) =1- 17— =) 0 Jim Py ().

Par conséquent, Fyy est continue en 0 et donc sur R, et elle est 6! sauf peut-étre en 0. Ceci
prouve donc que U est une variable a densité.
Une densité est alors toute fonction coincidant avec F/; sur R*. On peut par exemple
prendre
0 six <0
fU X P pﬂ.
(e? — (1 -p))?

De méme, S est a valeurs dans Ry, et pour x >

six >0

O,ona

P(S > x) = Z P(Sk > x)P(N = k) = Z ~Ax Z

Bien que la premiére somme soit infinie, on peut permuter les deux sommes. En effet, la
somme telle que nous l'avons écrite converge (c’est une conséquence de la formule des
probabilités totales), et comme il s’agit de nombres positifs, le théoréme de sommation par
paquets affirme que si 'on somme d’abord sur k, puis sur n, la somme ainsi obtenue est
également convergente, et égale 4 la premiére. Donc

p(l -p)L

+o0 400

PS> x) = Z Z

n=0 k=n+1

—p(l pF .
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0six < 0. Soit donc x € R,. En

1 On connait une primitive
de l'intégrande.

Si N =k, alors U = Uy.

t=k-1

— Mdéthode

Attention aux bornes lors-
qu’on permute deux sommes
(queelles soient finies ou infi-
nies). On sommait pour

0<n<k-1

donc pour k > n + 1. Dans
la nouvelle somme, une

fois établi le fait que n peut
prendre toutes les valeurs
entiéres, on somme toujours
pour k > n + 1, C’est-a-dire k
allant de n + 1 2 +oo0.
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Mais on a
+00 +00
D pl=p) T =p(l=p)" Y (1=p) = (1-p)"
k=n+1 =0
Et donc

T nyn,n
p(5>x)=e—lxzw

n=0

— e—/lxe(l—p)/lx — e—p/lx'
n!

1ix<0
X et donc S suit la loi exponentielle &(pA).

0
On en déduit que Fs(x) =
d s(x) {1—6"11”“ six >

O

Les calculs de la question 4 de I'exercice qui suit sont plutét délirants, surtout en 30 minutes. Toutefois, les méthodes qui y
sont développées, y compris dans les derniéres questions sont trés intéressantes.

Lois de probabilités infiniment divisibles

Les variables aléatoires considérées sont définies sur un espace probabilisé (Q, 4, P).

Soit X une variable aléatoire réelle. On dit que X vérifie la propriété (%) si, pour tout entier n € N*, il existe n
variables aléatoires réelles X », X5 p, . . ., X, , mutuellement indépendantes, de méme loi et dont la somme a méme
loi que X.

1. (a) Montrer que si X suit une loi de Poisson, alors X vérifie (2).
(b) Montrer qu’il en est de méme si X suit une loi normale.
2. Une variable aléatoire prenant un nombre fini de valeurs vérifie-t-elle la propriété (2) ?
3. Soit (a,b) € R? avec a < b. On considére dans cette question une variable aléatoire X a valeurs dans [a, b] et
vérifiant la propriété (2).
(b—a)

(a) Montrer que V(Xj,,) < o

(b) Que peut-on en déduire sur X ?

. . . . Ac . .
4. (a) Pour tout A € R*, déterminer le réel c; tel que la fonction f; : x — /12—/12 soit une densité de
+x
probabilités.

(b) Soit X; et X» deux variables aléatoires indépendantes de densité f;. Montrer qu’une densité g de X; + Xz
vérifie :

Vx € R, g(2x)=f chl(t+x)f1(x—t)dt.

(c) Soit x € R*. Déterminer quatre réels (a,a’, b, b’), dépendant de x, tels que

1 _alx-t)+b ad(x+t)+b’
[ I o1 T el B R

(d) En déduire une expression simple de g sur R*.
On admet que f est continue sur R. Calculer g(0).

(e) On admet que si deux variables aléatoires indépendantes ont pour densités respectives f; et f,,, alors
leur somme admet pour densité fy, .
Une variable aléatoire X de densité f) vérifie-t-elle la propriété (%) ?

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.35
Si X suit laloi de Poisson 2 (1) et si Xi p, . . . , Xy, sont des variables aléatoires indépendantes
. A e, . . . . .
de loi 9 (—), alors par stabilité des lois de Poisson, X, + -+  + Xp, n suit la méme loi que X.
n

Et donc X vérifie la propriété (2).
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Si X suit la loi normale A (i, %) et si Xy p, . . ., Xy, » sont des variables indépendantes suivant

2
i o . . . .
toutes la loi N (E, —), alors par stabilité des lois normales, X1 , + - - - + X, 5, suit la méme
n’ n

loi que X.
Et donc X vérifie la propriété (%).

) . . . X
Si X est une variable certaine!, et si pour tout i € [1,n], X;, = =, alors les X; , sont
n

indépendantes? et X1, + -+ + Xpn = X.

En revanche, si X prend k > 2 valeurs x; < x» < -+ < x, alors X ne vérifie pas la propriété
@).

Supposons par 'absurde que ce soit le cas, et soient X, ..
la somme a méme loi que X.

. Xn.n des variables i.i.d. dont

. ;. , L X1
Alors les x; doivent prendre des valeurs supérieures ou égales 3 —.
n

. . X1 .
En effet, si on avait P (Xi,,, < —) > 0, puisque
n

X1 X1
[XL,, < —] N---N [X,,,n < —] C Xin+  +Xnn<xi]
n n

il viendrait alors
n
0< P(XL,I < ﬂ) SPXjp+- - +Xpn<x1))=PX <x1)=0.
n
D’autre part, on doit avoir P (X,-,n = x_1) # 0.
n

g . x1 )
En effet, dans le cas contraire, il viendrait alors P (Xl-,n > —) =1, et puisque
n

X1 X1
[XLH > —] N---N [Xn,n > —] C[Xin+ - +Xnn>xi],
n n

on aurait donc P(X > x1) = 1" = 1, contredisant le fait que P(X = x1) # 0.
Sur le méme principe, on prouve que les X; ,, prennent des valeurs inférieures ou égales 2
X, X,
. et que P (Xi,n = —k) # 0.
n n

. X1 Xk .
Et donc pour tout j € [1,n], P (X =j—+(n —])—) # 0 puisque

n n

X

! Cest-a-dire ne prenant
qu'une valeur.

2 Car certaines, et qu'une
variable certaine est indépen-
dante de toute autre variable
aléatoire.

Nous avons totalement dé-
taillé ici, mais il y a fort 2
parier qu’a loral, un candi-
dat a déja l'intuition de ces
résultats sans étre forcément
capable de les écrire ferait
déja forte impression.

1 X1 Xk Xk X1 ~ Xk
[XL,, = —]n---ﬁ[xj,n = —]O[Xjﬂ,n = —]n---m[Xn,n = —] C [len +- o+ Xpn=j—+m-j)—]|.
n n n n n n

Et donc X peut prendre au moins n valeurs différentes.

Ceci est notamment vrai pour n > k contredisant le fait que X(Q) est de cardinal k.

Remarque : on irait siirement plus vite en disant dés le départ que les X; , ne sont pas des variables
certaines, et donc prennent au moins deux valeurs ay, et by, de sorte X peut prendre toutes les valeurs
jan + (n = j)by et conclure comme précédemment.

Cela suppose tout de méme que les X; , sont des variables discrétes (ou au moins que P(X; , =
a)#0et P(X;, =b)#0).

Nous n'avons pas eu besoin de faire cette hypothése dans notre raisonnement.

. R N ab .
Puisque X est a valeurs dans [a, ], les X; , sont & valeurs dans [—, —], avec le méme
nn
raisonnement qu’a la question précédente.

. a . b—a
Mais alors X; , — — est a valeurs dans [0, —], de sorte que
n n

2
0< (Xi,,, - f)
n

-a?
n2

N

2
o a , a

Et donc par domination, X; , — — admet un moment d’ordre 2, et E ((Xl-,n - —) )
n n

(b-ay’
n?
Et donc par la formule de Huygens®,

V(Xin) =V (Xin = 2) = ((Xi,n - S)Z) ~E(Xun - S)Z < (b;_z“)z
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3 Puisque X;,, — 4 admet un
moment d’ordre 2, elle a une
variance, et donc il en est de
méme de X; p.
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3.b. LesX;, étant indépendantes, on a donc

2 (b - a)?
VX)=V X+ +Xnn) < § V(Xin) < .
n
i=1

Ceci étant vrai pour tout n € N*, en faisant tendre n vers +oo, par le théoréme des
gendarmes*, on a donc V(X) = 0.
Et donc X est une variable certaine.

4.a. Lafonction f; est évidemment continue sur R, et est positive si et seulement si c; est du
méme signe que A.

. , . X
Si A > 0 en procédant au changement de variable t = 5

17

+00 +00 ) t +o0 1
t)dx = A= ——dt.
[m filt)dx = c; f_m A2+ A%t2 f_m 1+1t2

Or, il est classique que

e dt e dt A dt
f = 2[ = lim 2f = lim 2Arctan(A) = x.
o 1412 0 1412 Aste Jy 1412 Aote

. ) 1
Et donc fj est une densité si et seulement si ¢y = —.
T

on a

Dans le cas o1 A < 0, le méme changement de variable fonctionne, mais on prendra garde
au fait que celui-ci change le sens des bornes :

+00 —00 dt +00 dt
d = _— = = — .
Lm Jax) dx CAL)O 1+ clf_oo 1+2

C . . 1
Et donc f; est une densité si et seulement si ¢y = ——.
s

4.b. Ladensité f; étant bornée (par fi(0)), par le théoréme de convolution, une densité de
X1 + Xo est donnée par

Vx € R, g(2x) = f+mf1(u)f1(2x —u)du.

Procédons alors au changement de variable affine u = ¢ + x. Il vient alors

Q(ZX)=f_ oofl(t+x)f1(x—t)dt.

4.c. Armons-nous d’'une bonne dose de courage, et mettons I'expression de gauche au méme
dénominateur :

ax-t)+b a(x+t)+b" (ax =) +b)(1+ (x+ 1))+ @x+t)+b)(1+ (x-1)?)
T+(x-1)2 1+(x+1)>2 [1+ (x—)2][1 + (x +1)?]
3 t’a-a)+t>(—ax —a'x +b+ D)
T [+ (x =021+ (x + 1)?]
tax®> — a +2bx — a’x?> + a’ — 2b’x)
[1+(x=t)2][1 + (x+1)?]
ax+ax> +b+bx>+a +a'x> + b +b'x?
[1+(x—0)2][1+(x+1)?]
1

[1+ (= t)][1+ (x+1)?]
suffit, par identification des coefhicients du numérateur que

Pour que cette expression soit égale 2 pour tout ¢, il faut et il

a-a =0
—ax—a'x+b+b =0
ax’—a+2bx—a'x*+a -2b'x =0

ax+ax> +b+bx’+ad +ax>+b +b'x2 =1
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Notons que cela généralise
le résultat de la question
précédente.

3 Sous réserve de conver-
gence, mais celle-ci sera
établie dans quelques lignes.
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La premiére équation nous donne a = @', et donc la troisiéme devient b = b’.
La seconde équation devient alors b = ax, et donc aprés substitution dans la derniére, il

vient
1 1
=g =———eth=b/= ——.

T G 42+ 1)

On a donc ®
— & Danger !
_ 1 +oo 1 Attention 2 ne pas séparer en

g(2x) = o) o DA+ 07 dt deux la premiére intégrale,

car

+o0 _ +00 +00
i f alx 1) + alx+1) dt + f —b dt + f —b dq O x—t d
2 \Joee \ 14+ (x=1)2 14 (x+1)2 oo 14 (x—1)2 oo 1T+ (x+1)2 w Tre2

est une intégrale divergente,

Les deux derniéres intégrales se calculent 4 'aide des changements de variable u = x —t et
u = x + t, et valent brr toutes les deux. équivalente en +o0 2 o

a(x —t) a(x + 1)
1+(x—1t)?% 1+ (x+1)?

ol a(x —t) a(x +1t) B
j:w (1+(x—t)2+ 1+(x+t)2) di = 0.

1
2r(x2+ 1)

e a
Drautre part, une primitive de ¢ — estt > (Arctan(x + t) — Arctan(x — t)),

de sorte que

Donc au final, il vient

1
9(2x) = —2br =
b

Soit enfin® 6 Pousser un gros «Ouf I» de
2 soulagement.

1
9t = 27 ((5)°+1) S a2 +4) f0).

1
Puisque f> est continue sur R, on a donc g(0) = chi_r% g(x) = )lcig(l) Fr(x) = f(0) = 3

Si X admet pour densité fj, soient alors Xj p, ..., X, » des variables indépendantes de
densité fy/n.

Alors X, + X2, admet pour densité fo5/,.

De plus, par le lemme des coalitions, elle est indépendante de X3 ,, de sorte que X; , +
Xoon+X3.n admet pour densité Pansain = Fan.

Et une récurrence rapide prouve que Xi , + - - - + Xp, » admet pour densité f;.

Et donc X vérifie la propriété (2).

Généralités

Certains exercices, comme celui qui suit, sont vraiment trop durs pour qu’on puisse espérer tout écrire proprement dans
le temps imparti (surtout pour les questions sans préparation).

L’examinateur en est forcément conscient, et va avant tout chercher 2 tester votre intuition, il ne faut alors pas hésiter a
donner des réponses partielles, a traiter des cas particuliers, et quand cela peut faciliter la discussion, a faire des dessins !

Variance d’une variable 3 densité i valeurs dans | — 1, 1].

Soit X une variable aléatoire possédant une densité de probabilité continue sur R et nulle en dehors de ] - 1, 1[.
1. Montrer que X posséde une variance, qui est strictement comprise en O et 1.

2. Montrer que toute valeur de I'intervalle ouvert ]0, 1[ est effectivement possible pour la variance de X.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.36 Notons f la densité de X mentionnée par ’énoncé.
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Par le théoréme de transfert, sous réserve de convergence,

+00 1
E(X?) = f xzf(x)dx = f xzf(x)dx.
—oo 1
Puisque f est continue sur le segment [-1, 1], cette intégrale est en fait une intégrale sur
un segment, et donc est convergente.

De plus, pour x € [-1,1], 0 < x> f(x) < f(x), de sorte que

1
< ECC) <f flx)ydx = 1.
-1

Ceci prouve déjé que X admet une variance, qui est alors automatiquement strictement
positive .

Drautre part, par la formule de Huygens, V(X) = E(X?) - E(X)? < E(X?) < 1.

Il reste donc a prouver que V(X) < 1, et pour cela, prouvons que E(X?) < 1.

Ona

1
1-E(X?) = f (1 = x?) f(x)dx.
-1

Or, la fonction x = (1 — x?)f(x) est continue et positive sur | — 1, 1[, et elle n’y est pas

nulle.
1

f(x) dx=1>0.
Par conséquent, 1 — E(X?) > 0 et donc E(X?) < 1.

Soit & €]0, 1[. Nous voulons prouver qu’il existe une densité f, continue sur R et nulle
hors de ] — 1, 1] telle que si X posséde f pour densité, alors V(X) = a.

Notons tout de suite que la réponse n’est pas a chercher du coté des lois usuelles, car aucune
des lois que nous connaissons ne posséde une densité continue sur R et nulle en dehors de
1-1.1[.

En effet, f est positive, et

Cherchons de telles densités qui soient paires, de telle sorte que E(X) = 0
Par parité, on doit donc avoir

0 1 1 +00
flf(x)dxzﬁ f(x)dxz%»f_lf(x)dxzéﬁDC f(x)dxz%

et de méme

0 ! 1 (! EX?) VX)) «a
2 _ 2 _ 2 _ - -
£1xf(x)dx—fo xf(x)dx-zf_lf(x)dx— > =, T

Sans l’hypothese de continuité demandée par 'énoncé, il serait plus facile de répondre 4 la
question, puisqu’on pourrait prendre une fonction «en escaliers» :

b-a
2

o

En prenant a et b proches de 0, on doit pouvoir obtenir une variance proche de 0, et en
prenant a et b proches de 1, on doit pouvoir obtenir une variance proche de 1, tous les cas
intermédiaires étant possibles.

Malheureusement, on nous demande ici une densité continue, ce qui n’est pas le cas d’une
fonction en escaliers...
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Une variance est toujours
positive, et la variance d’une
variable 4 densité est méme
strictement positive (les
seules variables aléatoires

de variance nulle sont les
variables presque certaines,
qui ne sont pas des variables 2
densité).

— Méthode ————

Pour calculer V(X), le plus
simple est probablement

de passer par la formule de
Huygens, qui va nécessiter le
calcul de lespérance.

Si f est paire, alors E(X) = 0
et on économise donc un
calcul.

La variance mesure la «dis-
persion» des valeurs prises par
la variable aléatoire.

Si a et b sont proches de 0,
X ne prend que des valeurs
proches de 0, et donc sa
variance doit étre faible.
Alors qu’au contraire, si a

et b sont proches de 1, X ne
prend que des valeurs dont
la distance 3 0 (= E(X)) est
proche de 1, donc la variance
doit étre proche de 1.
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-1 _lta
2

Pour simplifier les calculs, cherchons f sous la forme d’une fonction afhne par morceaux,
dont le graphique serait :

Puisque nous voulons une densité, I'intégrale doit étre égale a 1. Plutdt que de calculer
Iintégrale, remarquons que l'aire de chacun des triangles de la figure doit étre égale 4 1, et

donc on doit avoir
b(1 -a) B

1 1
Sebs—.
2 29V 1,

Cela revient a prendre :

0 si0 < x
fa(x): (1_%)2(7(_‘1) >
—ﬁ(x—l) si7<x<1

avec a € [0, 1].

Soit donc X, une variable aléatoire de densité f,, et notons alors

ga) = V(X,) = E (X2) f 1 X% fa(x) dx = 2 f 1 X% fa(x) dx.
-1 a

On a alors

l+a 1

2 2 2
g(a) = 2f mxz(x —a)dx - Zﬁm mxz(x —1)dx.

2

On constate alors que g est une fonction continue sur [0, 1], par exemple car si on calcule
lintégrale!, il s’agit d’un polynéme en a.
Drautre part, pour x € [a, 1], on a x*> > a® et donc

1 1 2
1> g(a) = 2f fa(x)dx > 2a2f fulx)dx > 2%.

————

1
2
Par application du théoréme des gendarmes, on a donc

lim =1.

a—+oo
Drautre part, on a
3 1
2 5.3 2 7
g(0) =2 2x7dx +2 —2x“(x—1)dx = —.
0 % 24

Et donc, par le théoréme des valeurs intermédiaires, lorsque a parcourt [0, 1], g(a) prend

7
toutes les valeurs d [—,1[.
ouftes les valeurs ae 24

Il reste donc a traiter le cas des «petites®» variances. Pour cela, on peut modifier un peu la
fonction ci-dessus, et chercher f, sous la forme
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Ces expression ont été trou-
vée A partir du dessin : nous
savons comment trouver
I’équation de la droite passant
par deux points donnés.

! Ce que nous n’allons pas
faire ici pour alléger la rédac-
tion.

Nous n’avons rien dit de la
monotonie de g (qui est trés
probablement croissante stric-
tement), et donc nous faisons
bien appel au théoréme des
valeurs intermédiaires, pas au
théoréme de la bijection.

Il se peut donc que g prenne
des valeurs en dehors de cet
intervalle, méme si, d’aprés
la question 1, g est 2 valeurs

dansJ0, 1. M. VIENNEY
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1 -a  _

ST
ol

On montrerait alors comme précédemment qu’on peut ainsi obtenir toutes les variances
7
dans ]O, —]
24
Et donc, quel que soit a €]0, 1], il existe une variable aléatoire X,, possédant une densité
continue sur R, nulle en dehors de ] - 1, 1[ telle que V(X,) = a.

Et en temps limité ? : il n'est bien évidemment pas question d’écrire autant de détails durant les
10 a 15 minutes consacrées d la question sans préparation lors d’un oral.

Mais le jury n'attend pas ces détails, et la deuxiéme question avait ici pour objectif de tester
Pintuition d’un candidat qui aurait déja réussi la premiére question.

Un candidat capable de proposer une solution avec une fonction en escaliers (qui ne vérifie donc pas
les conditions requises ici) fait déja preuve d’une trés bonne compréhension de la notion de variance.
Et un candidat capable de proposer un dessin d’une fonction affine par morceaux comme ci-dessus
mérite une excellente note !

O

Autour des lois usuelles

Loi de la plus grande valeur propre d’une matrice aléatoire

Soient U et V deux variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0, 1], définies sur un espace de probabilité

noté (Q, o, P).
1. Quelle est la loi de —In(U).

Montrer que la densité de la variable aléatoire Z = —In(U) — In(V) est donnée par

-X

xe six >0

0 sinon

fz(x) = {

Soit a un réel supérieur ou égal 3 1. On définit la matrice

1 —-aU
M_(aV 3 )

2. (a) Montrer que la probabilité p que la matrice M ait toutes ses valeurs propres réelles vaut

1+21
R EEINT)
a

(b) Montrer que la probabilité que M soit diagonalisable dans R vaut également p.

3. Dans cette question, on prend a = 1. Pour tout w € Q, on note X(w) la plus grande valeur propre de M(w).

Déterminer une densité de X.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.37
I est évident que —In(U) est 4 valeurs dans R,.. Et pour x > 0, on a

P-In(U)<x)=P(n(U) > —x)=PU 2 e ) =1-PU<e ) =1-¢".
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Ainsi, la fonction de répartition de —In(U) est

{1—6" six >0
X -

0 sinon

On reconnait alors la fonction de répartition d’une loi exponentielle de paramétre 1 :

“In(U) <= &(1).

Puisque U et V sont indépendantes, il en est de méme de —In(U) et —In(V), qui suivent
toutes les deux la loi €(1), qui n’est autre que la loi y(1).
Par stabilité des lois gamma, Z = —In(U) - In(V) < y(2). Donc une densité en est donnée

par
1 2-1,—x : - .
—x e six >0 {xex six >0

fz(x)=4T(2)

0 sinon 0 sinon

Un complexe A est valeur propre de M si et seulement si M — AL, n’est pas inversible, soit
si et seulement si

detM-2b) =06 (1-DB-N+d°UV =0 A>-41+3+4°UV =0.
Le discriminant de ce polynéme de degré 2 en A vaut
A=16-12-4a°UV = 4 - 4a°UV = 4(1 — a*UV).

Ainsi, toutes les valeurs propres de M sont réelles si et seulement si A > 0. Soit encore

p=P(1-d°UV > O)=P(UV< 12)
a
= P(In(U) + In(V) < =2In(a)) = P(Z > 2In(a))

21n(a) 2In(a)
=1 —f fz(t)dt =1 - te ! dt
0 0

| 2In(a)
=1 [~te ] - f ¢! dt
0

21n(a) —t121n(a)
=1+ ==+

21n 1 1+2ln
L2 1ok
a a a
Pour que M soit diagonalisable, il faut déja que toutes ses valeurs propres soient réelles.
Si M ne posséde qu’une valeur propre réelle 4, alors elle est diagonalisable si et seulement
si M = AL,. Ceci n’est clairement pas le cas ici.

Et donc M est diagonalisable si et seulement si elle possede deux valeurs propres distinctes.

Soit si et seulement si A > 0.
La probabilité que M soit diagonalisable est donc

P(1-d°UV > 0) = P(UV < 12) =P(-InU-InV > 2In(a)).
a
Mais puisque —In(U) — In(V) est 2 densité,
P(-In(U) - In(V) < 2In(a)) = P(-In(U) - In(V) < 2In(a)) = p.

Notons que si a = 1, alors p = 1, et donc M ne possede que des valeurs propres réelles!.
Nous avons prouvé que les valeurs propres de M sont les racines de 1> — 41 + 3 + 4UV.
Et donc la plus grande valeur propre est

A
X:4+2\/_=2+\/1—UV.
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SiA > 0, alors

1
-3 In(U) < 8&(1).

Une matrice réelle peut aussi
étre vue comme une matrice
complexe, et donc nous
pouvons chercher ses valeurs
propres complexes.

Intégration par parties.

Bt donc parler de sa plus
grande valeur propre a bien
un sens.
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Notons que X ne prend que des valeurs entre 2 et 3, donc déja, pour x < 2, Fx(x) = 0 et
pour x > 3, Fx(x) = 1.
Pour x € [2,3[,0on a

Fx(x)=P(2+V1-UV <x) =P (VI-UV <x-2)
=P(1-UV<(x-27)=P(UV>1-(x-2)?
=P (-In(U) - In(V) < -In (1 - (x - 2)?))

—In(1-(2-x)?)
= f te”! dt.
0

Mais pour u € Ry, la méme intégration par parties qu’a la question 2.a nous donne

f te dt = [—te”"]; +f etdt=1-(u+1)e™.
0 0

Et donc
Ex(x)=1-(1=In(1 -2 -x*))1-2-x)).
Il est alors évident que Fx est 6! sur R, sauf éventuellement en 2 et en 3.
Etil est facile de vérifier que 1in21 Fx(x)=0et lin; Fx(x) = 1, de sorte que Fx est continue
x—2* x—3"

en 2 et en 3, et donc continue sur R.
Ainsi, X est bien une variable 2 densité, et une densité en est donnée par

) (-2x+H)In(1-(2-x)?) sixe[23]
fixe {O sinon

Loi uniforme et loi géométrique.

Soit U une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Q, &/, P), de loi uniforme sur ]0, 1], et soit g €]0, 1].

Déterminer la loi de la variable aléatoire X = 1 + “frll—gJ, ot |x] désigne la partie entiére de x.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.38 Il est facile de remarquer que X(Q) = N*, et donc
que X est une variable aléatoire discréte.
On a, pour k € N, & Danger !

hU U q €]0, 1[, et donc In(q) < 0 :
P(X =k) = P( — | =k- 1) =P (k ~1<+—< k) =P(klng <InU < (k- 1)Ing). il ne fau donc pas oublier de
In q In q changer le sens des inégalités

en multipliant par In(g).

Par croissance de I'exponentielle, on en déduit que
PX =k =P <U<qg")=¢""-¢"

car U suit la loi uniforme sur [0, 1].
Et donc P(X = k) = ¢*1(1 — q) : X suit la loi géométrique de paramétre 1 — g. o

Partie entiére et mantisse d’une loi uniforme sur [0, n].
Soit n € N* et soit X une variable aléatoire qui suit une loi uniforme sur [0, n[. On note Y la partie entiére de X et

Z=X-Y.
Déterminer la loi de Y, puis celle de Z.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 3.39 Il est clair que Y est a valeurs dans [0,n — 1], car X
est 2 valeurs dans [0, n].
De plus, pour k € [0,n— 1], on a

k+1-k 1

P(Y:k)ZP(I_XJ:k):P(k<X<k+1)=ﬁzz

Et donc Y suit la loi uniforme sur [0, n - 1].
Alors, Z est la partie décimale de X, et donc prend ses valeurs dans [0, 1[.

Et pour x € [0, 1[, par la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événe-
ments {[Y = k], k € [0,n - 1]}, il vient

n—1 n-1 n-1 (k n x) _k x
P(Z<x)=ZP([Z<x]ﬂ[Y:k])=ZP(k<X<k+x):Z—:n—:x.
k=0 k=0 k=0 n n
0 six<O
Par conséquent, la fonction de répartition de Z est donnée par Fz(x) ={ x si0<x <1,
1 six>1

de sorte que Z < ([0, 1]).
Remarque : notons que ces résultats sont plutdt intuitifs : la partie entiére et la partie décimale
de X suivent toutes deux des lois uniformes, mais ce résultat ne serait plus valable si X suivait au

Y est uniforme ssi |a] = | b]
0,n+z : ousi[b]:l_a]+1et%bez,
ou encore si (a, b) € Z2.

- Et Z est uniforme si et seule-
condition Y suit-elle une loi uniforme ? A quelle condition Z suit-elle une loi uniforme ? 0 mentsib—a e N.

départ une loi uniforme sur

Un prolongement amusant de Pexercice serait le suivant : sachant que X < U([a, b)), a quelle

Maximisation d’une loi normale sur un intervalle de longueur b.

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Q, o/, P) suivant la loi normale d’espérance m et de
variance égale a 1. Soit b un réel strictement positif fixé.

1. Montrer que I'application a - P(a < X < a + b), de R dans R, admet un maximum atteint en un point a
que 'on déterminera.

2. Exprimer la valeur de ce maximum 4 I'aide de la fonction de répartition d’une loi normale centrée réduite.

3. Interpréter géométriquement ce résultat.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.40

Notons f la fonction que 'on cherche 2 maximiser.
Puisque X —m — N (0,1),on a

fl@=Pla<X<a+b)=Pla-m<X-m<a+b-m)=(a+b—-m)—>(a—m).

Mais nous savons que @ est de classe 6! sur R, et donc c’est également le cas de f, avec

1 1 2 1 2
F@=0(a+b-m)-d(a-m)=— (e*ﬂa*b*m) — gtamm) ) .
2z

On a donc f”(a) > O si et seulement si

emlarb=m)’ 5 =3(a-m)? o (a+b-m)? < (a—m)* & 2(a—m)b+b*> < 0 & a—m < 5 ©a < m—g.
Ainsi, le tableau de variation de f est le suivant.
b

Et donc f admet un maximum en a = m — >
On a alors

b b b b b b b
fa)=P(m-2<X<m+2|=P[-2<x-m<2|=0(2]-0(-2]=20(2]-1.

2 2 2 2 2 2 2

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR M. VIENNEY


http://www.ecs2-fauriel.fr

3.5. VARIABLES A DENSITE 223

Puisque la densité de X est symétrique par rapport a la droite d’équation x = m, nous
venons de prouver que laire sous la courbe, sur un segment de longueur b est maximale
lorsque ce segment est centré en m.

O

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes sur (Q, o/, P) telles que X < N(u,0%) et Y < N(v,0?).
Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur y et v pour que P(X < Y) > 1.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.41 Soit Z = X - Y. Puisque =Y < N (-v,0?) et que X
_ . , e . _ 2
Ievt[ .Y sont 1ndey_>endantes, par stabilité des lois normales Z < N (u — v, 207). Ne pas oublier de vérifier
ais P(X <Y) = P(Z < 0). | hypothése d'indépendance
Or, nous savons que P(Z < p—v) = 3. pour utiliser la stabilicé des
Doncsip<v,P(Z<0)>P(Z<pu—v)= % lois normales (ou tout autre
Inversement, si v < g, alors résultat de stabilité).

1
PZ<O)<PZ<p-v)= 5.

Au final, on a

PX<Y)z2-epu<w.

N —

Diagonalisabilité d’'une matrice 3 x 3 aléatoire

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes, définies sur un espace probabilisé (Q, ¢/, P) et de méme loi
N(0,1).

0 X 0
OnposeM=|Y 0 Of

0 0 0
1. Calculer P(X = Y) et P(XY > 0).

2. Trouver la probabilité que la matrice M soit diagonalisable.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.42

OnaP(X=Y)=P(X-Y)=0.

Or, par stabilité! des lois normales X — Y < (0, 2). !X et Y sont indépendantes.
Et en particulier, X — Y est 4 densité de sorte que P(X =Y) =P(X - Y =0) = 0.

Drautre part, on a

P(XY > 0) = P(X > 0] N [Y > 0]) + P([X < 0] N [Y < 0])

La probabilité qu'une loi
1 normale centrée (pas né-
cessairement réduite) soit

=P(X > 0)P(Y > 0) + P(X < 0)P(Y < 0) = (1 — ®(0))*> + D (0)> = = +

e
ENTIE

1
négative vaut ®(0) = 3

0 0 O
Notons que 0 est toujours valeur propre de M, , puisque sa derniére colonne est nulle.
e Six =y =0, alors M, , = 0 est diagonalisable.
e Six=0ety#0,alors My, est de rang 1, de sorte que dim Eo(M.,) = 2.
De plus, si My, , était diagonalisable, elle admettrait alors une seconde valeur propre 2, et
on aurait 2X 0+ A x 1 = tr(My, ) = 0. Donc A = 0, ce qui n’est pas possible : M, , n’est
pas diagonalisable.

0 x O
Soient x et y deux réels, et soit My y =y 0 0]
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e On raisonne de méme dans le cas ott y = 0 et x # 0.
e Six #0ety#0,alors rg(My ) = 2, de sorte que dim Eo(My. ) = 1.
De plus, un réel A est valeur propre de M, si et seulement si rg(My,, — AI3) < 3. Or,

-2 x 0 y -4 0 y -1 0
My, — Ay = -1 0 -1 0 0 -2 0.

Et donc rg(M,,, — AI3) < 3si et seulement si A — xy = 0 ou A = 0.
Donc si xy < 0, My, 4 ne posséde pas de valeurs propres non nulles, et si xy > 0, alors M, ,
posséde trois valeurs propres qui sont 0, y/xy et —4/xy, et donc est diagonalisable.

Ainsi, la probabilité que M soit diagonalisable est

P(XY>O)+P([X=O])O[Y=O])=P(XY>0)+O=%.

Autres lois

Autour de la loi de Cauchy

1. Montrer qu’il existe un réel ¢ pour lequel la fonction x —

est une densité de probabilité.
+x2

2. Une variable aléatoire réelle admettant une telle densité possede-t-elle une espérance ?

3. Montrer que si X est une variable aléatoire réelle de densité f, alors X et % ont méme loi.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.43

La fonction f est continue et positive sur R, et il est classique que

A
dx T
=[A A ad
fo 7.2 [Arctan(x)]j Pt >
d t ité de I'intégrand fm dx
e sorte que par parité de I'intégrande, =7
q p p g o 1 + xz

Et donc il faut choisir ¢ = — de maniére 4 obtenir une densité de probabilité.
T

Supposons que X soit une variable aléatoire de densité f. Alors X admet une espérance si

+00
et seulement si — f dx converge absolument.
)
TJ o 1+x
. x X 1 L . Cdx ..
Or, au voisinage de +co, —— ~ = = — et I'intégrale de Riemann — diverge.
14 x2 x>+ x2 x 1 x

7 1 ) ’ A
Par conséquent’, X n’admet pas d’espérance. En réalité, il existe peut-étre

Essayons d’exprimer la fonction de répartition de + en fonction de celle de X. des € Q eels que X() =

—0) = 1 . (o 0, mais ces o forment un
Notons que P(X = 0) = 0, de sorte que  est bien définie. ensemble de mesure nulle.

Sur cet ensemble, on peut par
exemple décréter que + =0,
ce qui ne changera pas sa loi.

1
Six =0, alors P ()—( < 0) = P(X < 0) = Fx(0).

Six > 0, alors

Fl/x(x)IP(lSX)ZP(X<O)+P(1<X)=Fx(0)+1—Fx(l).
X x x

Six < 0, alors

Fi/x(x) =P(1/X < x) :P(}C <X < 0) = Fx(0) — Fx (%)
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De plus, nous connaissons la fonction de répartition de X, puisque ¥x € R,

1 * dt 1
Fx(x) = p [m 22" x (Arctan(x) + g) .

1
Notons qu’en particulier, on a Fx(0) = 5 et donc Fy,x(0) = Fx(0).
Il s’agit & présent de prouver que

- LArctan (1) = LArctan(x) + 3 six > 0 Arctan(x) + Arctan (1) = Z six > 0
Arctan(x) + Arctan (1) = -Z six < 0

T

{—%Arctan(%) = LArctan(x) + 1 six <0

-
. 1 1 . L
Or, la fonction ¢ : x — Arctan(x) + Arctan | — | est de classe ‘6! sur R*, et sa dérivée vaut
x
1 1 1 1 1

1+x2_P1+(1)2 1+ 1412
X

Il serait dés lors tentant de conclure que g est constante, mais malheureusement, R* n’est pas
un intervalle, et nous pouvons juste conclure que g est constante sur chacun des intervalles
] - 00, 0[ et 10, +0o[.
Or,ona
T s
lim g(x)=-=et lim g(x)==
g(x) 5 et m g(x) >

xX——00

ce qui permet d’afirmer que

1
Ceci suffit & prouver que pour tout x € R, on a Fx(x) = Fy;x(x). Et donc X et X suivent

la méme loi.

Deux variables de méme loi.

1 1
Soit f:x n21+x
0 sinon

0<xx1

1. Montrer que f est une densité.

2. Soit X une variable aléatoire admettant X pour densité. Montrer que Y = + — | + | a méme loi que X.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.44

Il est facile de voir que f est positive et continue sauf en O et en 1.

1 1
De plus, f X a1 + 1)1t = In2, donc f fx)dx = 1.
0 1+x 0
Ainsi, f est bien une densité.

Puisque pour tout réel x, ona 0 < x — |x] < 1, Y est une variable aléatoire 2 valeurs dans
[0,1].

Donc Vx < 0,Fy(x) =0etVx > 1, Fy(x) = 1.

De plus, X étant a valeurs dans ]0, 1[, % est 2 valeurs dans [1, +oo[. Soit donc x € [0, 1].
Alors

Fy(x)ZP(Y<X)=P(O<)l<_[)l<J <x)

Mais % étant a valeurs dans [1, +oo[, on a

1l s’agit en fait de dire que

. {“%J:n], neN*} est
un systéme complet d’événe-
ments.
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De plus, ces événements sont deux a deux incompatibles, de sorte que

+00 too
1 1 1
Fy(x):ZP(n<)—(<n+x)=ZP(n+x <X<;).

n=1 n=1

Mais pourn > 1, 0n a

1 R N I 1 1) !
P(n+x<X<n)_f1ln21+tdt_ln2[ln(l+t)]1/(n*x)_ln2(ln(1+n) ln(l+n+x))'

Soitdonc N > 1.On a

2n(+3)-m () - S (2 ()

n=1

N

= Z (In(n+ 1) = In(n) - In(n + 1 + x) + In(n + x))
n=1

=In(N+1)=In(N + 1 +x) +In(1 + x)

N+1
= h’l(m) +11’1(1 +x).

N+1 N+1
Lorsque N — +o00,ona ——— —> letdoncln[————] — 0. Onen déduit
N+ 1+x No+oo N+14+x) No+eo

que

+00 1 1

Z(ln(l +—) —ln(1+ —)) =1In(1 +x)

pt n n+x
et donc

_In(1+x)

Fy(x) = P(Y < x) 2

Mais pour x € [0,1],

C(* 1 dt In(l+x)
P(X<x)-fo h2iti. 2

Ainsi, X et Y ont les mémes fonctions de répartition : elles ont méme loi.

Loi de I’arcsinus.

1. (a) Montrer que la fonction |0, Z[ —]0, 1[, ¢ = sin(t) réalise une bijection de classe ‘6.
On note h sa bijection réciproque.

(b) Montrer que h est dérivable sur ]0, 1[ et exprimer h’(x) en fonction de x.

On définit la fonction f : R — R par

1
— i 0,1
Vx € R, f(x) =4 y/x(1 —x) sxelodl
0 sinon
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2. (a) Soienta et b deux réels tels que 0 < a < b < 1. Montrer, a 'aide du changement de variable u = Vt, que

b
[ syar =2 () - hva).

1
(b) Montrer la convergence et calculer la valeur de f f(t)dt.
0

3. (a) Déterminer la constante k telle que la fonction g = kf soit une densité de probabilité.
Désormais, on note X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Q, 4, P), admettant g pour densité.

(b) Déterminer la fonction de répartition G de X.

(c) Pour x € R, exprimer G(1 — x) en fonction de x. En déduire P (X < 1).

4. Déterminer la fonction de répartition et reconnaitre la loi de la variable aléatoire Y = h(VX).

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.45

La fonction t + sint est de classe 6 sur |0, %[, et sa dérivée est t > cos(t) qui est

strictement positive sur |0, Z[. Donc ¢ + sin t est strictement croissante sur |0, 5.

De plus, on a linol+ sint =0et lim sint = 1, donc par le théoréme de la bijection, t + sin ¢
x— P

réalise une bijection de |0, %[ sur ]0; 1[.

(SIE]

—_
[SIERES

FIGURE 3.6 — Les courbes de sin et h sont symétriques par rapport a la premiére bissectrice y = x.

La fonction t +— sint est dérivable sur |0, %[, et nous avons déja vu que sa dérivée ne
s'annule pas sur |0, Z[. Donc h est dérivable sur ]0, 1[, et

Vx 6]0, 1[, h'(x) = m

Or, pour tout x €]0, 1[, cos?(h(x)) + sin?(h(x)) = 1 & cos?(h(x)) = 1 — x2.
———

=x2

Mais h(x) € |0, Z[, et donc cos(h(x)) > 0. On en déduit donc que

Yx €]0,1[, h'(x) = i
1-x?

La fonction ¢ : u +— u? est de classe 6! sur R%, avec ¢’(u) = 2u.

Ainsi, par le théoréme de changement de variable! pour tous réels a et b tels que 0 < a <

b<1,ona

dt = 2udu = - 2udu =2 h'(u)du =2 (h(Vb) - h .
faf(t)tfﬁf(u)uu R il [ Ww =2 (hh) - )

Soit b €]0, 1[ fixé. Alors

a—0*

lim f ’ f(tydt = ali_)rgZ(h(\/E)—h(\/E)) = 2(h(«/3)- lim h(\/E)).
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— Astuce

C’est un théoréme du cours
que £~ est dérivable 14 ot
S o f ne sannule pas et que

1
fr of*1 °
Cette formule peut se retrou-

ver aisément en dérivant la
relation

fof’l(x) =x.

(ff])/ —

LSur un segment.
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Mais lirg h(x) = 0, et donc
b
lim, f f(t)dt = 2h(Vb).

b b
Ainsi, f f(t)dt est convergente et f f(t)dt = 2h(\/l;).
0 0

De méme, on a 1irr117 h(x) = %, et donc
b T
li f)dt =2= = x.
hlan%j; f 27

1
On en déduit que f f(t)dt converge et fol ft)dt = .
0

La fonction f est positive sur R, et elle y est continue sauf en 0 et en 1.
+00

De plus, on a f(t)dt = 7, doncsil'on pose g = % f alors g est positive sur R, continue

—00

saufen O eten 1, et onaf

+00

g(t)dt = 1.
Ainsi, pour k = %, g =k - f est une densité de probabilité.
X

Soit x < 0. Alors G(x) = f g(t)dt = 0 car g est nulle sur | — oo, x[.
Si x €]0, 1], alors -

6= [ gt fo o dt = Zh(y).

00

x 1
Enfin, si x > 1, alors G(x) = f g(t)dt = f g(t)dt = 1.

- 0
Par conséquent, la fonction de répartition de X est donnée par

0 six <0
G(x) = { 2h(vx) six€]0,1] .
1 sinon

Il vient facilement G(1 —x) = 1six < Oet G(1 —x) = Osix > 1. Pour x €]0,1[, on a
1-x

G(1-x)= |, ~g(t)dt.
Réalisons le changement de variables u = 1 — ¢ sur Ja, 1 — x[. Alors

Une fonction f est une den-
sité de probabilité si :

o clle est positive sur R

o elle est continue, sauf
éventuellement en un
nombre fini de points

+00

. f(t)dt converge et
vaut 1.

Pour toute fonction f po-
sitive, continue sauf en un
nombre fini de points et telle

+0o

que f(t)dt converge,

il existe une unique constante
k telle que kf soit une den-
sité de probabilités, et on a
alors

% = f_:cf(t)dt.

1-x 1-a 1-a
fa g(t)dt = fx g(l—u)du = fx g(u)du = % (hVT=a) - h(¥) =, 2 (g - h(\/E)) — 1-G(x).

T

Ainsi, pour tout x € R, ona G(1 - x) = 1 - G(x).
Puisque X est 2 densité, ona P(X < 1) = P(X < 1) = G(1/2).
Mais G(1/2) = 1 — G(1/2), et donc G(1/2) = 4. On en déduit que

1 1
PIX<=)==.
[¥<3)-2

X étant 4 support dans ]0, 1[, il en est de méme de VX, et donc Y = h(VX) est a support
dans |0, %[ Ainsi, pour x € |0, %[, on a (par croissance de sin sur |0, %[),

P(Y < x) = P(h(VX) < x) = P(VX <sinx) = P(X <sin’x) = %h(sin x) = %x.

0 six <0
Ainsi, la fonction de répartition de Y est donnée par Fy(x) = ¢ 2x six € |0, Z[.
1 six > %
On reconnait? alors la fonction de répartition d’une variable aléatoire suivant la loi uniforme

sur [O, %] Ainsi
T
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Commencer par déterminer
le support de Y permet de
déterminer directement ot
Fy vaut 0 et ou elle vaut 1.

2 Remarque : une fonction
de répartition qui est affine 1
ot elle ne vaut pas 0 ou 1 est
forcément la fonction de ré-
partition d’une loi uniforme.
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Toutes les variables aléatoires introduites dans cet exercice sont définies sur un méme espace probabilisé (Q, 4, P).

1. Soit U une variable aléatoire a valeurs dans ]0, +oo[ et suivant la loi exponentielle de paramétre 1. On pose
X=U"

(a) Vérifier que la fonction de répartition de la variable aléatoire X est donnée par :

A .
e X six >0

Vx € R, Fx(x) = { .
0 sinon

(b) En déduire que X est une variable 4 densité.
(c) Proposer un script Scilab de simulation de la loi de X.
2. Soit k € N*.

(a) Démontrer que X posséde un moment d’ordre k si et seulement k est strictement inférieur A A et que ;

Vk<A,E<Xk)=I“(1—§).

1
(b) En déduire que, pour tout réel a > 5-ona I'inégalité stricte :
(T(a))* <T(2a-1).
3. Soit Y une variable aléatoire positive, dont la fonction de répartition Fy vérifie :

1- Fy(x) ~ X_A.
X—+00
On considére une suite (Y,)nen+ de variables aléatoires indépendantes qui suivent toutes la loi de Y, et pour
n € N*, on pose Z,, = n~1/2 max(Yy,...,Y,).
Exprimer la fonction de répartition de Z, a 'aide de celle de Y et en déduire que la suite (Z,) converge en
loi vers la variable X de la question 1.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.46
Il est évident que P(X < 0) = 0si x < 0, et pour x > 0, on a

-A

PX<x)=P(U ' <x)=PWU™" <) =P(Uzx")=1-P(U<x?)=¢™

Il est clair que Fx est 6!, sauf peut-étre en 0, et puisque

lim Fx(x) = lim e = lim e*=0= lim = Fx(x),
x—0* x—0* u——0co x—0~

Fx est continue en 0 et donc sur R.
Et par conséquent, X est une variable 3 densité.

Nous savons simuler aisément une loi exponentielle en utilisant la commande grand , et

o . N s ol
donc le script suivant convient : Ous SGUTIONS €ga ement

simuler une loi exponentielle

lambda = input(’Entrez lambda :’) ; a partir de rand() en utilisant
X = grand( rexp’, 1)~ (~1/lambda) la méthode d’inversion !
’ ) b
La variable X posséde un moment d’ordre & si et seulement si E (X7*/4) existe.
+00
D’aprés le théoréme de transfert, c’est le cas si et seulement si f tk et gt converge1 ! Absolument, mais il s’agit
0 de l'intégrale d’une fonction
positive.

Nous reconnaissons 1a I'intégrale définissant T (1 = = |> qui converge si et seulement si

k
1-->0ek<A
7> 0ek<

k
Et lorsque c’est le cas, on a bien E(X*) =T (1 - Z)
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2.b. Lorsque X posséde une variance, c’est-a-dire pour A > 2, la formule de Huygens nous A priori une variance est

donne ) ;
mais nous savons qu une

variable 3 densité ne peut

E(X?) - E(X)? = V(X) > 0 © E(X?) > E(X)*.

1\2 > avoir une variance nulle
Et donc T (1 — _) <T (1 - _) . (seules les variables certaines
A A ont une variance nulle).

1
K 1_a>2,desortequea=1—z.
Alors 1 - 1= 1-2(1—a) = 2a—1 et donc l'inégalité précédente devient I'(a)* < T'(2a—1).

Soit donc a > > et soit A =

3. PourxeR,ona
P(Z,<x)=P (max(Y1,...,Y,,) <n'*x) =P (Y < nl/Ax)n = Fy (nl/lx)n.

Puisque Y est positive, lorsque x < 0, on a P(Y < x) = 0 et donc P(Z, < n'/*x) = 0.
En revanche, pour x > 0, il vient donc P(Z, < x) = (1 — (1 - Fy (n"/*x))", et puisque
n'/Ax — +co,alors Fy (n'/*x) — 1, de sorte que 1 — Fy (n'/*x) — 0.

n—+oo

n—-+oo n—+oo

On a alors
Fz,(x) = exp (n In (1 - (1 - Fy (nl/’lx))))
Mais In (1 = (1 - Fy (n'/*x))) B (n'/%x)) -1 T (nl/"x)_)L = _§,

—+00
On en déduit que nln (1 - (1 - Fy (n'/*x))) ~ —x~* et donc par continuité de I’expo-

n—+oo
. A
nentielle, Fz (x) — e
n—+oo

Nous reconnaissons donc la fonction de répartition de la variable aléatoire X de la question

£
1, et donc Z, — X.

Produit de convolution

Somme des valeurs absolues de deux loi normales centrées réduites

Un joueur prend pour cible un mur muni d’un repére orthonormé (0, i, j). On note X et Y les variables aléatoires
désignant respectivement Iabscisse et 'ordonnée du point d’impact du tir sur le mur, et on suppose que X et Y
sont indépendantes, de méme loi normale centrée réduite. On note @ la fonction de répartition de X.

1. (a) Donner une densité de |X|.

(b) Montrer que la variable aléatoire Z = |X| + |Y| admet comme densité la fonction h définie par

2 X2,
—e ¥ Mf eV dv six>0
h(x) = —-x/2

0 sinon

x/2 5
2. (a) Déterminer la dérivée de la fonction ¢ définie sur R par : ¢(x) = f e do.
-x/2

(b) Etudier les variations de ¢ et tracer l'allure de sa représentation graphique dans un repére orthonormé

du plan.

3. On peint sur le mur un carré plein de sommets (1,0), (0, 1), (-1,0), (0, -1).
On note p la probabilité pour que I'impact soit dans le carré. Exprimer p 4 'aide de la variable aléatoire Z, et
déterminer p en fonction de ®.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.47

l.a. Ilest évident que |X] est 4 valeurs positives, et donc pour x < 0, P(IX| < x) = 0.
Soit 4 présent x > 0. On a alors

P(X] € x) = P(—x £ X € x) = O(x) — O(—x) = 2d(x) — 1.

uniquement positive ou nulle,
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Et donc la fonction de répartition de |X| est donnée par

20(x)—1 six =0
0 six <0

Fx|(x) = {

1l est clair que Fx| est 6! sauf éventuellement en 0. De plus, litgl Fx|(x)=0= lin8 Fix|(x)
x—0" x—0%

et donc Fy est continue en 0 et donc sur R tout entier.
On en déduit que [X| est une variable 2 densité, et qu'une densité en est donnée par

. 2 1.2
20'(x) six =0 Ze3X ix>0
f|><|(x)={ (x) _ 1/ﬂe si x

0 sinon 0 .
sinon
Puisque |X] et |Y] sont indépendantes!, et a densités bornées, une densité de Z est donnée
par
+00
fe = [ it v
—00

Mais fix(t) =0sit <Oet fiy(x—t) =0six—t <0 & t > x. Ainsi,six <0, fz(x) =0, et
pour x > 0,

fz(x) = fx \ /%e—%tz /%e—%(x—t)z di = gfx e—t2+xt—x2/2 dx = %e_x; fx e_(tz_xt) dt.
0 /4 T T Jo T 0

2

2
X X
Notons que % — xt = (t - 5) -1 de sorte que

fz(x) = %e_sz fox e (=3) g,

) . x
Procédons alors au changement de variable? v = ¢ — 5 de sorte que

2 x2 x/2 2
fz(x)=—e T e do.
—-x/2

N

2

x/2 ) -x/2
D’apreés la relation de Chasles, on a ¢(x) = f eV dv - f e ¥ do.
0 0

X
7’ N b -_— 2
Or, par le théoréme fondamental de l'analyse, nous savons que F : x f e ¥ du est
0

. - _x2
une primitive de x — e

S}

X

1
Etdonc,p:x— F (g) -F (—g) est dérivable sur R, et a pour dérivée ¢’(x) = s€T
2 2

x
1 - 1

X
—e4:e

2
La fonction ¢ est donc croissante. De plus, elle est clairement impaire. Enfin, on a

+00
. o2 . . . . .
lim ¢(x) = f e ¥ dv. Or, si N est une variable aléatoire suivant la loi normale
X—+00 B

1 1
N (0, —), une densité de N est donnée par x — —e~* et donc

[ 1 5 +00 5
—e Y dx=1o e ™ dx = .
| [ et

Ainsi, lim ¢(x) = Vr et donc®, lim ¢(x) = —Vx.
X—+00 X——00

1l s’agit de remarquer que le carré en question est {(x,y) € R? : x| + |y| < 1}.
Et donc

1 1
p:P(|X|+|Y|<1)=P(|Z|<1)=f_ fZ(t)dtsz %e‘t2/4qo(t)dt.
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L Car X et Y le sont.

2 Affine.

3 par imparité.
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—x%/4

Or, nous savons que e est la dérivée de ¢, donc

1 1 1/2
p= Ef oDt dt = 2 [lzp(t)z] = lf e dx.
T Jo JT 2 0 8 -1/2

. . t
Procédons alors au changement de variable x = i de sorte que
2

[oneaes [ o) o)) 2o ()

1l vient donc p = % (2tI> (%) - 1).

Différence des carrés de deux uniformes

L sio<x<1

1. Soit f la fonction définie sur R par : Vx € R, f(x) = {2‘/; .
0 sinon

(a) Montrer que f est une densité de probabilités.

(b) Donner Dallure de la représentation graphique de la fonction de répartition d’une variable aléatoire

réelle de densité f.

(c) Trouver laloi de Y = VX lorsque X est une variable aléatoire positive admettant f pour densité.

1
2. (a) Pour quelles valeurs réelles de s l'intégrale f est-elle convergente ?

dx
Vx(x —s)
. ) x—s
en utilisant le changement de variable ¢ =

dx
Vx(x —s) x

1
(b) Calculer alors f

3. On considére deux variables aléatoires X et Y, indépendantes, admettant chacune f pour densité.

(a) Proposer une méthode de simulation en Scilab de la variable aléatoire S = X — Y.

(b) Démontrer que S est une variable aléatoire 4 densité et en donner une densité continue sur R*.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.48

1.4. Lafonction f est évidemment positive sur R, et elle est continue sauf peut-étre en 0 et en
1.

+00 1 dt
On a alors, sous réserve de convergence de cette intégrale, f f(t)dt = f
—c0 0

2—\/2.

Mais on reconnait alors une intégrale de Riemann convergente, et pour A €]0, 1],

b ar 1
fA 2—\/?=[\/?]A=1—\/71A3+1.

+0o0
On en déduit donc que f f(t)dt =1, et donc f est bien une densité de probabilités.
1.b. Notons F la fonction de répartition d’une variable aléatoire admettant f pour densité.
Alors F(x) =0six <Oet F(x) = 1six > 1.
Pourer,l,onanzf tdtzf e
10,1] (x) - f() o o
Or, si A €]0, x],

*odt x
[ 1= VL =VE VA o

0 six <0
Etdonc F(x) = {+x si0<x<1
1 six > 1

Sa représentation graphique est alors donnée par

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR

M. VIENNEY


http://www.ecs2-fauriel.fr

2.2.

2.b.

3.3.

3.5. VARIABLES A DENSITE 233

Un dessin 4 la main doit tout
de méme faire apparaitre les
caractéristiques essentielles de
F.

Ici, il est légitime d’attendre
du dessin qu’il fasse appa-

raitre :

*la continuité de F

*sa croissance

*sa concavité sur [0, 1]
(la dérivée y est décrois-
sante)

_6'4 _6'2 Oi2 014 016 0i8 1 1i2 1j4 *la tangente verticale en

Porigine

*la non dérivabilité en 1

Puisque X est & valeurs dans ]0, 1[, il est évident que c’est également le cas de Y.
Etdonc,ona Fy(x) =0six <Oet Fy(x)=1six > 1.
Pour x €]0,1[, on a

Fy(x) = P(Y < x) = P(VX < x) = P(X < x%) = F(x?) = Vx2 = x.

0 six<O
Ainsi, Fy(x) =4x si0O<x <1
1 six>1
On reconnait 12 la fonction de répartition d’une loi uniforme sur [0, 1] : Y < ([0, 1]).

Si's <0, alors x = ————— n’est pas définie sur ]s, 0], et donc I'intégrale n’a pas de sens.
x(x—s)
De méme, si s > 1, alors pour x € [1,s[, on a x(x —s) < 0, et donc l'intégrale n’a pas de

sens.
1 1 1
Pours =0, et x €]0,1],ona ———— = = —, dont I'intégrale entre 0 et 1 diverge.
x

=
Enfin, pour s €]0, 1, la fonction x — est continue sur Js, 1], et au voisinage de
L \/x(x
W SRS

converge donc il en est de méme de f

s,ona ————

o f

dx

Vx(x —s)

Posons t = ,/ ﬁ Alors x — /1 - - est ¢! et strictement croissante sur
X
Is, 1], avec
lim/1-2 =0et lim 1—s.
x-S X x—1
2st
O l t2 = 1 - f f—1 = s =
n a alors S exX= T a_p
Et donc, par le théoréme de changement de variable,
f f 25t fﬁ dt
S =9 1-22 ~J 1—2
x(x 2 fera (ﬁ s)
1 1 1 1 1
Or, = =— + ,d t
"I T A-n+0) 2(1—t 1+t) ¢ sorte que

Vits i _
fm f 1d-tffo T = [ =0 efinc + ) 1n(1+_m).

D’aprés la question 1.c, si X posséde f pour densité, alors VX suit une loi uniforme sur
[0, 1].

Et donc si U < ([0, 1]), alors U? posséde f pour densité.

Donc on peut simuler S en utilisant
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S = rand()*2 - rand()*

1 .
L, — si —1<t<0
Une densité de —Y est fy : ¢ — { 2V~¢

0 sinon

Puisque ni la densité de X ni celle de —Y ne sont bornées, il faut prendre des précautions :

le théoréme sur le produit de convolution! nous dit que si la fonction g définie par

o= [ " RO foy(x - Dt

est bien définie et continue sauf éventuellement en un nombre fini de points, alors c’est
une densité de S.
Notons qu'on a fx(t) # 0 & 0 < t < 1 et de méme

fyix-t)20e -1<x-t<0ex<t<x+1.

9 S
x x+1
fry(x=t)#0

Donc déja, pour x < =1 oux > 1, ona g(x) = 0.

Pour0<x <1,

1
—In

(x)_1f1 a 1+vVl-x
=3, Vitt—x) 4 '

1-vVl-x

Pour -1 <x<0,0na

x+1 1 1
= — dt.
90 fo 24t 24t —x

Et alors, en utilisant le changement de variable u = t — x, il vient alors

(x)zzfd_u:zln(ﬂ_ vl)
g 4Jxfu—(=x)Vu 4 1-Vi+tx)

Puisque I'intégrale définissant g est bien définie, et que la fonction g ainsi obtenue est
continue sur R, sauf éventuellement en —1,0 et 1, nous pouvons affirmer que S est bien
une variable 4 densité, et que g en est une densité.

Enfin, puisque I'énoncé nous demandait une densité continue sur R*, il nous reste juste a
remarquer que g est continue en —1 et en 1 puisque

.o 1+vV1l—x
m — =

li 1
17—V +x
et donc lim g(x) = 0 = lim g(x) = ¢(0).
x—1- x—1*
Et de méme en —1.
On a donc
0 six<-loux>1
V1 - 1 1++/1-
TV =x) Gocx<t O el I I
gx) =94 \1-vV1-x =14 \1-T—]
1ln 1+Vl+x G —1<x<0 0 sinon
—In| ——= - x
4 \1-V1+x
O
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1 Qui sapplique car X et -Y
sont indépendantes.

—x €]0, 1[, et donc il est
légitime d'utiliser le résultat
de la question 2.b, qui n’était
valable que pour s €]0, 1[.

1

FiGURE 3.7- La densité g.
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Distance entre deux points aléatoires

1. Soient a, b, a trois réels strictement positifs vérifiant 0 < a < a® < b2.

, « b
(a) Etablir la convergence de I'intégrale f (% - 1) ( - 1) dt. Cette intégrale est notée I, ;(a).
0 t a—t
2

(b) Calculer I, »(a) a 'aide du changement de variable t = a cos® u.

Dans le plan rapporté a un repére orthonormé, on place deux points M et N tels que leurs abscisses respectives Xy
et Xy suivent la loi uniforme sur ]0, a[ et leurs ordonnées Yy, et Yy suivent la loi uniforme sur 0, b[.
On suppose que les quatre variables aléatoires X, X, Yar et Yy sont définies sur un espace probabilisé (Q, o4, P) et
sont indépendantes.
On note D la variable aléatoire égale 2 la longueur du segment [M,N] : D* = (Xp — Xn)? + (Yar — Yn)%

2. (a) Quelle est laloi suivie par —Xj; ?

(b) On pose : Z, = (Xn — Xm) et Z = (Yn — Yar). Déterminer les lois de probabilité de Z, et Z,
respectivement.

1{a
—|—=-1| si0<x<a?
(c) Montrer qu’une densité f,> de ZZ est donnée par f2(x) = { a? (\/3_( )

0 sinon
3. Soit § < a. Calculer P(D < 6).
SOLUTION DE L’EXERCICE 3.49
b
La fonction f : t (% - 1) ( - 1) est continue sur ]0, «[, donc il y a d’éventuels
t o —t

problémes de convergence au voisinage de 0 et de a.

Notons qu’il s’agit d’une fonction positive, donc nous pouvons utiliser le critére des équi- ~1 est négligeable devant

valents. . b “ (qui tend vers +o0), donc
.. ¢
Au voisinage de 0, f(t) o @ (ﬁ - 1)- la somme des deux est équi-
b al2 valente au terme prépondé-
Or, (T — 1) est uhe constante, et f 7 dt est une intégrale de Riemann convergente. rant : %
a 0 t

al2 (g b
Donc f (— - 1) ( - 1) dt converge.
0 \/f a-—1
b

b
Au voisinage de «, (i—l) ( —1) ~ (1_1) ,
R B A B A A
a b a a b
Mais f est une intégrale de Riemann convergente, donc f (— - 1) ( - 1) dt
a2 Vo —t & 8 a/2 \Vt Va—t

converge.

La fonction ¢ +— a cos® t est de classe 6! sur [0, Z1], strictement décroissante et 4 valeurs
dans [0, ].
Sion pose u = a cos? t, alors dt = —2a sin u cos udu et donc

“(a b 0 a b .
fo (ﬁ_l)(va—t_l) dt__zafn/z(\/acoszu_1)(\/a(1—c052u)_1>Smucosudu
=2f”/2(a—\/5cosu)(b—\/asinu) du
0

/2 /2 /2 /2
:2f abdu—Za\/Ef sinudu—ZbVEf cosudu+2af sinu cosu du
0 0 0 0

. /2
s1n2u]

0

=mab — 2\a(a + b) + 2«

=mab — 2Va(a + b) + a.

Par transformation affine de loi uniforme, —Xj suit la loi uniforme sur [~a, 0].
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Les variables Xy et =Xy étant indépendantes, une densité de Z, est donnée par

o) = f Feu(®)foxy(x — 1) dt.

Or, fxy() #0 @ 0<t<aet fx,(x-t)#0 —a<x-t<0&x<t<x+a

0 a

—  —
X xi—a

},X“(X -1)#0

Donc si x < —a, fz,(x) = 0 et de méme, si x > a, fz,(x) = 0.

Si—a < x €0, alors
x*a 11 x+a
fa= [ opd=T50
0 aa a

“11 a-—x
= ——dt = .
fZ“(x) \L aa

Etsi0 < x < q, alors

a2

De méme!, on prouve qu’une densité de Zj, est donnée par
x+b : b<x<O0
2 SI =0 XS b—|x]| .
b 5o Si- b<x<b
fzb(x)z 2 si0<x<b = .
. 0 sinon
0 sinon

Puisque Z,(Q) = [—a, a), il vient Z2(Q) = ]
Etdonc P(Z2 < x) =0six <Oet P(Z2 < x) = 1six > a°
Si x € [0, a?], alors

5 VX V¥ gt t 2
Fpx)=P(Z2<x)=P(-VX<Zs<VO) = | fr()dt=2 Lar=2|t- =
a 7@ O a

a 2a|,

Il est alors facile de prouver que F,2 est continue en 0 et en a?, et donc que F2 est une

fonction continue sur R et ‘6! sauf peut-étre en 0 et en a°.

Par conséquent, Z2 est une variable A densité, et une densité en est donnée par

—%:%(\%—1) si0<x<a

sinon

1 2
fzg (x) = a‘/)?
0

On en déduit de méme qu’une densité de Z7 est

1 (b _ ,
fzg(x): ﬁ(a—l) si0<x<b

0 sinon

Ona D? = ZZ + Z. Par le lemme des coalitions?, les variables Z2 et Z7 sont indépendantes
car Xy, X Yn et Yy le sont. Une densité de D? est alors donnée par

fot = [ frafpe-ndi= [ faofe-od

Notons que pour calculer P(D < 6) = P(0 < D? < 6?), nous n’avons besoin de connaitre
une densité de D? que sur lintervalle [0, 0%] c [0, a?].

1
Or,pour 0 < x <a,ona fu(t) = - (i —1) et
a a

Vi

fzi(x—t)¢0<:>0<x—t<b2(:)x—b2<t<x.

Donc, pour x € [0,a%], ona

*1(a 1 b 1
sz(X)Zj(; ;(ﬁ—l)p(m—l) dtzﬁla,b(x).

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR

LEn changeant les a en b.

2 Nous verrons ce résulcat
plus tard, mais il est trés
intuitif : Z, est formé
partir de Xnr et Xag, et Zp 2
partir de Yx et Yar.

Comme ces variables sont
indépendantes, il doit en étre
de méme de Z,; et Z,.
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Ainsi, il vient? 3Dne prend que des valeurs
positives, donc
62 02 1 ) 5
P(D<6)=P(D*< 6% = fpe(x)dx = f ﬁfa,b(x) dx. [D < 6] = [D* < 6°].
—00 O

En utilisant le résultat de la question 1, on a donc

92
:%bz f (mab - 2v/x(a + b) + x) dx
a 0

760% 4da+b 3 64
= - = 0° + .
ab 3 a2b? 2a2b?

P(D < 0)

Convergence en loi du produit de n lois uniformes sur [0, 1].
Soit (X,)nen- une suite de variables aléatoires indépendantes, définies sur un espace probabilisé (Q, &, P) et de
méme loi uniforme sur 'intervalle [0, 1]. On note F la fonction de répartition de X;.

n
On pose pour tout n € N*, Z,, = nXk et pour tout k € [1,n]], Yy = —In X¢.
k=1

1. (a) Calculer pour tout s € N, E (Z3).
(b) Quelle est laloi de Y; ?

n
(c) En déduire laloi de T, = Z Y.
k=1
(d) Déterminer une densité fz, de la variable aléatoire Z,.
2. Soit r un entier naturel et z €]0, 1].

(a) Erablir la convergence de l'intégrale f (~Int)" dt.
0

(b) A l'aide du changement de variable y = —Int dont on justifiera la validité, montrer que I'on a :
[, o (—Inz)k
Z Y dy = Ak
r!ﬁlnzye dy zka:;) 0

(c) En déduire la fonction de répartition Fz, de Z,.

3. Etudier la convergence en loi de la suite de variables aléatoires (Z,,)nen-.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.50
1.a. Puisque les Xj sont indépendantes, il en est de méme des X7, et donc, sous réserve d’exis-

tence des E (XZ) ,ona

E(z)) = E(ﬁ Xz) [1EGD = (B

=1

Mais, par le théoréme de transfert,

1
1
E(X?) = Sdx = .
()= [ wdr= =5
Etdonc E(Z3) = !
s+ 1)k
1.b. Puisque X est a valeurs dans ]0, 1], ¥; = —InX; est & valeurs dans R,.. Ainsi, pour x < 0,

P(Y1 < x) = 0. Et pour x > 0,

PYi <x)=P(-In(X))<x)=PX1 2e®)=1-PX1 <e*)=1-P(X; < e ) =1-¢".
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Et donc la fonction de répartition de Y; est donnée par

0 six <0

1—-e™ six=0

Fy,(x) = {

Donc Y; suit la loi exponentielle £(1).
Puisque la loi §(1) est aussi la loi y(1), par stabilité des lois gamma!, T,, suit la loi y(n).

I est évident que Z, est & valeurs dans ]0, 1], et donc Fz,(x) = 0six < 0 et Fz, (x) = 1si
x> 1.

D’autre part, on a In(Z,) = ZlnXk =— Z —In Xy = -T,, et donc, pour x €]0,1],
=1 =1

Fz (x)=P(Z, <x)=P(InZ, <lnx)
=P(T, > —Ilnx)
=1—FTH(—11’1X)

Puisque T,, est 2 densité, Fr, est continue sur R et 6! sauf éventuellement en un nombre

fini de points.

Donc déja, Fz, est continue sauf éventuellement en 0 et en 1.

Lorsque x — 0%, onalnx — —coetdonc lim Fz,(x) = lim (1 - Fr,(-lnx)) =0 =
+ x—0* x—07*

x—0
Fz,(0).
Puisque d’autre part, Fz, est continue 2 gauche2 en 0, elle est continue en 0.
De méme, lorsque x — 17, 111111 Fz, (x) =1-Fr,(0).

x—1"

Et puisque T, est a valeurs positives, Fr, (0) = P(T, < 0) = P(T,, = 0) = 0.

Et donc Fz, est continue en 1, et donc continue sur R.

De plus, par composition de fonctions @1, elle est 6! sauf éventuellement en 0 et en 1, de
sorte que Z, est une variable 4 densité.

Par dérivation d’'une composée, une densité de Z, est donc

%an(—lnx) six €]0,1] _ ﬁ(—lnx)"‘1 six €]0,1[

0 sinon 0 sinon

Iz, =

Le probleme de convergence de I'intégrale est au voisinage de 0.

. . , 1
Mais par croissances comparées, ona (—Int)" = o (— .

t—0% \/E
z 1 z
Et donc, puisque l’intégrale3 f 7 dt converge, il en est de méme de f (=Int)" dt.
0 t 0

La fonction t +— —Int est €' sur 0, z], et elle y est strictement décroissante, donc le
changement de variable est égitime.
On a alors, sous réserve de convergence,

+00 z dt z
f yeYdy = f (=lnt)y't— = f (=Int)"dt.
“lnz 0 t 0

Or, nous avons prouvé a la question précédente que cette intégrale converge.
Montons donc par récurrence sur r que

1 (* —_— S (—Inz)k
ﬁj; (—lnt) dt—ZkZ:OT.

Pour k = 0, c’est évident, puisque f (-lnt)’dr = .

Supposons donc que le résultat vrai au rang r. Une intégration par parties nous donne,
pour tout A €]0, z],

1 ‘ r+ 1 112 1 z .
(r+1)!L(—1nt) 1dt:—(r+1)! [t(—lnt) 1]A+ﬁfA(_lnt) dt

_z(=In2)*" A(=lnA)* 1 (F .
T+ G+ ) +r_!fA(_lnt) dt.

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR

I Les Xy sont indépendantes,
donc les Yy le sont aussi.

Croissance de I'exponentielle.

Nous connaissons une den-
sité de T, qui est continue
sur R¥, et donc Fr,, est 6!,
sauf éventuellement en 0.

2 Elle est constante sur R_.

3 De Riemann
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Et donc aprés passage 2 la limite A — 0, il vient

z r+ r+1
- Jo

On en déduit donc que pour tout r € N,

%fm _ydy——f( Ity dt = Z( LE

—In

2.c.  Nous savons déja que Fz, (x) =0six < 0et Fz,(x) = 1six > 1.
Et pour x €]0, 1[, on a donc

+00 n _ k
Fz (x)=P(Z, <x)=1-P(T, > lnx):Lf y"_le_ydyzxxz(le).
—Inx

(n—-1)! = k!
3. Pourx€]0,1],ona
— Méthode
_ (=In x)k (- ln x)k “lnx _ La limite ainsi obtenue n’est
Fz,(x) = x X Z A = Z = xe =1 pas une fonction de réparti-
k! tion, car elle n’est pas conti-
o nue 2 droite en 0.
Et donc il vient Toutefois, en changeant sa
0 six<O valeur en 0, on obtient une
Fz,(x) — n—sto0 {1 six>0 4 fonction de répartition : celle
d’une variable certaine.
0 six<O Comme la convergence
Mais la fonction F : x ] est la fonction de répartition d’'une variable aléatoire en loi ne regarde que les
1 six> points de continuité, ce qui
certaine égale 3 0. se passe en 0 n’a donc aucune
Elle est continue, sauf en 0, et donc en tout point x ou F est continue, on a lirP Fz,(x) = ‘mporance.
n—+oo

F(x).

Et donc ceci prouve que Z, 0.

Remarque : ce résultat n'est pas vraiment surprenant est était largement prévisible. En eﬁ%t, Zn
est le produit de n nombres entre O et 1, et donc plus n est grand, plus la valeur de Z,, doit étre
petite. Notons que ceci reste une intuition, et qu'on ne peut se passer de calculs pour prouver ce
résultat (un produit de n nombres entre O et 1 ne tend pas nécessairement vers 0 lorsque le nombre

n/ n-o+c
Notons qu'il ne serait pas trés difficile de prowver la convergence en probabilités de Z,, vers 0. Si on
sait alors que la convergence e probabzlztes 1mpllque la convergence en loz alors le résultat de cette
question 3 s'obtient sans passer par ce qui précéde.

n
de termes tend vers +oo, par exemple (1 - —) — e,

O

Inégalités de concentration : Markov, Bienaymé-Tchebychev et leurs variantes

Majoration du reste d’une série exponentielle

On considére une variable aléatoire X définie sur un espace probabilisé (Q, ¢/, P) qui suit une loi de Poisson de
parametre A > 0.

1. Soit ¢ un réel strictement positif. Montrer que la variable aléatoire e’ admet une espérance et la calculer.
2. Soit n € N. Prouver que P(X > n) < e"'"E (e'X).

+00 Ak A n
3. En déduire que : o < e” (—) .
P k! n
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SOLUTION DE L’EXERCICE 3.51
1 1 Absolue, mais il s'agit d’une

Par le théoréme de transfert, on a, sous réserve de convergence
série A termes positifs.

E(e'X) = Z e'"P(X = n)

+00 /‘ln

Sl
=0 n.
+00
_ A"
St
n=0
— A exp (et/l) Ona reconnu une série
) exponentielle, donc conver-
= exp (/1(6 - 1)) . gente, donc E (e?X) existe.

Notons que [X > n] = [e'X > e'"] et donc par I'inégalité de Markov appliquée 2 ', qui
est bien positive et admet une espérance,

< eftnE(etX) .

P(X > n)=P(e'™

WV

o
3
~—"

N

En utilisant ce qui précede, il vient
P(X >n)<eMexp(Me’ - 1)).
Ceci étant vrai pour tout t > 0, cherchons la valeur de ¢ qui minimise
e Mexp(A(e’ = 1)) = exp(—tn+ A(e’ = 1)).

Soit donc f(¢) = —tn + A(e’ — 1). Alors f est dérivable, et f’(r) = —n + Ae’, de sorte que
n
f’(t)zo@t:ln(z

. n :
Et donc f est décroissante sur [O, In (Z)] et croissante sur [ n ( , 00

>| 3
~——

Elle admet donc un minimum en In (%), qui vaut f (ln( ) = —nln( ) + A (Z - 1)
—nln(%) +n-A

On en déduit, pour ¢ = In (%) que

P(X > n) <exp (—nln (%) +n —/1) < (/—1)” ee .

n

Mais puisque d’autre part, X est 4 valeurs entiéres, on a

+00 too /Ik
P(X>n)=ZP(X=k)=e‘AZF
k=n k=n

Et donc il vient, aprés division par e™*,

Convergence en probabilités
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Déterminer une suite (X,)nen- de variables aléatoires telles que :
e chacune des variables X, ne prenne que deux valeurs

e (X,)nen+ converge en probabilités vers la variable nulle

e lim E(X,)=1
n—+0o

e lim V(X,) = +o.
n—+oo

. P .
SOLUTION DE L’EXERCICE 3.52 Puisque nous voulons que X, — 0, il semble
légitime d’essayer dutiliser des variables aléatoires qui prennent la valeur 0, avec une

probabilité qui tend vers 1.

1
Essayons par exemple P(X,, = 0) =1 - —.
n

On a alors, pour ¢ > 0,

1
P(X,-0|>e) < P(X,20)< - — 0.

n n—+oo

Et donc X, =o.

. 1
Notons alors a, I'autre valeur prise par X, de sorte que P(X, = a,) = —.
n

2
a

On aalors E(X,) = 2 et E(X2) = 2.
n n

Par la formule de Huygens, on a V(X,,) = E(X2) — E(X,,)?, et donc si on arrive 2 avoir
E(X,) — 1letE (X,)> — +oo, alors automatiquement, on aura V(X,) — +oo.
n—+o0o n—+oo n—+o0o

La condition E(X,,) —> 1 est satisfaite si et seulementsia, ~ n.
n

—+00 n—+oo

Prenons donc a, = n. Onaalors E(X2) =n — +oo.

n—+oo
Ainsi, la suite de variables aléatoires définies par

Xp(Q) = {0, 1}, P(Xy = 0) = 1 = L. P(X, =) =
n n

vérifie bien toutes les conditions requises par 'énoncé.
Commentaires : o les calculs n'ont rien de difficile, toute la difficulté réside ici dans la prise
d'initiative : comment démarrer un tel exercice ? Il faut ici un peu d’intuition pour penser a

1
chercher des variables avec P(X,, = 0) =1 — -~

1
o Il w’y a pas du tout unicité de la solution, par exemple, en gardant P(X,, = 0) = 1 — —, prendre
n

w’importe quelle suite (an) équivalente a n pour la seconde valeur de X, convenait. De méme, nous
1 , .,
aurions pu prendre P(X, = 0) = 1 — — ou méme plus généralement P(X,, = u,) = v, avec (uy)
n
w’importe quelle suite de limite nulle et (vy,) n’importe quelle suite de limite égale a 1.
]

Moyen
Convergence en probabilités de sommes et de produits.

Dans cet exercice, toutes les variables aléatoires sont définies sur le méme espace probabilisé (Q, 4, P). Soit
(X)n» (Yn)n deux suites de variables aléatoires et X, Y deux variables aléatoires.
On suppose que (X,), converge en probabilité vers X et que (Y,), converge en probabilité vers Y.

1. Vérifier que XY, — XY = (X, = X)Y + (Y, — V)X + (X, = X)(Y, = Y).
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Soit € > 0. On pose :
Ap = [IXnYn = XY| > €], By = [IXy, = XIIY] > ¢/3], Cu = [|Yn = YIIX] > ¢/3], Dy, = [IX;, = X||Yn = Y| > ¢/3].

2. Montrer que P(A,) < P(B,) + P(Cy) + P(Dp).
3. Soit § > 0.

(a) Montrer qu’il existe un réel A > 0 tel que pour tout t > A, P(|Y| > t) <
(b) Montrer que pour tout t > 0, P(B,) < P (lX,2 -X| > %) + P(|Y| > t).

. q . g
(c) Soitt > A. Montrer qu’il existe un entier Ny tel que pour tout n > No, P (IXn -X| > %) <3

(d) En déduire que lirP P(B,) = 0.

On montrerait de méme et on admet ici que lim P(C,) = 0.
n—+oo

4. Montrer que P(D,) < P (|Xn -X| > \/g) +P (|Y,, -Y| > \/g)

En déduire que liIP P(D,) = 0.

5. Montrer que la suite (X,,Y,) converge en probabilité vers XY.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.53

1. Cest un simple calcul...
2.a. Sionaalafois X, - X[[Y] < §, [V, - Y[IX| < § et X, = X]|- |V, - Y| < §.
Alors, par I'inégalité triangulaire, on a
|XnYn _XY| = |(Xn _X)Y + (Yn - Y)X + (Xn _X)(Yn - Y)|
< X = X|Y]+ Yy = YIIX] + X, = X] - [Yn = Y]
e €

<£+—+—<£.
3 3 3

Autrement dit, nous venons de prouver que By NCp,ND, C[|IXnYn — XY| <e].
En passant aux événements contraires, il vient

X, Y, — XY| > £] C B, UCy UD,.
Et donc

P(IX, Y, — XY| > &) < P(B, U C, UD,) < P(By) + P(Cy) + P(Dy).
3.4, OnaP(Y|> 1) =1-P(Y| <t
Or, |Y] est une variable aléatoire sur (Q, «/, P), donc sa fonction de répartition tend vers 1
1)
en +oo et donc tlim P(|Y| > t) = 0. Ec donc! il existe A > 0 tel que pour t > A, g(x) < > ! Cest 1a définition d’une
oo limite.
1)
Et donc pour t > A, 0 < P([Y]| > 1) < g(t) < >
3.a.ii. Comme 2 la question 2, on a
€ £
e [|xn ~X| < 5] c [|x,, -xivl < 5.

[ S———
=B,

Et donc
P(B,) < P (|X,, ~X|> %) +P(|Y] > 1)
3.a.ii.  Cest la définition de X, —> X puisque lim P (lX,, -X| > %) = 0, il existe donc
n—+oo

£ 1)
Ny eNtelpourn>N0,P(|Xn—X|> 5) < 5
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Soit § > 0 fixé. Et soit alors A comme 2 la question 3.a, et t > A.

1)
On a alors, pour tout n € N, P(B,,) < P (|X,, -X| > %) *+ 3

Eten particulier, si Ny est comme 2 la question 3.c, pour n > Ny, on a 0 < P(By) < é.
Autrement dit, nous venons de prouver que pour tout § > 0, il existe Ny € N tel que pour
n = Ny, |P(B,)| < 6.

Nous reconnaissons 13 la définition de lim P(B,) = 0.

n—+oo

Toujours comme a la question 2, on a, par passage aux événements contraires,

X, — X]| < \/E A 1Y, - vl < \/E c [an—XHYn—YI < 5].
3 3 3
=D,
Et donc

P(D,,)sP([an—X|>\/§] U |Y,,—Y|>\/§]) <P([|Xn—X| > \/g

Puisque X, LX, ona lim P([lX,, -X| > \/g]) =0.
n—+oo

Et de méme, Y, 2, Yetdonc lim P ([|Yn -Y| > \/g])

n—+oo

Jor (-1 2]

On en déduit que lim P(D,) = 0.
n—s-+oo
Draprés la question 2, et les résultats de 3.d et 4, on a

0 < P(A,) < P(By,) + P(Cp) + P(Dy,) .

— 0
n—+oo

Et donc par le théoréme des gendarmes, lir}rl P(A,) = 0.

) p
Autrement dit, X, Y,, — XY.

Convergence en loi

Si la définition de la convergence en loi fait appel aux fonctions de répartitions, on n’oubliera pas que si les X,, et X sont

des variables aléatoires A valeurs entiéres, alors X,, — X si et seulement si Vk € Z,P(X, = k) — P(X = k).
n—+oo

Convergence en loi du minimum de lois géométriques.

Soit (X;)ien une suite de variables aléatoires indépendantes, définies sur un méme espace probabilisé (Q, o/, P) et
soit (p;)ien+ une suite de réels de 0, 1[ telle que pour tout i € N*, X; suit la loi géométrique de paramétre p;. On
pose, pour tout i € N*, g; = 1 - p;.

On pose, pour tout n € N*, Z, = min(X1, ..., X,).

1. Calculer, pour tout k € N*, la probabilité P(Z, > k). Quelle est la loi de Z, ?

. 1 . . -
2. On suppose que pour tout i € N*, ona p; = TSN Montrer que la suite de variables aléatoires (Z,,)nen-
i+
converge en loi vers une variable aléatoire dont on précisera la loi.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.54

Pour k e N*,ona

+00 +00 +00 +00
. : 1
P(X; > k) = P(X; =¢) = : 6_1 = p; ,+k_1 = p; IF_1 = p; k_l— = ].(_1_
X ) ;C (X ) ;plql pi JZ(; qjl Pid; 120 qi Pid; 1-g; 4 P(X; > k) est la probabilité

d’avoir besoin d’au moins k

essais avant l’ﬁtevion d’un
. . VIENNEY

premier succes.

C’est donc la probabilité

d’avoir eu k — 1 échecs lors

dan Lo 4 svememntmonn moomtn A n o
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Par indépendance des X;, on a alors

Et donc, Z,, étant A valeurs entiéres,

n k-1 n k n k-1 n
P(Zy = k) = P(Zy > k)=P(Zy > k+1) = (1_[ q,-) —(ﬂ ql-) =( ql-) (1 - ]_[qi).
i=1

i=1 i=1 i=1

n

On reconnait alors la loi géométrique de paramétre 1 — n qi-
i=1
Dans ce cas, on a alors, pour tout n € N*,

1 1-(i+1)> i(i +2)
TI%"EJ( a+1ﬁ)=[1 i+ 12 r10+1y

n

[]qﬁa+a nifﬁk
=l =l _ =l k=3

_ (i[(iﬂ))z [l

1 n+2_ n+?2
n+l 2 2n+1)

n
1
Et donc l_lqi — -
i=1

n—+oo 2

i=
Ainsi, pour tout k € N*, on a

n n k-1 1
P<Zn=k>=ﬂqf(1-ﬂqi) " B

i=1 i=1

——— —
1
— 1 — L1
n—+oo 2 n—+oo 2k=1

1
Mais si X suit une loi géométrique de paramétre 5 alors pour tout k € N*, P(X = k) = —

. . (1 £ N 1
Puisque les Z, et X sont a valeurs dans N*, on en déduit que Z, — X, ou X < 4 (5)

O

Loi d’Euler.

2
w(eX +eX)
Montrer que g est une densité de probabilités (on pourra utiliser le changement de variable t = e*.)

1. Soit g la fonction définie sur R par g(x) =

Dans la suite, on note X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Q, ., P) admettant g pour densité.
2. Déterminer la fonction de répartition Fx de X.
3. Montrer que X admet des moments de tous ordres et calculer son espérance.
4. On pose Y = eX.
(a) Montrer que Y est une variable aléatoire 2 densité et en déterminer une densité.
(b) La variable aléatoire Y admet-elle une espérance ?

5. On considére une suite de variables aléatoires (Y,)nen+ définies sur le méme espace probabilisé (Q, «/, P),
indépendantes, et suivant toutes la méme loi que Y. Pour n € N*, on pose M,, = max(Yy,...,Y,).
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(a) Déterminer la fonction de répartition de M,,.
(b) Pour n > 1, on pose Z, = A Montrer que la suite (Z,),en- converge en loi vers une variable aléatoire
n

dont on donnera la loi.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.55

Il est clair que g est positive et continue sur R.
De plus, en utilisant le changement de variable t = e*, qui est légitime car la fonction

. ) . dt
exponentielle est 6! et strictement croissante sur R, ona x = Int et donc dx = - de sorte

que, sous réserve de convergence,
On n’oubliera pas de changer

fﬂo 2 d eroo 2 dt 2 f+°° dt les bornes : lorsque x — —oco,
-  dx= [ . _ X
oo (X +e7X) 0 ﬂ(t+%) t T Jo 1+ 12 t=eX—0.

. . N\ . 7’ 7T
Or il est bien connu que cette derniére intégrale converge et vaut 5 de sorte que

+00
f g(t)dt = 1, et donc g est bien une densité de probabilités.

(o]
Soit x € R. Alors, 4 'aide du méme changement de variable que précédemment, on obtient

x

* 2 (€ 1 2
Fx(x)=P(X <x) = f g(t)dt = —f dt = —Arctan (e¥).
o xJo 1+1¢2 T

FIGURE 3.8— La densité g.

Soit k € N. Par le théoréme de transfert, on a, sous réserve de convergence,

B = fj‘” 2tk

———dt.
o (et +e7?)

k
. t ~ ., .,
La fonction t — —— est de méme parité que k, et donc dans tous les cas, I'intégrale
el + e
+00 k
converge si et seulement si f ———— dt converge.
t -t

0 e +e

tk +00
Mais au voisinage de +c0, ———— ~ tke=t et nous savons que tke tdt =T(k+1)

et + et to+c0 0

converge.

+00
Donc f tkg(t) dt converge, et donc E(X*) existe.

(o)
En particulier, pour k impair, par imparité de la fonction ¢ — t*g(t), on a E(X¥) = 0.
Et notamment, pour k = 1, E(X) = 0.
Il est évident que Y est 4 valeurs strictement positives, et donc pour x < 0, P(Y < x) = 0.
Pour x > 0, il vient, par croissance du logarithme,

P(Y<x)=PEX <x)=P(X<Inx) = ;Arctan(x).

2A :
L. ZArctan(x) six =0
Ainsi,ona Fy(x) =147~ (x) 7
0 sinon
Cette fonction est clairement 6! sur R*.
Elle est continue en O car lin% Arctan(x) = 0.
X—

Et donc Y est une variable 3 densité, dont une densité est

2 1 :
fy'tl—){;m Slt?O

0 sinon
. 2 oo .
Au voisinage de +o0, on a t fy(t) e T de sorte que f tfy(t)dt diverge, et donc Y
—+00 JT oo
n’admet pas d’espérance.
Par indépendance des Y;, on a, pour x € R,
Notons en particulier que
" z (2Arctan(x))” six >0 iable 3 densité
M, est une variable 3 densité
<x)= <] = L <x)={'" n : ’
P(My < x) =P (Q[Y’ ]) !:1[ P(Y; < x) {O sinon puisque cette fonction de

répartition est continue sur R

et 6! sur R*.
HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR M. VIENNEY
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Il est évident que Z, est 2 valeurs positives, et donc pour x < 0, P(Z, < x) = 0.
Pour x > 0,0na

n n n 2 n\\"
PZ,<x)=|—<x :P(Mn>—)=1—P(Mn<—):1— —Arctan(—) .
M, x x T x Disons que ce résultat est
classique des sujets de pa-
On a . risiennes. Le candidat qui
2 n 2 n le connait aura le droit de
=Arctan = || =exp|nln|=Arctan(=]]|. Puciliser tel auel
p X p X utiliser tel quel.
Rappelons que pour le dé-
Or, il est classique que pour tout x > 0, montrer, il s'agit de dériver la
fonction
1 T 1
Arctan(x) + Arctan )_C = E . x + Arctan(x) + Arctan (;)

sur R} et de constater que

Et donc en partICUhCr’ la dérivée étant nulle, cette

Arctan (E) =Z_ Arctan (f) . fonction est constante.
x 2 n
2 2
Et donc In (—Arctan (f)) =In (1 — ZArctan (f))
T n b q n
Lorsque n — +oo, d — 0etdonc =Arctan (f) — 0. On a alors
n n—o+oo T n n—+oo
2 2 2
In (1 - —Arctan(f)) ~ ——Arctan (f) ~ __f_
T n n—+oo T n/ n—+oo T n
Ainsi,
2 2 2
nln (—Arctan ()—C)) ~ p2r o, =
T n n—+oo JT N n—+c0 T
Et donc par composition de limites,
2x

P(Zn<x) — 1-e#%,

£ 2
Etdonc Z, = Z,ou Z — & (—)

T

O

Convergence en loi dans le probleme des anniversaires.

Dans tout I'exercice, d désigne un entier naturel tel que d > 2.
1 lxVd]
1. Soit x un réel strictement positif. Déterminer lim - Z k.
d—+oo d
k=1

In(1 - x) +

2. (a) Montrer que la fonction f définie sur | — 1, 1[\{0} par f(x) = X admet un prolongement

2
X
par continuité en 0.

LxvVd]

. . . k
(b) Déterminer dhm ; In (1 - E)

—+00

Soit (Up)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur le méme espace probabilisé (Q, «/, P) suivant
toutes la loi loi uniforme discréte sur [[1,d].
Soit Ny la variable aléatoire définie sur (Q, </, P) par

Yo € Q, Ny(w) = min{i > 2 tel que Uj(w) € {Ui(w), ..., Ui—1(w)}}.

3. (a) Montrer que pour toutn € Ntel que2<n<d,ona
1 2 n—1
P(Nd>n)—(1—5)(l—g)(1— d )

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR M. VIENNEY



http://www.ecs2-fauriel.fr

2.b.

3.6. CONVERGENCE DES VARIABLES ALEATOIRES

247

(b) Déterminer la limite en loi de (%) lorsque d tend vers I'infini.

d
4. (a) Montrer que E(Ng) = ZP(Nd > k).
k=0

+0o d
(b) En déduire que E(Ny) = f (1 + E) e”'dt.
0 d

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.56

LV (V) (1xVd) + 1)
nous dit que k= : .
k=1
Mais, puisque xVd—1 < [xVd] < xVd,ona 1- ﬁ < LigJ

1

Une formule bien connue

< 1 et donc par le théoréme

des gendarmes,

RERY]
im =

d—+00  xA\/d

1o [x\/c_lj i xVd.

—+00

On en déduit que

2
1 [xVd] 1 (x\/c_i) $2 2
p— ~ p— ~ —_— % —_
d d—+o0 d 2 dot+co 2 dotoo 2
k=1
x2 x2 x2
Au Voisirllage de 0,In(1 —x)+x=—-x— 5 +.0 (x?) +x = -5+ 0 (x?) Rt
1-x)+ 1 1
Et donc n(—;c)x ~0 T3 Ty de sorte que f est prolongeable par continuité en
X xXx— xX—
1
0 en posant f(0) = —5

Puisque f est continue en 0, il existe § > 0 tel que |x| < § = [f(x) — f(0)] < 1. Soit encore

In(1 - 1 2
w+§‘ <le 1n(1—x)+x+% < %2
k d d
Mais pour 1 < k < [xVd],ona0 < 5 < %, et dlim xT = 0, de sorte que pour d
—+00
k
suffisamment grand, et pour tout k € [1, [xVd]], ‘E < 4.
1l vient donc, pour tout k € [[1, |xVd]],
In(1 k +k+k2 <k2
d) d 242 &
Et donc
5| < IR ARy
i d po d 2 — d Pt d d 2d
LeVd) o
<) =

Et par conséquent, pour d suffisamment grand,

2N Y 1= Y E S E
2 2
2k=1d 1 d d 2k:1d

Mais a l'aide des mémes méthodes qua la question 1, on prouve que

1 LxVd] 2 ([x\/a) ([x\/aj + 1) (ZLxX/EJ + 1) 3
ﬁ Z - 6d? d—:%—oc ﬁ

k=1

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR
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un autre !

Inégalité triangulaire.
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Et donc en particulier, cette somme tend vers 0.
[xVd| k [xVd| k
On en déduit donc que Z In (1 - —) +

- —
d d d—+c

Et donc en utilisant le resultat de la question 1 il vient donc

Notons que la variable aléatoire prend comme valeur le numéro du premier tirage qui
donne un numéro déja sorti.
On a donc [Ny > n] si et seulement si les n premiers tirages ont tous donné des numéros
distincts.
Notons que [Ng > n] = [Ng > 1] N[Nz > 2] n
alors la formule des probabilités totales :
P(Ng > i) =P([Ng>n] =[Ng > 1]N[Ng>2]N---N[Ng > n])
= P(Ng > 1)Pin;>1)(Na > 2)P(ng>11n] Nd>21(Nd >3)--
= P(Ng > 1)Pin;>11(Ng > 2)P|n,>2)(Ng > 3) - -

43 ),

Notons que N, prend ses valeurs dans R+ et donc NV Vi 4 prend également ses valeurs dans

R+ .
Pour x >

N [Ny > n]. Ceci nous permet d'utiliser

Ping>11n--n[Ng>n-1](Ng > n)
Nd>n 1 (Nd > n)

0, on a alors

(e

Et Ny étant 4 valeurs entiéres, ceci est égal 2 1 — P(Ny > |xVd)).

) P(Ny < xVd) =1 - P(N; > xVd).

Mais puisque xVd = .0 (d), pour x fixé, et pour d suffisamment grand, 2 < xVd < d, de
—+00

sorte qu'on peut utiliser le résultat de la question précédente :

(e (i 000 (- =5)

Pour déterminer la limite de ce produit, passons plutét aux logarithmes, pour faire apparaitre
des sommes :

[xVd]-1 [xVd] 2
R B R
= —————

— 0

Et donc par continuité de I'exponentielle,

. 1 2 Lx\/aj_l _—x%/2
dw(l‘a)(“a)'“(l‘T)—e :

lim

Et par conséquent,

On a donc
. N, 0 six <0
lim P|—= <x|= 2
d—+eo \ /g 1—e™ six >0
On vérifie aisément qu’il s’agit d’'une fonction de répartition, d’une variable 2 densité
six <0

admettant g : x , .
six >0

xe 12

Ny . . -
Et donc (T converge en loi vers toute variable admettant g pour densité.
d

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR
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— Astuce

L’intersection que nous ve-
nons d’écrire est absolument
triviale puisque pour tout i,
[Nd > i] C[Nd > i—l].
Toutefois, elle permet de
faire apparaitre les pro-
babilités conditionnelles
P(N,>i-1](Ng > i), qui sont
faciles A calculer : il s’agit
de la probabilité que U; ne
prenne pas I'une des i — 1
valeurs différentes déja prises
par Uy, ..., Uiy :cClest
donc 1 - %.

On pourrait en fait faire
beaucoup mieux en disant
que Ny prend ses valeurs
dans [2, d + 1].

Cette loi est appelée loi de
Rayleigh. C’est par exemple
la racine carrée d’une loi
exponentielle £(1/2).

M. VIENNEY
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Puisque Ng(Q2) = [2,d], on a

d d d d i-1 d
ZP(Nd > k) = Z Z P(Ng = i) = ZP(Nd =) = ZP(Nd = i)i = E(Ny).
k=0 k=0 i=k+1 i=1 k=0 =1
Notons que Pexpression de P(Ny > n) obtenue 2 la question 3.a peut encore s’écrire
d-1d-2 d-n+1 d!
P(N, = - = .
(Na >n) = === d d—-n)d
On a alors
v gy Lfdy1 e Lfdyn &
1+-) efdt= — the ! dt = — =) P(N, = E(Ng).
[ S8 o S S

Quelques commentaires : un exercice relativement classique est que dans une classe de plus de
23 éleves, il y a plus d’une chance sur deux que deux éléves aient leur anniversaire le méme jour.

Pour faire le lien avec cet exercice : pour d = 365, pour quelle valeur de n a-t-on P(Ng > n) < 5 ?

La valeur 23 peut s'obtenir facilement a l'aide d’un programme qui testerait une a une toutes les

valeurs de n jusqu’a obtenir P(Ng > n) < 5

Mais si on approxime® —22 par une loi de Rayleigh, on a alors 2 On peut considérer que
V365 365 est suffisamment grand
pour que cette approximation
1 Nies n 1 —x2/(2x365 1 soit satisfaisante, mais aucun
P(N365>n)<—(:>P( > — <—C>1—€x/(>< )S— PUM ’
- 2 v Ve 2 2 outil théorique ne nous le
365 365 garantit.

ce qui permet aisément de retrouver n > 23.
De méme, combien d’éléves faut-il dans une classe pour qu'il y ait 9 chances sur 10 que deux aient
la méme date d’anniversaire ? O

Convergence en loi et lois y.

On considére un espace probabilisé (Q, &, P) et Z une variable aléatoire définie sur cet espace suivant la loi normale
centrée réduite.
Pour tout réel v > 0, S,, désigne une variable aléatoire sur (Q, ¢, P) suivant la loi y(v).

1. Soit (vp)nen+ une suite de nombres réels strictement positifs, strictement croissante et non majorée.

. .. . V,
Justifier la convergence et trouver la limite de la suite (I' "J) .
Vn neN*

2. On considére une suite (X,)nen- de variables aléatoires définies sur (Q, ¢4, P), mutuellement indépendantes

. , , X 1<
et suivant chacune la loi exponentielle de paramétre 1, et pour tout n € N*, on note Z, = ? Z(Xk -1).
n
k=1

(a) Justifier la convergence en loi de la suite (Z,,),en+ vers Z.

(b) En déduire la convergence en loi de la suite des variables aléatoires (Spv,1 = Lval)-

1
Vi
3. Pour tout n € N*, on note 6, = v, — | Va .

(a) Justifier, pour tout x > 0, I'inégalité P(Ss, > x) < P(S; > x).
Sn

'

4. A laide des résultats précédents, établir la convergence en loi vers Z de la suite des variables aléatoires

1
\/_V_n(sv" - Vn)~

(b) Montrer que la suite des variables aléatoires converge en probabilités vers 0.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.57
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Pour tout n € N*,ona v, — 1 < |v,] < v, et donc

1 n
1__<|_VJ
Vn Vn

<1

Puisque (v,) est croissante et non majorée, on a alors v, — +oo et donc, par le théoréme

. vV,
des gendarmes, la suite (I' r

) converge vers 1.
vn /,

Puisque les X; ont pour espérance 1 et pour variance 1, Z, est la variable centrée réduite
n

associée 2 Z Xk Et donc, les X; étant indépendantes et identiquement distribuées, par le
k=1

P .. %
théoréme central limite, Z, — Z.

Lvn]
Notons que S}, suit la loi y([v,]), tout comme! Z Xk. ! Cest la stabilité des lois y,
k=1 puisqu’une loi £(1) est aussi

\ . o une loi y(1).
Drapres la question 1, [v,] ~ v, — +ooet donc Ly, — Z. !
n

—+400 n—+co
1

Vi

Et puisque —(S|y,,| — Lvn]) @ méme loi que Z|,, |, on a donc

L (-l S 2.

VI.VnJ

De plus, on a

1 [Val 1

—= (St — Lval) = 4| == x (Stvs = Lval)-
Vn Vn V Lvn]

v ) : ) , . )
Or,ona Lvn] — 1 et donc, si on voit cette suite de réels comme une suite de variables

V, n—o+eo

.. . [va] P
aléatoires certaines, on a alors — 1.
Vn
Par le lemme de Slutsky, on a alors
1 — Astuce
(S|_v |- LVnJ) i 1xZ=2. Lutilisation faite ici de la
VVn stabilité des lois gamma est
assez aStuCieuSe.

Commengons par remarquer que &, € [0, 1[. Notons qu’un réflexe naturel

serait d’essayer d’exprimer

Notons Y, une variable aléatoire indépendante de Ss, suivant la loi y(1 — 6,). les probabiltés de [Sg, > x|
€S probabilites ae (Sn/x

Al(?rs, par stabilité des lois YsSs, +Yn suit la loi y(1), et donc a méme loi que S;. Cet[S > x] 4 laide de deux
Puisque Y, est 4 valeurs positives, on a intégrales. Mais il est alors
trés difficile de prouver que
[Ss, = x] C [Ss, + Y, > x]. la premiére est inférieure 3
la seconde (sauf'si x > 1,
Et en particulier, ona auquel cas on peut utiliser la

croissance de I'intégrale).

P(Ss, = x) < P(Ss, + Y, = x) = P(S1 = x).

Soit & > 0. Alors, par positivité de Ss,,

S
0< P( On | > 8) = P(Ss, > Vne) < P(S1 > \fvpe).
Vn
Mais on a alors,
P(S1 2 \vue) =1-P(S1 < e) — 1-1=0. — B Danger !
—+00

" On aimerait pouvoir dire que
Ss p Xp = Ss,,, mais malheureuse-
Et donc —=~ — 0. ment, ’énoncé ne fait aucune
Vn hypothése sur I'indépendance

Pour tout n, soit X, une variable aléatoire suivant la loi y(8,), indépendante de S, . mutuelle des Sy.

Notons qu’on pourrait faire
nous méme cette hypothése
en expliquant qu’elle ne
HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR change rien IMprYBENREY
convergence en loi n’étant
pas affectée par le fait que
les variables soient indépen-

Alors Sy, | + X, a méme loi que S,,,.
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1 1
Mais \/_V_n (S\_VnJ + Xn — Vn) = \/—V_n (SLan - LVnJ) + \/_V_n (Xn - 5,1) .

Soit ¢ > 0. Alors, par I'inégalité triangulaire, on a

Xn £ On £ 1
<=|Nn <—|cll—=(X, =68, <¢].
| Vil <2 | vl < 2] 3o
Et donc en passant a ’événement contraire?, 2 Rappel : le contraire d'une
intersection est 'union des
1 n € 5n P contraires.
— X, =6 = Cll——=|=z=|V Z =
=] o] < || 7] > 3]0 | ] > 3]
Et donc 5
1 Xn £ n £
OLKP||l—X,,=6,)|=>¢| <P >—-|+P = —.
(‘vv—n(" 2 ) (vv— 2) (vv— 2)
Mais par la question 3.b,
P Xn >f) =S o
\/E 2] no+eo
1) £
Et puisque 0 < §, < 1, alors == — et donc pour n suffisamment grand, | ——| < = et
p q n ‘\/E N> +00 p n g }_\/E 2
6" p—
doncP( =z %) =0.
On en déduit, par le théoréme des gendarmes que
P L Xy —6n)| = 0
_ > _
N Rl
1 P
et donc —(X,, — 8,) — O.
Vn
. 1 2 .
Puisque de plus, \/—_ (Siv,1 = Lval) = Z par la question 2.b, alors, par le lemme de Slutsky,
Vn
1 £ La convergence en loi ne
\/E (SLan +Xn — V") — Z. «regarde» :l,ue la fonction
1 o ) 1 de répartition, donc si deux
Mais — (S|y,,| + Xn — vn) @ méme loi que —(S,,, — v»), et donc suites de variables (X,) et
Vvn M (Yn) sont telles que X, et Yy,
1 ont méme loi, alors X, i Z

<L
— — *
(Svn V") Z. si et seulement si Y,, — Z.

NoA

Théoréme central limite

Convergence en loi d’une suite de variables aléatoires

Soit (Un)nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes, définies sur le méme espace probabilisé (Q, «/, P), de
méme loi uniforme sur ]0, 1].
On pose, pour tout n € N¥,

1
U et Y, = (eX,) V™.
1

Xn =

n

1

Montrer que la suite de variables aléatoires (In Y;,),en- converge en loi vers une variable aléatoire dont on précisera
la loi.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.58 Soit n € N*. Alors on a

1 & 1 C
Iny, —\/ﬁ(1+lan)—\/E(l+Z;1nUi)— $(”+;ani)
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Sil'on pose S, = 3.7, InUj, alors

Soit alors T; = InU;. Nous pourrions calculer une densité de T; afin de déterminer son
espérance et sa variance, mais il est plus simple d’utiliser le théoréme de transfert : sous
réserve de convergence absolue,

1
E(Ty) =f Intdt = lim [tlnt—t]}“ =1
0 A-0*
De méme, on a

1 1
E(T?) = f (nt)*dt = lim f (In t)*dt
0 A=0" J 4

Mais par une intégration par parties, il vient

1 1
f (Int)*dt = [t(lnt)2 —tln t]1— f (Int-1)dt = —~A(n A?+Aln A+Aln A+1+1-A — 2
A A A A—>O+

Donc E(T?) existe et vaut 2. Et donc
V(Ty) = E(TH) - E(T)* =2-1% = 1.
De plus, les T; sont indépendantes et identiquement distribuées, de sorte que

Sp—E(Sy) _ Sp+n

= =IlnY,.
V(Sn) \n
Mais les T; étant i.i.d et possédant une variance, alors par le théoréme central limite, In Y,
converge en loi vers une variable aléatoire X suivant la loi normale centrée réduite. O

Preuve de non convergence en probabilité.

Soit (Xp)nen une suite de variables aléatoires indépendantes, définies sur le méme espace probabilisé (Q, o/, P) et

suivant toutes une méme loi, qui admet un moment d’ordre deux.
On suppose que les variables aléatoires X, sont centrées et réduites.

1. Pour tout n € N*, on pose :

X1+Xo+--+ X, Xne1 + Xp2 + -+ Xop
= etV, =

e Vn Vn

Soit € > 0.

(a) Montrer que P(U, > ¢) tend vers 1 — ®(¢) quand n tend vers l'infini.

(b) Quelle est la limite de P(V,, < —¢) quand n tend vers l'infini ?

(C) Pour tout n € N*, on pose Y,, = (\/Z— 1) U, -V,.
i. Justifier I'inégalité :

P (Yn > eV2) > P([Uy > €] N [Vi < —¢]).
ii. En déduire que la suite (Y,)nen+ ne converge pas en probabilité vers 0.
2. On conserve les notations de la question précédente.

(a) Exprimer Us, — U, en fonction de Y.

(b) Démontrer qu’il n’existe pas de variable aléatoire Z telle que la suite (Uy,)nen+ converge en probabilité

vers Z.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.59
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Puisque les X, sont indépendantes, centrées et réduites, on a E(X; +---+X,) = O et
VX +--+Xy)=V(X) +-- +V(X,) =n.
Ainsi, la variable centrée réduite associée 2 X + - - - + X, est Uy, et donc par le théoréme

.. £ N . . . . .
central limite!, U, —> X, ot X suit la loi normale .4(0, 1). ! Qui s'applique puisque les
Etdonc P(U, > ¢) — P(X > ¢)=1—d(e). X; sont i.i.d. et possédent un

n—-+co moment d’ordre 2.

A " &£
De la méme maniére, on prouve que V,, — X et donc

P(Vy < =€) —> P(X < =) =®(=¢) = 1-®(e).

Sionaalafois [U, > ¢] et V,, < —e, alors
Y, = (ﬁ—l)Un—Vn > (‘/E— 1)8—(—6)2 V2e.

Etdonc [U, > e]N[V, < —¢] C [Yn > g\/z], ce qui en passant aux probabilités nous donne
I'inégalité désirée.
Par le lemme des coalitions, les variables aléatoires U, et V, sont indépendantes, de sorte
que

P([Uy > €10 [V < ~€]) = P(Uy > )P(Va < =) —> (1= ()

+00

Et donc en particulier, P (Yn > g\/z) +— n+000.

. . P .
Or, si on avait Y,, — 0, alors on aurait

P(Yy > eV2) <P (Y] > eV2) — 0.

n—+oo

Et donc on en déduit que Y, ne converge pas en probabilités vers 0.
Ona
Xi+--+Xo, Xi+---4+X,
Uz — Uy = -
V2n Vn
XA+ Xon = V2(Xg + e+ X)
\2n

L Xni 4 4 X0 + (1= V(X1 +-- 4 Xa) Yo
V2 Vi TV

Supposons par 'absurde qu’il existe Z telle que U, 2z

., P . .
Alors on aurait également Us,, — Z, puisque pour tout & > 0, lim P([Up, —Z| > &) —
n—+oo n—+o0o
0.

Mais alors, pour tout ¢ > 0, on a, d’aprés I'inégalité triangulaire,
€ e

(1020 - 21 < £] 0 |10 - 21 < 5| < [1U20 - Uil <1,

Et donc par passage a 'événement contraire,
& £

(Usn = Unl > €] € [1U20 = 21> 5| U [0 - 21> 5.

On en déduit® que 2 P(AU B) < P(A) + P(B).
£

P(|U2,,—Un|>£)<P(|U2n—Z|> 2)+P(|Un—Z|>§) -

n—+oo

) P
Et donc autrement dit, U, — U, — 0.

. ., . P .
Mais alors, on devrait également avoir Y, = V2 (Up, = U,) — 0, ce qui n’est pas le cas
d’apres la question 1.c.

P
On en déduit donc qu’il n’existe pas de variable aléatoire Z telle que U, — Z.
O

L’exercice suivant, sans grande difficulté, est essentiellement calculatoire. Pas le plus intéressant que I'on puisse imaginer,
mais un des rares qui applique de fagon non triviale le théoréme central limite.

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR M. VIENNEY


http://www.ecs2-fauriel.fr

254

CHAPITRE 3 : PROBABILITES

Autour de la loi log-normale

On note ¢ la densité continue de R de la loi normale centrée réduite et @ la fonction de répartition correspondante.
On dira qu’une variable aléatoire réelle positive X suit la loi LN(y,6), p € R, 6 € R} si sa fonction de répartition

Fx est donnée par :

1
Fa(e) = ® (5 (In(x) - y)) six >0

0 six <0

1. Montrer que Fx est bien la fonction de répartition d’une variable aléatoire 2 densité, et en donner une densité.

2. On suppose que X suit la loi LN(y, 0) et on pose Y = In X. Déterminer la loi de Y.

3. Soient X; et X, deux variables aléatoires indépendantes, respectivement de lois LN(u1, 61) et LN (2, 6>).

Déterminer la loi du produit X;X5.

4. Soit Z une variable aléatoire de loi LN(y, 6). Montrer que pour tout ¢, a € R}, la variable aléaroire ¢Z* est

de loi LN(p’, 0”), ot on précisera les valeurs de p” et 6'.
5. Soit p €]0,1[ et ¢ = 1 — p. On définit X1, ..

par :
P(Xl = 6) :p,p(Xl' = 1) =q.

(a) Quelle estlaloide S, = Z(lnX,-) ?
i=1

., X, des variables aléatoires indépendantes

— Méthode

Puisqu’ici, on ne sait méme
pas que Fx est la fonction

de répartition d’une variable
aléatoire (méme si la nota-
tion Fx est trompeuse), on
n’oubliera pas de vérifier Is
quatre points caractéristiques
des fonctions de répartition :
les limites en +oo, la crois-

1
n Vn o157
(b) Montrer que T,, = e ?V" HX,- converge en loi vers une variable aléatoire do| sance de Fx et sa continuité a
i=1

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.60

Il est évident que Fx est de classe ‘61 sur R*, et qu’elle est croissante sur R, par composition
de fonctions croissantes!.
Par conséquent, elle est croissante sur R tout entier.
De plus, ona lim Fx(x) = lim ®(t) = 0= lim Fx(x) = 0. Donc Fx est continue en 0 et
x—07* t——00 x—0"
donc sur R.
Enfin,ona lim Fx(x)=0et lim Fx(x)= lim ®(t) = 1.
X——00 X—+00 t—+00

Et donc Fx est bien la fonction de répartition d’une variable 4 densité, dont une densité est
toute fonction coincidant avec F}, sauf éventuellement en un nombre fini de points.
Par exemple, on peut prendre

1 (1 _ 1 _1(ln<x>—u)2

—go—lnx—u) six >0 e 2\ 7 six >0
fl)=1qx (9 ( ) =1xV2rx

0 sinon 0 sinon

Pour x € R, on a, par croissance de 'exponentielle,

P(Y < x) = P(In(X) < x) = P(X < e¥) = Fx(e*) = ® (%(x - p)) .

Nous reconnaissons 12 la fonction de répartition d’une loi A (4, 62), et donc Y «— N (1 92).

Puisque X; et X, sont indépendantes, alors Y; = In(X)) et Y2 = In(X>) le sont également, et
suivent respectivement les lois N (1, 07) et N (2, 63).
Par stabilité des lois normales, Y; + Y> = In(X;X>) suit alors la loi N (p1 + 2, 07 + 63).

Et donc X1 X5 suit la loi LN(uy + o, 912 + 922).

Onaln(cZ* =Ilnc+alnZ.
Mais In Z suit la loi A (g, 0), si bien que, par transformation affine de loi normale,

Inc+alnZz — N (a,u+lnc,a2«92).

Et donc ¢Z% < LN (ap + Inc, ab).
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droite en tout point.

Prouver que Fx est continue
sur R implique notamment
ce dernier point !

Une fois ces quatre points
prouvés, il faut encore véri-
fier que Fx est continue sur
R et ¢! sauf éventuellement
en un nombre fini de points
pour prouver que Fx estla
fonction de répartition d’une
variable 2 densité.

1L a fonction ® est croissante
sur R, puisque c’est une
fonction de répartition.

Pour obtenir la fonction de
répartition d’une loi normale,
on passe par la variable cen-
trée réduite associée, qui suit
laloi N (0, 1) et donc pos-
séde ® comme fonction de
répartition.

Le calcul de la question 2 est
totalement réversible :

X < LN(y, 0) =
In(X) <= N (g, 6%).
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5.a. LesIn(X;) prennent les valeurs 0 et 1, avec probabilités respectives g et p, donc suivent la loi
% (p). Et puisqu’elles sont indépendantes, par stabilité des lois binomiales, S, < % (n, p).

5.b. Ona ln(Tn) = —p\/ﬁ + %Sn — Sn\;ﬁnp

Mais, par le théoréme central limite, Sn —np =R Z,ou Z < N(0,1).
\npq
Et alors, par composition par la fonction continue x — x+/pgq, In(T,) 2, \VPgZ, ou
VP9Z — N(0,pqg).
Et alors, par composition par la fonction exponentielle, T, =N eVP9Z, qui suit la loi
LN(0, vpg).
o

Estimation ponctuelle

Estimation du paramétre d’une loi 2 densité

On note F la fonction définie par

0 six < -1

1

—(x+1)? si —1<x<0
Fx)=42

1—§(x—1)2 si0<x<1

1 six =1

1. (a) Montrer que F est de classe ‘6" sur R.

(b) On note f la fonction dérivée de F et, pour tout nombre réel 6, fp la fonction définie sur R par :
Vx € R, fo(x) = f(x - 0).

Vérifier que fp est une densité de probabilités.

(c) Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Q, ¢, P), admettant fp pour densité.
Montrer que X posséde une espérance et une variance, et les calculer.

2. Soit (X,)nen+ une suite de variables aléatoires, définies sur (Q, o/, P), indépendantes, de méme loi, admettant
pour densité fp.
Pour tout entier n > 1, on note U, = min(X1, ..., X,) et V, = max(X1,...,Xy).

(a) Exprimer, a l'aide de F, 6 et n les fonctions de répartition de U, et V.
(b) Justifier, pour tout & €]0, 1[, l'inégalité :

U, +V,
2

P([—1+9<Un<—1+9+2€]m[1+6—25<Vn<1+0])<P(

—9’<£).

U, +V,

(c) En déduire que est un estimateur convergent de 6.

(d) Est-il sans biais ?

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.61

l.a. Par opérations sur les fonctions usuelles, F est 6! sauf peut-étre en —1,0 et 1.
Mais on a lim1 F(x)=0= lim1 F(x) = F(-1) et donc F est continue en —1.
x—-1* x—-1-

1
De méme, ling F(x) = 5= F(0) = 1in01 F(x), donc F est continue en 0.
x—0~ x—0*

Enfin, liHll Fx)=1= lirr11 F(X), donc F est également continue en 1, et donc sur R.
x—1- x—1t
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De plus, on a, pour x ¢ {—1,0, 1},

0 six < —1

Fl(x) = x+1 sil<x<0
1-x si0<x<1
0 six>1

F(x) - F(-1) _ (x+1)?

x+1  2(x+1) xo-1v
en —1, avec une dérivée droite égale 2 0.
Drautre part, il est évident qu’elle est dérivable a gauche, avec Fj(=1) = 0. Donc F est
dérivable en —1, et F/(-1) = 0.
On constate alors que xEml_ F'(x)= x£m1+ F’'(x) = F'(-1), donc F’ est continue en —1.

Pour x €] - 1,0],0on a 0, et donc F est dérivable a droite

1
Puisque F(x) = E(x +1)? sur | - 1,0], alors elle est en particulier dérivable 2 gauche en 0,

avec Fg’(O) = 1. Drautre part, pour x €]0, 1],

F)=F(O) _1(, 1
f_;( )

1 1-(x-12% —x>+2x
_12_— = = 1.
r=17-3 2x 2% 2o0r

Et donc F est dérivable a droite en 0, avec F(0) = 1.
Donc F est dérivable en 0 avec F’(0) = 1.
On constate alors que ling F'(x) = lir51+ F’(x) = F’(0) et donc F’ est continue en 0.

x—0" X—
On prouve de méme que F est bien dérivable en 1, avec F’ continue en 1.
Et donc que F est dérivable sur R, A dérivée continue, et donc est de classe 6! sur R.
Notons que F est croissante sur R, et que lim F(x) =0et lim F(x) = 1.

X—>—00 X—+00

Puisqu’elle est 6! sur R, et en particulier continue sur R, il s’agit de la fonction de répartition

d’une variable 2 densité.
Sa dérivée f est donc une densité de probabilités. Notons que

0 six < -1
x+1 si—-1<x<0
x—1 si0<x<1

<
0 six =1

flo) =

Et alors, par composition de fonctions continues’, fo est encore continue.
De méme, puisque f est positive sur R, fp I'est également.
Enfin, le changement de variable t = x — 6 prouve que

f;wfe(x)dxz [:of(x—e)dxz I:’f(t)dt: N

Et donc fp est bien une densité de probabilités.

Notons que par transformation affine, X admet fy pour densité si et seulement si X — 0
admet f pour densité.
En effet, si une densité de X est fy, alors une densité de X — 0 est

x> fo(x+0)=f(x+6-0)= f(x).
La réciproque se prouve de la méme maniére.

Soit alors Y une variable aléatoire de densité f. Puisque f est paire, t > tf(t) est impaire,
et on a alors?,

E(Y) = ﬁ - tf(t)dt = 0.

00

En revanche, la fonction t - 2 f(t) est paire, et donc,

E(1?) :fmtzf(t)dt=2f+mt2f(t)dt:2f1t2(1—t)dt:%.
_ . .

00
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Sur ] -1, 0],
F(x)=x+1
et donc en particulier,
F(0) = 1.
1 .
0.5
-1 1

FIGURE 3.9- La fonction F.

Cette densité est aussi celle
de la somme de deux lois
uniformes indépendantes sur

[_l 1
20 2]

1f est continue car F est 6.

Une transformation affine est
toujours réversible, et donc si
on a prouvé que si X a pour
densité fp, alors X — 0 a pour
densité f, alors l'implication
réciproque est automatique.

2q s'agit d’une intégrale
sur un segment, donc la
convergence est assurée.
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Et donc V(Y) = E(¥2) = %

On en déduit que EX - 0) =E(Y) © E(X) =0 et V(X) = V(X -0) = V(Y) = e

Nous avons dit précédemment que X a pour densité fp si et seulement si X — 6 a pour

densité f (et donc F pour fonction de répartition).
Et donc, si X a pour densité fp, pour x € R,

PX<x)=P(X-60<x-0)=F(x-0).
Alors, par indépendances des X;, il vient
n n
P(V, < x) = P(ﬂ[Xi < x]) = ]—[p(xi <x)=F(x - 0)".
i=1 i=1
Et de méme, on a
n
P(U, <x)=1-PU, >x) =1 —P(ﬂ[xi > x])
i=1
n n
=1—ﬂp(xi >x)=1—l—l(1—P(Xi < x))
i=1 i=1
—1—(1-F(x—-0)".
Supposons que les deux événements
[1+0<U,<-1+0+2c]et[1+60—-2e<V,<1+0]
soient réalisés simultanément. Alors, en sommant les inégalités, il vient

U,+V,

<20-2e<U,+V, <20+2c© —¢< f<eo
Autrement dit, nous venons de prouver I'inclusion d’événements
[~140<U,<—-1+0+2e]N[1+0-2e<V,<1+6]cC [ U”;’V”
Et donc, par croissance de la probabilité?
U,+V,

P([—1+9<U,,<—1+0+2£]n[1+9—23<Vn<1+9])<P(

2

Passons aux événement contraires dans I'inégalité de la question précédente :

U, +V,
Utto g 5e).

1—P([—1+9<Un<—1+9+2g]m[1+9—2g<vn<1+9])<1—P(

Soit encore

—9|<s].

U, +V,
P(‘n n
2

Mais on a alors

P([-1+0<U, <-1+0+2:]U[1+0-2 <V, <1+0])

9|>£)<P([—1+9<Un<—1+0+25]U[1+9—25<Vn<1+9]).

SP([-1+0<Uy <—1+0+2])+P([1+0-2e <V, <1+0])
S1-P(-140<U, <-140+2)+1-P1+0-2e<V,<1+0)

.1 , . o 1
En utilisant les résultats de la question 2.a, il vient, pour ¢ < 3

1-P(-1+460<U, <=14+40+2e)=1-(1-(1-F(-=1+2))")+|1-]1-F(-1)
N——
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3 s'agit 12 du terme savant
pour une propriété bien
connue :

A Cc B= P(A) < P(B).
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=1-(1-(1-22)")

- 0
n—+oo
De méme, on a
" n Dans la définition de la
1-PA+0-2e<V,<1+0)=1-|F(1)"-F(1 - 2¢) convergence en probabi-
-1 lités, on peut remplacer le
Ve > 0 par «pour tout &
2\ p p
= (1 - 2¢ ) n_)—+>oo 0. suffisamment petit».
Et donc ici, il suffit de prou-
1 ver le résultat pour £ < 1.
Et donc au final, par le théoréme des gendarmes, on a bien, pour tout ¢ € ]O, 5 [, En effet, pour ¢ > 1, 0na
alors
_ U, +V, U, +V, P Unt+Vn _
l1mP<‘" "—9’>e)=0® e X2 P( 2 0)>¢
n—-+oo 2
<P( Un + Vn —0' 1)
Ee donc 25V e b i de 0 !
t donc T est bien un estimateur COnVergent e . — 0

Commengons par le cas ou 6 = 0.
Puisque la densité f est paire, pour tout i € [1,n]], —X; et X; ont méme loi.

Et alors min(=X, ..., -X,) = —max(Xy, ..., X,).
Les X; ayant méme loi que les —X;, min(Xj, ..., X,) et min(=Xj, ..., —Xp,) suivent alors la
méme loi, et donc, sous réserve d’existence, la méme espérance, qui est alors 'opposé de
lespérance de max(Xi, ..., Xy).
Ainsi, si ces espérance existent, on a E(U,) = —E(V,).

U, +V,
Et donc E (u) =0.

2

Dans le cas général, notons que les X;—6 ont pour densité f, et puisque min(Xj, ..., X,)—0 =

min(X; - 0,...,X, — 0), alors
E(U,) = E(min(X; - 6,...,X, —0)+6.

De méme, on a
E(V,) =E(max(X; - 0,...,X,—0))+0.

Et comme les X; — 6 ont pour densité f, nous savons que

E(min(X; - 0,...,X, —0) = —-E(max(X; - 0,...,X, - 0)

et donc .
U, +V,
E - _(6+6)=6.
(F572)=50+0
. . n + Vn . ..
Ainsi, est un estimateur sans biais de .

Soient Tj et T deux estimateurs de 6, sans biais et indépendants. Pour tout a réel, on pose ©, = aT; + (1 — a)T».
1. ©, est-il un estimateur sans biais de 8 ?

2. Parmi tous les ©,, lequel a le plus petit risque quadratique ?

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.62

On a
E©,) =aE(T1)+(1 —a)E(Tx)=af+(1—a)d =0

et donc ©, est un estimateur sans biais de .
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Ty et T, étant indépendants, on a

V(0,) = @®V(T1) + (1 — a)*V(T2) = a*(V(T1) + V(T2)) — 2aV(T») + V(T»).

SiV(T;)+V(Tz) = 0 (c’est-a-dire si Ty et T» sont tous deux constants, et donc nécessairement

égaux 2 0), alors pour tout a, ©, est constant, égal 2 6.

Au contraire, si V(Ty) + V(T») > 0, alors V(©,) est un polynéme de degré deux en a, qui

1 V(TZ)

atteint son minimum- en a =

V(T) + V(1)
Le biais de ©, étant nul, son risque quadratique est égal 4 sa variance, et donc est minimal
V(T) + V()

Une variable aléatoire est de
variance nulle si et seulement
si c’est une variable certaine.

1 Une formule bien connue
nous explique que le sommet
d’une parabole d’équation
y= ax2+bx+cap0ur

. b
abscisse x = ——.
2a

Différents estimateurs du paramétre d’une loi (loi du maximum de deux uniformes sur [0, 6].)

Soit (Q, ¢4, P) un espace probabilisé et (X;);en+ une suite de variables aléatoires définies sur cet espace, mutuellement

indépendantes, de méme loi et ayant pour densité la fonction

2t

— si0<t<g¥6
f:ite> {02

0 sinon

1 &
Pour tout n € N*, on pose X, = — ZXi.
n
i=1

1. Vérifier que f est bien une densité de probabilités.

) . . 3— )
2. (a) Calculer E(X;) et en déduire que pour tout n > 0, la variable aléatoire T,, = EX" est un estimateur sans

biais du paramétre 6.

(b) Calculer son risque quadratique ro(T,) et étudier la convergence en probabilités de la suite d’estimateurs

(Tn)neN* .

3. Appliquer le théoréme central limite 2 ()Tn) En déduire un intervalle de confiance asymptotique de 6 au

niveau de confiance 95%, basé sur 'estimateur X,,.

Si @ désigne la fonction de répartition d’une variable aléatoire qui suit une loi N (0, 1), alors on donne 20(1.96) — 1 ~

0.95.
4. Soit la variable aléatoire M,, = max(Xq, ..., Xp).

(a) Déterminer la fonction de répartition G de M,,.

(b) Calculer E(M,) et étudier les propriétés de la variable aléatoire M;, =

du paramétre 6.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.63

La fonction f est positive sur R, et continue sauf éventuellement en 0 et en 6.

De plus, on a

oo 0 ¢ 62
(t)dtzf Zdr=— =1.
S 2l

Et donc f est bien une densité de probabilités.

Ona , 3
e 2 5 20 2
E(Xl)—ﬁ tf(t)dt = ﬁfo Pdt= 5= =20,

(e8]

On en déduit que E(X,,) = %9 et donc

3
E(T,) = EE(Xn) =0.
Et donc T, est un estimateur sans biais de .
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1 .
———M,, en tant qu’estimateur

Un ceil exercé aura peut-
étre reconnu que f est la
densité du maximum de
deux variables aléatoires
indépendantes suivant la loi
uniforme sur [0, 6].
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Commengons par calculer V(X).

0 2
OnakE (Xz) 022 f B dt = %, et donc par la formule de Huygens,

62 1
V(X)) =E EX1)P == —-=6>=0>
(X1) ( ) (X1) 5 9 =0>= T
2
Et donc, par indépendance des X;, V(X,,) = Z V(X1) _ 1
= 18 n
Enfin, il vient
92

") = V() = V(K =

En particulier, ce risque quadratique tendant vers 0 lorsque n — +oo0, on en déduit que T,
est un estimateur convergent de 6.

Puisque les X; sont i.i.d. et admettent une variance, le théoréme central limite sapplique,
et par conséquent la suite des variables centrées réduites associée 2 ()Tn) converge en loi

vers une variable Y suivant la loi A (0, 1).
Mais la variable centrée réduite associée 3 X, n’est autre que

Xn-E(X,) X,-20 3von_
. ( ") = " 3 = 0 an - 2@
— E
YV (%a) \ 15m
Et ainsi, par définition d’'une convergence en loi :

( 1.96 < 3@

Jim P~ 0
& lim P(6(-1.96+2V2n) <X, < 0(1.96 + 2V2n)) = 0.95

n—+oo
3Von X, <0< 3V2n X, | =095
2V2n +1.96

-2V2n < 1.96) = P(-1.96 < Y < 1.96) = 0.95

o lim P

n—+oo

T 2V2n-1.96

3V2n — 3V2n  —
Xn, Xl
2V2n + 1.96 2V2n - 1.96

Et donc I'intervalle de confiance asymptotique cherché est [

Pourx e R,ona

0 six<O
x2

2

P(X; < x) = f f@Wyde={% sixe[0,6]
- 1 six>0
Et donc
n n 0 six <0
G(x) = P(M,, < x) = (ﬂ[xi < x]) = ﬂp(xi <x)={(%)" sixe[0,0]
i=1 i=1 1 six >0

Il est aisé de prouver que G est continue sur R et @' sauf peut-étre en O et en 0, et donc
que M, est une variable 2 densité, dont une densité est donnée par

0 six <0
x2n—1
g.xm 2TIW si0<x <6
0 six >0
On a alors,
E(M)—fet(t)dt—zn 0t2" B 60
n 0 g _02'1 0 _2n+1 ’

En particulier, E(M}) = 6, et donc M, est un estimateur sans biais de 0.

De méme, on a
2n 0 2n
E M2 t2n+1 dt — 62
(M) = 62n f 2n+2

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR
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2n
My) = E(M2) = E(My)* = ——————— 0.
de sorte que V(M,) = E(M;) — E(M,) 2n+2)(2n+ 1) 0
o . (Cn+1) _ @
On en déduit que V(M}) = i V(My) = 2n(2n+2)

Et donc le risque quadratique de M}, en tant qu’estimateur de 6 vaut

92

r(My) = V(M) = Inen+2)

En particulier, il est aisé de vérifier que r(M}) < r(T,) et donc que M, est un meilleur
estimateur de 6 que T,.

]
Comparaison de deux estimateurs
Soient (X1, . .., X,) des variables aléatoires i.i.d. suivant la méme loi d’espérance p et de variance o2
On définit deux estimateurs de y en posant
_X1+X2 _1 2 X1 —X>
Tn—TetVn—;;Xi— 5
Lequel de ces deux estimateurs est le meilleur ?
SOLUTION DE L’EXERCICE 3.64 Notons qu’il s’agit de deux estimateurs sans biais de
u car
E(X)) + E(X2) 1< E(X1) - E(X2) g p
BT, = PEVHEX) _pwy = LS Ry - EXV B pk
(T.) 5 et E(V,) n;(l) 5 e
Afin de calculer leurs risques quadratiques, il faut calculer leurs variances. On a (grice a
Pindépendance des X;),
VX)) +V(X2) o2 o2
V(T,) = ——= = —, donc r(T},) = —.
(Tn) 4 ) r(Ty) >
De méme, on a
2—-n 2+n z
V(V,) =V Xi+ ==X+ ) Xk
2n 2n
k=3
(2 - n)? (2 + n)? 1 Au premier abord, on
= TV(Xl) + TV(XZ) + z Z V(Xi) pourrait penser que V), est
i=3 meilleur que T}, puisqu’il
2-n? (2+n? n-2 n+2 prend bien en compte tout
=2 ( >+ >+ > ) = ¢? . I’échantillon. Malheureuse-
4n 4n n 2n ment, le facteur X ;XZ l’em-
péche d’avoir une variance
Donc r(V,) = V(Vy,) > r(T,), de sorte T, est un meilleur estimateur que Vj,. o «petiter.

Autour de l’estimation du paramétre d’une loi de Poisson

Soit X1, ..., X, un n-échantillon de la loi de Poisson de paramétre A > 0 inconnu. On cherche 2 estimer e,
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1 siXe=0

On définit des variables de Bernoulli Y1, ..., Y, par Y = { ]
0 sinon

o 1 n n
Y, = ;Zyk etS, =Zxk.
P P

1. (a) Montrer que Y, est un estimateur sans biais de e™*?

(b) Calculer V(Y,) et en déduire que Y, est un estimateur convergent de e~*.
2. Pour j € N, on pose ¢(j) = Ps,=;1(X1 = 0). Calculer ¢(j).
3. On pose a présent T,, = ¢(Sp).

(a) Prouver que T, est un estimateur sans biais de e™.

(b) Calculer V(T,) et en déduire que T, est un estimateur convergent de e~*.

4. Comparer les risques quadratiques des deux estimateurs T, et Y,.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.65
0

A
l.a. OnaP(Yy=1)=PX; =0)= e‘Aa =e .
Donc les Y suivent la loi de Bernoulli de paramétre e~
Et donc E(Y,) = e~%, donc Y, est un estimateur sans biais de e~*.

1.b.  Puisque les X sont mutuellement indépendantes, il en est de méme des Y. Et donc

A1 _ A
e(le)_)o.

n—+oo

V) =5 D V) = 5 Y e - e =
=1 k=1

Et donc en particulier, Y,, est un estimateur convergent de e .
P([X; =0]1N[S, =j]

2. Par définition, on a ¢(j) =

n
Par stabilité! des lois de Poisson, Z Xk suit une loi de Poisson de paramétre (n — 1)1 et
k=2
par le lemme des coalitions, est indépendante de X;.
Par conséquent,

P([X1 = 01N [Sn = Jj]) =P([X =1=0]n

Zn:Xk =]
k=2

= ¢ A (nDA —((n —.'1)/1)/ .
!

) = P(X; = 0)P (Z X = j)
k=2

. . . . . nA)
D’autre part, S, suit une loi de Poisson de paramétre ni et donc P(S, = j) = e‘”’1¥.

Et donc .
e~te—(n=1D2A ((n—jl'))t)]

. n—1\
L A ( n ) '
i
3.a. Utilisons le théoréme de transfert pour calculer E(T,,). On a, sous réserve de convergence,

+00 400 B ; '
E(Ty) = Y o()P(Sn=))= ). (” - 1) - (njal)f
Jj=0 :

7=0

+00 i

N ((n = DAY
=e —
— e—nﬁe(n—l)/l — e—/l.

Et donc T, est un estimateur sans biais de e~4.

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR

. On pose alors

Des variables de Bernoulli
X et Y sont indépendantes
si et seulementsi [X = 1] et
[Y = 1] sont indépendantes.
Or ici I'événement [Y; = 1]
est ’événement [X; = 0],
et donc les [X; = 0] sont
mutuellement indépendants.

1 Les X sont indépendantes.

On a reconnu une série
exponentielle, donc conver-
gente.
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Draprés la formule de Huygens, on a V(T,,) = E (T2) — e A,
Et par le théoréme de transfert,

= > 0()*P(Sy = )
j=0

i (”_‘1)” 2 (Y
n j!

Jj=0
2
—n/l Z ((l’l - 1) /1)
j!

_ e—n/le(n—l)zl/n On a reconnu une série

- exponentielle de paramétre
=e :+ /1_ (n-1)>2

=l

Et donc V(T,) = e=n—4 — 724 = ¢24 (en - 1) — 0.

n—+oo

Et donc en particulier, T, est un estimateur convergent de e
Puisque Y, et T, sont des estimateurs sans biais de e™#, leurs risques quadratiques sont
égaux a leurs variances.
On a alors .

V(Y,) e M1 -e?) 3 et -1

V(T,) e 2MeM —1) eMn—1"
V(Y)
V(T,)
On en déduit que T, est un meilleur estimateur que Y.

Mais 0 < e?/" —1 < e*~! et donc >1 e VY, > V(T,).

Estimation par capture-recapture

On cherche 2 évaluer le nombre N de lions d’Asie, espéce en voie de disparition, encore en vie dans la forét de
Gir. Pour cela, on capture d’abord en une seule fois m lions (m € N*), que 'on tatoue avant de les relacher dans la
nature, et on admet que pendant toute la durée de I’étude, il n’y a ni naissance ni déces, puis I'on utilise 'une des
deux méthodes suivantes.

1. Premiére méthode On capture successivement au hasard (donc avec équiprobabilité) et avec remise en
liberté aprés observation du sujet, n lions. Soit Y, le nombre de lions tatoués parmi eux.

Z . . ’ . 1 . PR 1
(a) Déterminer la loi de Y,,. En déduire que —Y,, est un estimateur sans biais et convergent de —.
nm

. nm .
(b) Pourquoi ne peut-on pas prendre Y comme estimaceur de N ?
n

m(n+1)
Y, +1
ment sans biais de N.

(c) On pose B, = . Calculer l’espérance de B, et montrer que B, est un estimateur asymptotique-

2. Deuxi¢me méthode On se donne n € N*. On capture également, un par un, et avec remise en liberté
aprés observation du sujet, n lions de Gir.
On note X, la variable aléatoire égale au nombre de lions qu’il a été juste nécessaire de capturer pour en
obtenir n tatoués.
On pose D; = Xj, et pour tout i € [2,n],D; = X; — X;—1. On admet que les D; sont mutuellement
indépendantes.

(a) Pour tout i € [2, n]], que représente concretement D; ?

(b) Déterminer, pour tout i € [2,n], la loi de D;, son espérance et sa variance. En déduire l’espérance et la
variance de X,.

(c) On pose A, = —X,,. Montrer que A, est un estimateur sans biais et convergent de N, et déterminer
n

son risque quadratique.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 3.66
Premiére méthode

Y, suit une loi binomiale 9% (n, %)

. mn Y, Y, . .. 1
Ainsi, E(Y,) = —, et donc E (—") = %.Donc —= est un estimateur sans biais de —.
N mn mn

Le fait que Y, soit un estimateur convergent est en fait la loi faible des grands nombres :

. 1. . m Y,
Y, est la somme de n variables de Bernoulli indépendantes de parameétre ¥ donc! 2

converge en probabilités vers la constante N : C’est un estimateur convergent de N

. t , . Yn . 1
Et la fonction ¢ — — étant continue, — est un estimateur convergent de N
m nm

. Y, . . .. 1 . . mn
Le fait que — soit un estimateur sans biais de & e garantit pas en général que 7 soit
mn :

un estimateur sans biais de N.

.\ N n e, N S ..
De maniére plus terre 2 terre, v une probabilité non nulle de ne pas étre défini : il
n

. . . 1. ’ 7 \ m n
suffit pour cela que Y, soit nul, ce qui arrive avec une probabilité égale 2 (1 - N) # 0.

D’aprés le théoréme de transfert, on a2
S mn+ 1)
E(B,) = —————P(Yn = k)
k+1
k=0
R m(n+1)(n) (ﬂ)k (1_E)"—k
pr k+1 \kJ\N N
N1 (n+1\ /m\k m\nk
min + )kz_()”+1(k+1)<N) ( N)

n+1

o () R R
(= (-5)")

m(n+1)

en N est
Y,+1

On en déduit que le biais de

n—oo

b(B,) = E(By) - N = N (1 - %)"H .

Donc B, est un estimateur asymptotiquement sans biais de N' (au moins si m < N).
Deuxi¢me méthode

D; représente le nombre de lions A capturer entre la capture du (i — 1) lion (exclu) et
celle du i#™e lion (inclus).

Puisqu’on relache les lions déja capturés, a chaque capture de lion, la probabilité d’en avoir
un qui est tatoué est % Et donc D; compte le nombre d’essais nécessaires a 'obtention
d’un succes lors d’une répétition d’épreuves de Bernoulli indépendantes : D; suit la loi
géométrique de parameétre %

Par conséquent, on a

N(N -m)
m2

N N
E(D;) = et V(D;) = > =

m

N
D’apreés la question précédente, on a
& nN
E(Xp) = Y E(Dy) = —
i=1 m

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR

1 Laloi faible des grands
nombres s’applique car une
variable de Bernoulli possede
une variance.

21a question de la conver-
gence ne se pose pas ici, puis-
qu’on a affaire 2 une somme
finie (Y, et donc By, sont des
variables a support fini).
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et donc E(A,) = N, de sorte que A, est un estimateur sans biais de N.
De plus, les D; étant indépendantes, on a

Vi) = Y vipy = n N

i=1

et donc
m? N(N —m)
— H

r(Ap) =V(A,) = ?V(X,,) = 0.

n—oo

Puisque r(A,) — 0, A, est un estimateur convergent de N.
n—oo

Divers estimateurs du parameétre d’une loi U%([-6, 6])

Soit (X,)nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes, suivant chacune la loi uniforme % ([, 6]), ot 6

désigne un parameétre réel strictement positif inconnu.
Pour tout n € N*, on note U, = min(Xy,...,X,) et V,, = max(Xy,...,Xp).

1. Démontrer que (V,)nen+ €st une suite convergente d’estimateurs de 6.
1
2. Pour tout n € N*, on note T, = 3 sup {X; = Xi, (i,j) € [1,n]?}.

(a) Exprimer T, en fonction de U, et V,,.

(b) En déduire que (Ty)nen- est une suite convergente d’estimateurs de 6.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.67

Rappelons que la fonction de répartition des X; est connue : il s’agit de

0 six < -0
Fx, :x x2_+99 Si—0<x<0
1 six >0

Et dong, les X; étant indépendantes, la fonction de répartition de V;, est

0 six < -0
Fy, (x) = (%)n si—0<x<0
1 six >0
Pour x fixé, on a alors
0 six<§@
lim PV, <x)=1 %
n—-+co 1 six>0

On reconnait 12 la fonction de répartition d’une variable certaine égale 4 6, vers laquelle
(Vi) converge donc en loi.

La convergence en loi vers une constante est équivalente 2 la convergence en probabilité
vers cette constante... mais ce résultat n’est malheureusement pas au programme, et notre
définition de la convergence des estimateurs nécessite une convergence en probabilité.

Nous pouvons quand méme nous en tirer sans grande difhiculté : soit ¢ > 0. Alors

0 sie>0
(1-55)"

— 0.
n—+co

P(Vu—0]> ) =P ~Vy > &) =P(V, <0 —¢) = :
sinon

P . .
Et donc V,, — 6, de sorte que V,, est bien un estimateur convergent de 6.
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— Méthode

Nous savons qu’un bon
moyen de prouver qu’un
estimateur est convergent est
de prouver que son risque
quadratique tend vers 0.
C’est bien le cas ici, mais si
on réfléchit 2 secondes avant
de démarrer les calculs, on
réalise rapidement que cela
risque d’étre bien long : il
faudra une densité de V;,,
puis son espérance, puis son
moment d’ordre 2...

Ne peut-on pas plutdt utiliser
directement la définition de
la convergence en probabi-
lité ?
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OnaT, = 1 (Vu — Up) :Décart entre X; et X; va étre maximal lorsque X; est le plus grand
possible et X; le plus petit possible.

De la méme maniére qu’on a prouvé que V, N 0, on prouverait que U, N -0.

Pour la culture, notons tout de méme que les —X; suivent la méme loi que les X; et que
U, = —max(-X1,...,-Xy).

Ce maximum a la méme loi que V,, et donc converge en probabilité vers 6, de sorte que
U, converge en probabilité vers —6.

Onaalors T, = % WV, =Uy) 2, % 0-(-0)) =0.

Bien que ceci' soit classique, il n’est pas au programme, et il faut savoir le redémontrer... !'La limite en proba d'une

Soit donc & > 0. Alors, d’aprés I'inégalité triangulaire, somme est la somme des
limites en probas.

[an—€|<%]m[|Un+€|<%] C Vi — U, — 26| < £].

Et donc en passant 4 'événement contraire,

IV, = U, —260] > ¢] € [|Vn—9|>%]u[|Un+9|>§].

; On a toujours
Et par conséquent
P(AU B) < P(A) + P(B).

P(|Vn—Un—29|>€)<P(|Vn—0|>§)+P(|Un+9|>§).

Et donc enfin, par le théoréme des gendarmes, il vient lim P(|V, - U, — 26| > ¢) = 0.
n—

+00

O

Estimation par intervalle de confiance

Intervalle de confiance du parameétre d’une loi exponentielle décalée.

On désire estimer un paramétre réel 6. Soit n un entier naturel non nul, et soient Xj, . . ., X;, des variables aléatoires
définies sur un méme espace probabilisé (Q, ¢/, P), indépendantes, et suivant la méme loi de fonction de répartition
Fy donnée par

1-e%* six>0

0 six <6

Fo(x) = {

1. Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire T,, donnée par
T, = n(y, — 0) avec p, = min(Xy, ..., X,)

et reconnaitre la loi de T,,.

2. En déduire un intervalle de confiance pour 6 au niveau de risque a €]0, 1[.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.68

Commengons par remarquer que les X; ont pour support [, +oo, et donc il en est de
méme de p,. Alors T, prend ses valeurs dans [0, +oo[, de sorte que Fr,(x) = 0si x < 0.
Pour x > 0,on a

Fr.(x) = P(T, < x) = P(pn <Xy 9) .
n
Or, par indépendance des X;, il vient
n

P(unsf+9)=1—P(p,,>§+9)=1—ﬂp(xi>§+9)=1—(e*%)”=1—e*".

n i=1

Ainsi, T, suit une loi exponentielle de parameétre 1.
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Remarquons que T, n’est pas un estimateur de 6 car son expression dépend précisément
de 0, que 'on cherche a exprimer.

. T, )
En revanche, p, est un estimateur de 0, et y, = — + 0 (cette expression est trompeuse car
n

elle laisse entendre que p, est fonction de 0, ce qui n’est pas le cas).

Puisqu’on a toujours @ < p,, nous pouvons' chercher un intervalle de confiance sous la
forme [pn — a, pin].

Ona

—na

Pun —a <0 <ppn) =P(un—a<0)=Pup -0 <a)=P(T, <na)=1-e

. In
Si l'on veut P(u, —a < 0 < pp) = 1 — a, on peut donc prendre a = _ne

Ainsi, un intervalle de confiance de 6 au niveau de confiance 1 — & est

Ina
Hn + — Hn|-
n

O

Intervalle de confiance asymptotique pour le parameétre d’une loi de Poisson.

Soientn > 1 et (Xy, ...
A > 0 inconnu.

1 & X, — A
On pose X,, = — X;etT, = Vn=2 .
P ”Z‘ =

1 Mais 1l n’y a aucune obliga-
tion :on pourrait également
chercher un intervalle de
confiance centré en iy,.

a est alors positif car
a €]0, 1.

, Xn) un échantillon identiquement distribué indépendant de loi de Poisson de paramétre

En utilisant T,,, déterminer un intervalle de confiance asymptotique de A au niveau de risque a.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.69 Par le théoréme central limite, T, converge en loi
vers une variable aléatoire X suivant la loi normale centrée réduite.
Et donc pour tous réels a < b, on a

lim P(a < Ty < b) = P(a < X < b) = B(b) — B(a).
En particulier, soit ¢, I'unique réel tel que ®(t,) =1 - %.
Alors L
X,—A
VA

n—oo

limp(—ta<x/ﬁ <ta)=1—a

soit encore

t t
li PA——”‘\/I<X,,<A+—“\/I)=1—.
& ( N Vi ¢

Mais 1 t“«/Z—«/I e | _ta t de mém /1+t“\/7t— i+ e \*_ L
ais v-AG i 1,0 €t de méme, VA NG e

Doncon a

ty \° 2 — t, \> £
limP((‘/_ )——“<X,,<(\/I+ ”‘)——“):1—a.
n—co 2yn)  4n

Mais on a, au moins pour n suffisamment grand pour que VA
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Il s’agit de la mise sous forme
canonique de polynémes de

degré 2 en VA
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Et doncon a

2 2
2 t — 12 ¢
lim P [4/Xn + -5 - | <A<|[[Xp+-Z+—| |=1-a.
nses ( "Tan T 2vm "t o “

Méthode
Le but de ce calcul est d’iso-
ler A, afin d’obtenir un in-
tervalle de confiance pour

>

Ainsi, un intervalle de confiance asymptotique de A au niveau de confiance 1 — a est

2 2

2 ¢ 12 t
\/Xn+—“— e B R - I
( 4n 2\/5) ( 4n 2\/5)

Intervalle de confiance pour le paramétre d’une loi de Bernoulli via I'inégalité de Chernoff

Soit p un paramétre réel inconnu vérifiant 0 < p < 1. Pour n € N* soit X1, X2, . . ., X, n variables aléatoires définies
sur un espace probabilisé (Q, #/, P), indépendantes et de méme loi de Bernoulli de paramétre p.

1 &
On pose, pour tout n € N*, X, = — ZXk,
=

1. Rappeler comment I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev permet de définir a partir de X, un intervalle de

confiance de p au niveau de risque a.

2. Soit f la fonction de R dans R définie par : f(t) = —pt + In(1 — p + pe’).

1
(a) Montrer que f est de classe 62 sur R et que sa dérivée seconde vérifie : ¥t > 0, f/'(t) < T

(b) Montrer a l'aide d’une formule de Taylor que pour tout ¢ > 0, ona : f(t) < %

2
(c) En déduire que pour tout ¢ > 0, et pour tout k € [1,n], ona : E (exp (t (Xx — p))) < exp (t—)

2

8

3. (a) Montrer que si S est une variable aléatoire discréte finie 2 valeurs positives et a un réel strictement

E(S)

positif, on a P(S > a) < —
a

(b) A laide des questions 2.c et 3.a, établir pour tout couple (¢, ¢) € (Ry)?, I'inégalité :

(c) Montrer que pour tout ¢ > 0,0na : P (

_ 2
P(Xn—p>e) <exp(—t£+—n).

)Tn—p‘ > 5) < 2exp (—2n£2).

(d) En déduire un intervalle de confiance de risque a pour le paramétre p et comparer sa longueur, lorsque
a est proche de 0, 4 celle de I'intervalle de confiance demandé dans la question 1.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.70
1l est classique que, par indépendance des X;, E(X,,) = p et V(X,) =
Et donc, par I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, pour tout ¢ > 0,

— 1
P(|Xn—p|>£)<m.

Et donc en passant a ’événement contraire,

P(Xn-pl<e) >1—$.
Mais [|)Tn—p| <£] = [)Tn—£<p<)7n+£].
1
e’

Ainsi, P (X, e <p <X, +¢) > 1
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1
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4n
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Or, nous avons 13 un intervalle de confiance de p au niveau de risque

L 1 ) .
En particulier, pour e < a © ¢ > ——, onaun intervalle de confiance de p au niveau

ne2 24/na

ne?

de risque a.
1 _

1
- , Xn +
2v\/na " 2+\/na

Et donc |X,,

est un intervalle de confiance de p au niveau de risque

f est de classe 62 par opérations sur les fonctions usuelles, et

p(1-p)
(1 =plet +p)>

yon pet
f(t)_ p+1_p+pet_p+

p 2
. e — 1) =
(1-pet+p fro
Or,pourt >0, (1 —ple " +p>1—-p+p=1etdonc f”(t) < p(1 -p).

Il est classique que sur [0, 1], la fonction x - x(1 — x) admet un maximum égal % et donc

" 1
@) < T

Notons que f(0) =In(1) =0et f'(0) = —p + % =0.
Donc par la formule de Taylor avec reste intégral, pour tout ¢ > 0,

£(t) = £0) + f'(O)t + fo f ’;(!x)(t —x)dx = fo ! ,;(!x)(t—x) dx.

Mais grice a I'inégalité précédemment obtenue, et par croissance de I'intégrale,
t tq (t - x)Z ¢ £2
" t— dt < —(t — dx = | -———— = —.
fo Fre =) fo g - x)dx [ 8 ]o 8

2
Et donc f(t) < %

D’apreés le théoréme de transfert, on a

12
E (exp (t (Xi = p))) = exp(t(—p))P(X). = O)+exp(t(1-p))P(X; = 1) = e ' (1 —p) + pe') = ¢/ <€ .
C’est simplement 'inégalité de Markov, qui s’applique puisque S est 4 valeurs positives, et
posséde une espérance puisqu’il s’agit d’'une variable finie.
Par croissance de 'exponentielle, on a P(X,—¢ > p) = P (t()?n -p) > ts) =P (e“XT_P) > e’f).

Mais !X P) est une variable aléatoire a valeurs finies (puisque X, ne prend qu’un nombre
fini de valeurs) et positive. Donc la question 3.a sapplique :

b (exp (1% )

ete

PX,—p>e) <

Par indépendance des X;, on a

E (exp(t(Xa —p))) = E(ﬂ e (0 _p))) -] (exp (50 - p)) < (exp (;—;))n <exp (;—i) .

k=1 k=1

Et donc

- 2
P(X,—-p>e)<exp (—t€+ ;—n)

Notons que les 1 — X; suivent la loi de Bernoulli de paramétre 1 — p, et sont encore
indépendantes.
En appliquant le méme raisonnement aux 1 — X;, on obtient alors

P(%i(l—xk)—(l—p)>e)<exp(—t5+;—i).

k=1
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Mais

%zn:(l_xk)_(l_}))>€ = [1—)?,,—1+p>g] = [Xn—pg_g]_
k=1
Et donc

2
P(X,—pl>e)=PX,—p>e)+PX,—p<—¢)<2exp (—te+ ;—)
n

Cette inégalité est alors valable pour tout ¢ > 0.
2

. . t .. .
Mais sur R,, la fonction t — —te + W admet un minimum en ¢ = 4ne, et ce maximum
n

16n2e2
vaut —4ne? + = —2ne2.

n
Et donc, par croissance de 'exponentielle,
P(X, —pl > ¢) < 2exp(—2n£2).
Comme 2 la question 1, [)Tn — 6, X, + s] est un intervalle de confiance de p au niveau de
risque 2 exp(—2n52).

Et donc en particulier, pour 2 exp(—2ne?) < @ & ¢ > |- ——

5, on dispose d’un intervalle
n

de confiance de p au niveau de risque a.

_ In(%) _ In(&
Ainsi, X, — 4 ’— 2(2),X,, + \f—# est 'intervalle de confiance cherché.
n n
In

(%)
2n

La longueur de cet intervalle est 24/ alors que celle de I'intervalle de confiance

. 1
obtenu dans la question 1 est —.
ha

1 . .
Lorsque « = 0,on aln(ax) = o . (— et donc 'intervalle que nous venons d’obtenir est
a— o

beaucoup plus petit que celui obtenu via Bienaymé-Tchebychev.
O

Méthode de Monte-Carlo et réduction de la variance par des variables antithétiques.

Cest la formule vue en pre-
miére pour 'extremum d’une
fonction polynomiale de
degré 2 :

toat>+bt+c

admet ll;ln extremum en

50

Ces deux longueurs tendent
vers +oo lorsque a tend vers
0.

Si le fait qu’elles soient fonc-
tion croissante de a est lo-
gique (si on veut minimiser
le risque, il faut augmenter
la taille de lintervalle), le fait
qu’elles tendent vers +co est
le signe que ces intervalles ne
sont pas optimaux. En effet,
p € [0, 1], alors que lorsque
a — 0, nos deux intervalles
deviennent bien plus grands
que [0, 1] !

Dans tout l'exercice, U désigne une variable aléatoire 2 densité suivant la loi uniforme sur [0, 1].

1 1
Soit g une fonction continue de [0, 1] dans R. On pose I = f g(t)dtetJ = f g*(t)dt.
0 0

1
1. Pour n € N*, on définit la variable aléatoire T, par : T, = =|1 + nU].
n

(a) Déterminer la loi de T,.
(b) Calculer lirP E(g(T,)) en fonction de I.

(c) Calculer lir£1 V(g(Ty)) en fonction de I et de J.
2. Onpose X =g(U)etY = %(g(U) +g(1 -0)).
(a) Calculer E(X) et E(Y) en fonction de I.

(b) Soient f et h deux fonctions continues de [0, 1] dans R. On pose, pour tout réel A :

1
oW = fo (Af(t) — h(t))* dt.
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1 2 1 1
Etablir Iinégalité :( f F(t)h(t) dt) < ( f 2(1) dt) X ( f R2(t) dt).
0 0 0

(c) En déduire que V(Y) < V(X).

3. On suppose dans cette question que la fonction g est croissante sur [0, 1]. Pour n € N*, on considére deux
variables aléatoires U, et W, indépendantes et de méme loi que la variable aléatoire T,, de la question 1.

(a) Justifier I'inégalité :
E([9(Un) = g(W)l[g(1 = Up) — g(1 = Wp)]) < 0.

(b) En déduire que E(g(T,)g(1 — Tp,)) < E(g(T,))E(g(1 = Ty,)).

1
4. Montrer que V(Y) < EV(X)'

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.71

12
Il est clair que T,,(Q) = {;, - ..,1}, et pour tout k € [1,n],
k k-1 k k k-1
P(Tnz—):P(Ll+nUJ=k)=P(k<1+nU<k+1)=P( <U<—)=—— =
n n nl n n

. . L. 12
Autrement dit, T, suit la loi uniforme sur {—, T
n’ n
Par le théoréme de transfert, on a

B = 2 (%) =2 Yo%),
k=1

k=1

Puisque g est continue sur [0, 1], nous reconnaissons 12 une somme de Riemann :

1
Hot) =, [ a0di=1

1
De méme, le théoréme de transfert prouve que E (¢(T,,)?) = f g (t)dt = J.
n—+0oo O
Et donc par la formule de Huygens,

V((Tn) = E (9(T)) = EQ(To)? —> T~ T

Par le théoréme de transfert, on a

400 1
E(g(U)) = f o) fo (D) dt = fO g(tydi = 1.

Drautre part, puisque 1 — U suit la méme loi que U, g(1 — U) suit la méme loi que g(U) = X
et donc )
E(Y) = 3 (E(g(U)) + E(9(1 - U))) = E(X) = I.

1
Il s’agit de 'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire (f, g) = f f(t)g(t)dt.
0

Puisque I’énoncé semble en donner une preuve, donnons la : la fonction Q est positive sur
R, car intégrale d’une fonction positive.
Mais pour tout A € R,

1 1 1
o) = A2 fo F2(t)dt — 22 fo F(Oh(t)dt + fo R2(t) dt.

Il s’agit donc d’une fonction polynomiale de degré 2, qui ne change pas de signe sur R.

Son discriminant est donc positif ou nul. Et donc

1 2 1 1 1 2 1 1
_ 2 2 2 2
4(]0 f(t)h(t)dt) 4(f0 f (t)dt)x(fo h (t)dt) <0 (fo f(t)h(t) dt) < (fo f (t)alt)x(fO h (t)dt).
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Ona
V(¥) = 5 (V(gU)) + Vig(1 = U) + 2 Cov(g(U),g(1 ~ U))) = 5V(X)+3Cov (g(U). (1 - U)).

Par la formule de Huygens,
Cov(g(U),g(1 - U)) = E(g(U)g(1 — U)) — E(g(U))E(g(1 - U)) = E(g(U)g(1 — U)) - I*.

Le théoréme de transfert nous donne alors
1
Cov(g(U),g(1 -0)) = fo g(t)g(1 —t)dt — I°.

Or, le résultat de la question précédente, appliqué aux fonction ¢ - g(t) et t - g(1 —t)

affirme que
1 ~ 1 5 ) ( 1 e )
(f; g(t)g(1 t)dt) dt < (fo g(t)=dt] x f(; g(1—1t)~dt].

Un changement de variable x = 1 — t montre que

1 1
— 1Y dt = 2(x)dx = J.
fogm 02 dt fogu J

1

2

Et donc, aprés passage  la racine carrée

1
fo g(t)g(1 —t)dt < JJ? = J.
1l vient donc
Cov(g(U),g(1 = U)) < J - I? = V(X).

On en déduit donc que
1 1
V() = EV(X) +3 Cov(g(U),9(1 - U)) < V(X).

(1-U,) - (1 -W,) =W, — U, est donc de signe opposé a U, — W,,.

Et puisque g est croissante, g(1 — Uy,) — g(1 — W,) est donc de signe opposé a g(Uy,) — g(W,,).
Et donc [g(Un) — g(Wa)llg(1 — Un) — g(1 = Wy,)] < 0.

Par positivité de 'espérance, on a donc

E([9(Un) = g(Wn)I[g(1 = Up) — g(1 = Wy)]) < 0.

Développons I'espérance précédente :

! Toutes les quantités en jeu
sont positives.

Une fonction croissante est
une fonction qui préserve le
sens des inégalités.

E([9(Un) — g(Wi)l[g(1 = Up) — g(1 = Wi)]) = E(g(Un)g(1-Un))—E(g(Un)g(1=Wp))—E(g(1-Upn)g(Wy))+E(g(Wn)g(1-Wp)).

Mais par indépendance de U, et W,, on a

E(g(Un)g(1=Wp)) = E(9(Un))E(9(1=Wp)) = E(9(Tn))E(9(1-Ty)) et E(g(1-Un)g(Wp)) = E(9(1=Un))E(g(Wp)) == E(g(Tn))E(g(1-Tp)).

Drautre part, g(Uy,)g(1 — Uy) et g(Wy,)g(1 — W,,) sont identiquement distribuées et ont donc
méme espérance, qui est également la méme qe celle de g(T,,)g(1 — T,,). 1l vient alors

2E(g(1-Tw)g(1-T,))—2E(g(T»))E(9(1-Tp)) < 0 & E(g(Tn)g(1-T,)) < E(g(T,))E(g(1-Tp)).
Posons Y,, = %(g(Tn) +g(1 = Tp,)).

Alors V(Y,) = 1 (B(@(T,)) + E(g(1 ~ T,) + 2 Cov(g(T,), g1 ~ T,).

Alors la formule de Huygens nous donne
Cov(g(Tn)g(1 - T)) = E(g(Tn)g(1 = Tp,)) — E(9(T»))E(9(1 — Ty)) < O.

Er donc V(1) < § (V(g(T,) + V(g(1 ~ T,).
Comme a la question 1.c, on prouve que nl—i>IPoo V(Y,) = V(Y) et que nlithm V(g(1 -Ty,)) =
V(X). Bt donc

V()= lim V(L) < lim 2 (VD) + Vg - T,)) = 3V(X).
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Une urne contient 4n + 2 boules numérotées de 1 4 4n + 2. On tire sans remise 2n + 1 boules.
Quelle est la probabilité que la somme des numéros des boules tirées soit strictement supérieure 2 la somme des

numéros des boules restées dans 'urne ?

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.72 Notons que la somme totale des numéros portés par

4n+2
les boules de I'urne vaut » k= {n+ 2)n + 3)
k=1 2
Si on note X la somme des numéros portés par les boules tirées, on cherche donc P(X >
2n+1)(4n+3)
5 .
Nous pourrions étre tentés d’essayer de déterminer la loi de X, mais on se rendrait vite
compte que ceci est bien trop difficile!.

=(2n+ 1)(4n + 3).

(2n+1)(4n+3)—X)=P(X>

Notons plutdt qu’il y a trois cas possibles : soit la somme des boules tirées est strictement
supérieure 2 celle des boules restantes, soit les deux sommes sont égales, soit la somme des
boules restantes est strictement supérieure 2 celle des boules tirées. Et donc

1=PX >(2n+1)(4n+3)-X)+P(X = (2n+1)(4n+3)-X)+P(X < 2n+1)(4n+3)-X).

2n+1)(4n+3)

Mais P(X =(2n+1)(4n+3)-X)=P|X = >

2n+1)(4n+3)

) =0car 2n+1)(4n+ 3) est

impair? et donc n’est pas entier, de sorte que P(X = (2n+1)(4n+3)-X) = 0.

Drautre part, X et (2n + 1)(4n + 3) — X suit la méme loi que X, puisque choisir les 2n + 1
boules que I'on tire revient a choisir les 2n + 1 boules que I'on laisse dans l'urne.

Et donc P (X S (2n+1)2(4n+3)) _p (X < (2n+1)2(4n+3))_
On en déduit donc que

(2n+1)(4n+3))=1®P(X> 2n+1)(4n+3) =1

2P (x -
( g 2 2 2
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1Vous pouvez essayer de le
faire pour n = 1, c’est-a-dire
pour une urhe contehant 6
boules, ce sera déja fastidieux,
et il semble difficile de mettre
en place une stratégie qui se
transposerait au cas général.

2 Puisque produit de deux
nombres impairs.

@Cn+1)(dn+3)-Xestla
somme des numéros portés
par les boules restant dans
l'urne.
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Scilab

Nous regroupons dans cette partie quelques exercices portant spécifiquement sur Scilab , posés ces derniéres années.
La plupart d’entre eux relévent du programme de probabilités.

Approximation de r par la méthode de Monte-Carlo

Donner la finalité du programme suivant

1 N = ;S =0

2 for i=1 :N

3 u=rand() ;

4 S = SH+A/N*x1/(1+u*2) ;
5 end

6 disp(S

On pourra penser 2 la loi faible des grands nombres.

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.1 Ce programme simule a chaque passage dans la boucle
une variable aléatoire X; suivant la loi uniforme sur [0, 1], 2 I'aide de rand.
A la fin de la boucle, la variable S contient alors

1i 4
N &1+ x2

Or, lors de différents appels 4 rand(), on simule des variables X; qui sont indépendantes.

Donc les e sont indépendantes, et de méme loi! I Car les X; le sont.
+ X
Par la loi faible des grands nombres?, on a donc 2 Sous réserve qu’elle s'ap-
plique.

N
1 4 P 4
—E - S E )
N & 1+ X? Noteo (1+X12)

Soit donc U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [0, 1].
Par le théoréme de transfert, on a

1
E (1 +4U2) - fo 1 sz dx = [4Arctan(x)]) = 4Arctan(1) = 7.

De plus,

2
4 . , . !
5 admet bien un moment d’ordre 2 puisque dx converge en
0

1+U
tant qu’intégrale sur un segment.
Donc la loi faible des grands nombres s’applique bien, et donc

1+ x2

N

1 4 P

— — 7.

N 2 Notons que seules les deux

i=1 I+X premiéres décimales sont
3 . , bonnes, ce qui ne nous

Et donc pour N grand”, le programme doit retourner une valeur approchée de 7. apprend pas grand chose,
Quelques exécutions du programme affichent successivement 3.1413348, 3.1448606, puisque nous savons déja de-
3.141795, ce qui semble bien confirmer ce qui vient d’étre dit. o puis tout petits que 7 ~ 3.14.
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CHAPITRE 4 : Scilab

Modélisation de tirages avec remise dans une urne

On tire avec remise, une boule dans une urne contenant n boules numérotées.

1. On note T la variable aléatoire égale au numéro du tirage ot pour la premiére fois deux boules différentes

ont été tirées.
Déterminer I'espérance de T.

2. Quelle est la variable aléatoire V;, dont la fonction Scilab suivante calcule une simulation ?

1 function compt=V(n)

2 A =1[]; compt =0;

3 while length(A)<n

4 u = floor(nxrand()+1) ;
5 i = find(A==u) ;

6 if length(i)==0 then
7 A= [Aul;
8 end

9 compt=compt+1 ;

10 end

11 endfunction

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.2

Bien que I'énoncé ne dise rien 2 ce sujet, nous pouvons considérer que les boules sont
numérotées de 1 A n.
Pour i € [1, n]], notons A; I'événement «la boule obtenue lors du premier tirage est la boule

i».

n—1

Alors la loi conditionnelle de T — 1 sachant A; est une loi géométrique de paramétre

En particulier, E(T - 1]A;) = n T
n_
Par la formule de I'espérance totale appliquée au systeme complet d’événements {Ay, . .., A},
ona
< 1 n n
ET-1)= P(A)E(T - 1|A)) = — = .
(T-1) ;()( A7) ;nn_1 —

Etdonc E(T) =1+ L
n—-1

La ligne 4 permet de simuler le tirage d’'une boule dans I'urne, puisqu’elle simule une loi
uniforme sur [1, n].

Les lignes 5 2 7 indiquent que si on a obtenu un numéro qui n’était pas dans A, alors on
Iajoute a A.

Ainsi, 4 tout instant, A contient la liste des différents numéros obtenus lors des précédents
tirages, chaque nombre ne pouvant y figurer au maximum qu’une fois'.

Et la boucle while est parcourue jusqu’a ce que A soit de taille n, c’est-a-dire jusqu’a ce
que tous les numéros entre 1 et n aient été obtenus au moins une fois chacun.

Et alors compt contient le nombre de passages dans la boucle, c’est-a-dire le nombre de
tirages qui ont été nécessaires pour obtenir au moins une fois chaque boule.

Et donc V, représente le nombre de tirages nécessaires pour obtenir au moins une fois
chaque boule de I'urne.

O

A chaque tirage, la probabi-
lité de ne pas obtenir la boule

X n-—1
i vaut

, et les tirages

ayant lieu avec remise, ils
sont indépendants.

1Si un nombre est déja dans
Aet qu'on le tire de nouveau,
on ne lajoute pas A A.

L’exercice qui suit est assez classique, mais le code fourni par ’énoncé est assez dense, et le comprendre «a la volée»

demande une certaine aisance.

On notera qu’il y a |2 une commande (gsort) qui ne figure pas au programme officiel, mais dont le fonctionnement est

expliqué (de maniére succincte, mais largement compréhensible).
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Probléme des anniversaires
Abordable en premiére année :

Dans une classe de 30 éléves, on considére une expérience consistant d’abord 4 demander 4 chaque éléve sa date
d’anniversaire. La suite de I'expérience (simulée 1000 fois sur ordinateur) est décrite par le programme Scilab

suivant :

1 Nexp = ; Neleve=30 ;test=0;

2 for n=1 :Nexp

3 anniv=zeros(Neleve, 1) ;

4 for i=1 :Neleve

5 anniv(i) = floor(365xrand())+1 ;

6 end

7 anniv = gsort(anniv) ;ok=0 ; =

8 for j=1 :Neleve-

9 if anniv(j) == anniv(j+1) then
10 ok=1;
11 end

12 end
13 test=test+ok ;
14 end
15 disp(test/Nexp) ;

1. Le code retourne une valeur (a chaque fois différente) autour de 0.71. Que représente cette valeur ?
2. Calculer la valeur exacte de la probabilité simulée par ce programme.

3. Ecrire un programme Scilab permettant de déterminer le nombre d’éléves a partir duquel cette valeur

dépasse 0.5.

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.3

Les lignes 3 2 5 ont pour effet de choisir au hasard la date de naissance de chacun des éléves
(qui sont au nombre de Neleve, fixé ici a 30).

La liste anniv ainsi obtenue est ensuite triée a la ligne 7. Elle est ensuite parcourue grice a
la boucle de la ligne 8, et le code des lignes 9 4 11 a pour effet, de donner 4 ok la valeur 1 si
la méme date apparait deux fois dans anniv.

Enfin, la variable test compte le nombre de fois o1, lors des Nexp répétitions de I'expérience,
la variable ok valait 1.

Puisqu’enfin on divise test par Nexp, la valeur affichée par le programme correspond
environ a la probabilité qu’il y ait deux éléves avec la méme date d’anniversaire dans la
classe. Cette probabilité est donc visiblement proche de 0.71.

Il y a2 365" possibilités pour les choix des dates d’anniversaires des trente éleves.

Pour que tous ces 30 éléves aient des dates d’anniversaire différentes, il y a 365 choix
possibles pour la date d’anniversaire du premier, puis 364 choix pour la date d’anniversaire
du second, etc, 336 choix pour la date d’anniversaire du dernier.

Donc la probabilité que tous les éléves aient une date d’anniversaire différente vaut
365X364X--~X336_ 365!

650 36530 x 335! .
Et donc la probabilité cherchée est, en passant a I'événement contraire,

365! _ﬁ365—i+1

T 36530 x 335 365

Donnons trois solutions a cette question. La premiére, peut-étre la plus facile, nécessite
juste une petite adaptation du code donné précédemment, pour répéter des simulations
sur des classes 4 2 éléves, a 3 éléves, etc, jusqu’a obtenir une probabilité supérieure ou égale
a0.5.
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On suppose donc qu’aucun
de ces éléves n’est né un 29
février.

Le fait que anniv soit triée
par ordre croissant implique
que si la méme date apparait
deux fois dans anniv, ce
sera nécessairement a deux
positions consécutives.

Puisque nous réalisons ici
des simulations, nous ne
manipulons pas vraiment des
probabilités, mais plutot leur
alter-ego statistique : des
fréquences.

Nous répétons donc I'ex-
périence jusqu’a ce que la
fréquence des classes avec
deux éléves nés le méme jour
soit supérieure a 1/2.
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1 Nexp = 10000 ;

2 Neleve=1 ;proba=0 ;

3 while proba<0.5

4 Neleve=Neleve+1 ;

5 test=0 ,;

6 for n=1 :Nexp

7 anniv=zeros(Neleve, 1) ;

8 for i=1 :Neleve

9 anniv(i) = floor(365*rand())+1 ;
10 end

11 anniv = gsort(anniv) ;ok=0 ;
12 for j=1 :Neleve-1

13 if anniv(j) == anniv(j+1) then
14 ok=1;

15 end

16 end

17 test=test+ok ;

18 end

19 proba =test/Nexp ;

20 end

21 disp(Neleve) ;

Le principal inconvénient de ce code est qu’il repose sur des simulations, et donc qu’on
n’aura aucune garantie quant a la valeur retournée.

Par exemple, en I'exécutant plusieurs fois, j’ai obtenu les valeurs 22, 23 et 24.

I est sirement possible d’augmenter Nexp, le nombre de répétitions, mais le temps de
calcul risque d’augmenter d’autant.

Nous proposons plutét d'utiliser le résultat de la question précédente : pour une classe de

N éléves, la probabilité que deux éléves aient la méme date d’anniversaire vaut “ctorielles
Factorielles

L’expression avec les fac-
N . . N .
365 —i+1 torielles n’est pas utilisable,
1- 1_[ _ . 4 . 3
365 puisque 36530 .
pour que Scilab parvienne a
le calculer.

1 — est trop grand
i=

Voici une suggestion de code :

1 N=1;

2 p=1;

3 while p>0.5

4 p = p*x(365-N)/365 ;
5 N = N+1;

6 end

7 disp(N)

Ce programme retourne alors N = 23 : dans une classe de 23 éléves, il y a plus d’'une
chance sur deux que deux étudiants soient nés le méme jour.

Enfin, juste pour la beauté du geste, proposons une solution en une ligne, qui repose sur le
méme principe que la solution précédente, ainsi que sur le fait que nous savons déja que
N <30 :

1 | disp(min(find(cumprod([365 :-1 :336]./(365*0ones(1,30)))<0.5)))

Nous laissons les détails au lecteur, mais 2 part le fait qu’elle ne tienne qu’en une ligne,

cette solution n’est pas plus intéressante que la précédente!. ! Elle demande méme plus de
calculs !
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Autour de la loi binomiale négative

On considére la fonction Scilab suivante :

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10

endfunction

function f = bn(N,n,p)
= grand(N,n,’geom’ ,p) ;

N

Y = sum(X(i, :));

if Y>=n/p then k = k+
end

1. De quel nombre réel bn(N, 1,0.4) fournit-il une valeur approchée lorsque N est grand ?

2. Donner une valeur approximative de bn(1000,1000,0.4).

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.4

La ligne 2 sert a simuler N échantillons de n variables suivant la loi géométrique %4 (p).
Pour chacun de ces échantillons, on calcule la somme des n variables composant ’échan-
tillon (ligne 5), et on compte le nombre de fois ot cette somme est supérieure ou égale 2

no. ; ,
—, qui n’est rien d’autre que Pespérance de cette somme.

Enfin, la ligne 9 nous indique qu’on s’intéresse non pas au nombre de fois ot la somme

; n . PO . N .
dépasse > mais plutdt a la fréquence du nombre de fois ot cela se produit.

P(Y > 2.5)

Autrement dit, si Y est une variable de méme loi que la somme de n lois géométriques
indépendantes de paramétre p, bn(N,n, p) retourne, pour N grand, une valeur approchée
de P(Y > E(Y)).

En particulier, sin = 1, bn(N,1,0.4) retourne une valeur approchée de P(Y > E(Y)) ot
Y <> 4(0.4).
Soit encore

P(Y>3)=1-P(Y=1)—P(Y=2)=1-0.4-0.4x%0.6 = 0.36.

Lorsque n est grand, la somme de n variables géométriques i.i.d. a une loi proche de celle
de la loi normale de méme espérance et de méme variance.
En effet, c’est une conséquence du théoréme central limite : si (X,,)nen est une suite

n Ce que nous venons de faire
de variables aléatoires i.i.d. suivant la loi géométrique 4(p), et si Y, = ZX,-, alors n’est aucunement spécifique
) 3 la loi géométrique, et fonc-

Y, —E(Y,) 2

VV(Yn)

Autrement dit, pour n grand, on peut approcher la loi de

tionne de la méme maniére

Y ouY — N(0,1). tant que le théoréme central

limite s’applique : la somme
de N variables i.i.d. admet-
tant une variance est, lorsque
N est grand, «proche» de

Yn - E(Yn)

VV(Yn)

par celle de Y.

Et donc celle de Y, par celle de \/V(Y,) (Y — E(Y,)), qui par transformation affine de loi 1a loi normale de méme va-
normale, suit une loi N (E(Y,,), V(Yy,)). riance et méme espérance.

100
Ainsi, pour n = 1000, la loi de Y, est proche d’une loi normale Y d’espérance

et de variance

Mais pour une loi normale, cette probabilité vaut toujours >
Et donc bn(1000,1000,0.4) vaut environ 0.5.

0 = 2500,

Et alors, la probabilité que Y, dépasse son espérance est approximativement égale a la
p q P P pp g
probabilité que Y dépasse son espérance.

1
1 ! T Quelles que soient Pespé-

rance et la variance.
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(QUESTIONS DE COURS POSEES A L’ORAL D’HEC

Les oraux 'HEC commencent systématiquement par une question de cours, plus ou moins difficile.
Cette question est généralement en lien avec la suite de I'exercice, et peut éventuellement étre un indice pour la suite.
Voici une petite liste (non exhaustive) de questions posées ces derniéres années.

1.
2.

O 0o 3 O Ul B~

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.
21.

22.

23.
24.

25.
26.

Condition nécessaire et suffisante pour qu’une matrice soit diagonalisable.

Définition de la convergence en loi d’une suite de variables aléatoires.

. Enoncer la formule du rang pour une application linéaire entre deux espaces vectoriels (sur R ou C) de dimension

finie.

. Enoncer le théoréme de stabilité de la loi de Poisson pour la somme.
. Formule des probabilités totales.

. Enoncer le théoréme de Slutsky.

. Polyn6émes annulateurs d’endomorphisme : définition et propriétés.
. Stabilité de la loi y pour la somme.

. Définition et propriétés d’un produit scalaire.

10.
. Donner la définition de la convergence en loi et de la convergence en probabilités d’une suite de variables aléatoires.

12.
13.

Espérance d’un produit de variables aléatoires indépendantes.

Enoncer des conditions sufhisantes de diagonalisabilité d'une matrice carrée réelle.

Indiquer pour quels nombres réels x les séries Z x" et Z nx""! sont convergentes et préciser leurs sommes

n>1 n>1
respectives.

Rappeler la définition d’un sous-espace stable par f.

X
Justifier que, si f est une fonction continue sur un intervalle I, alors la fonction F : x f f(t)dt est définie et de
a

classe 6! sur I.

Rappeler la formule donnant une densité de la somme de deux variables aléatoires a densité indépendantes et les
conditions sous lesquelles cette formule est applicable.

i) Montrer que toute matrice de ./ ,(C) admet au moins un polyndme annulateur non nul.
ii) En déduire que toute matrice de .#,(C) admet au moins une valeur propre complexe.
i) Rappeler ’énoncé du théoréme central limite.

ii) Comment en déduit-on un intervalle de confiance asymptotique pour I'espérance d’une loi admettant un
moment d’ordre deux ?

Soit f une application de R” dans R qui est de classe 6! sur R”. Donner la formule du développement limité a
Pordre un de f en un point et pour (x, h) € R* x R", donner I'expression de la dérivée de l'application g définie sur
Ret quiat € Rassocie g(t) = f(x + th).

Changement de variable dans une intégrale impropre.

Enoncer le théoréme concernant la diagonalisation des endomorphismes symétriques d’un espace euclidien et
démontrer la propriété concernant les sous-espaces propres d’un tel endomorphisme.

i) Donner, pour tout réel v > 0, l'expression d’une densité de la loi y(v).

ii) Dans le cas ol v est strictement supérieur a 2, donner une représentation graphique de l’unique densité
continue de la loi y(v).

Ordre de multiplicité d’une racine d’'un polynéme.

i) Enoncer le théoreme de la bijection.

ii) Donner une condition suffisante pour qu’une fonction de répartition soit bijective.
Définition du moment d’ordre k d’une variable aléatoire réelle.

Propriétés de la fonction de répartition d’une variable aléatoire a densité.
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27.
28.
29.
30.

31.
32.
33.
34.
35.
36.

37.
38.
39.
40.
41.

42.

43.
44,
45.

46.
47.
48.
49.
50.

51.
52.
53.
54.
55.

56.

57.
58.
59.

Formule du rang pour une application linéaire. Application a la caractérisation des isomorphismes.
Formule de Taylor a l'ordre r avec reste intégral pour une fonction de classe 67!
Définition et propriétés d’'un endomorphisme symétrique d’un espace vectoriel euclidien.

Soit f un endomorphisme de E, x un vecteur prope de f associé a la valeur propre 6 et P € R[X].
Exprimer P(f)(x) en fonction de P, 0 et x. Montrer que toute valeur propre de f est racine de n’importe quel
polynéme annulateur de f.

Définition et propriétés de la loi exponentielle de parameétre A > 0.
Rappeler la définition d’une application surjective et d’une application injective.

Théoréme de transfert pour une variable 2 densité.

Enoncer le théoréme de Pythagore.
Définition d’une valeur propre et d’'un vecteur propre d’un endomorphisme.
Soit h une fonction numérique de classe 6! sur un ouvert Q de R".

i) Qu'appelle-t-on point critique de h ?

ii) Qu’appelle-t-on point critique pour 'optimisation de h sous contraintes d’égalités linéaires

g(X) =b

gp(X) =b,

Théoréme de d’Alembert-Gauss. Application 2 la factorisation de polyndmes dans R[X].

Que peut-on dire d’un polynéme de R,[X] qui admet plus de n racines ?

Formule de I'espérance totale pour une variable aléatoire discréte X et un systéme complet d’événements (A,)nen-.
Convergence des séries de Riemann.

Définition et propriétés de I'orthogonal d’un sous-espace vectoriel d'un espace euclidien.

Rappeler la définition du rang d’une matrice. Quelle est, selon les valeurs des réels a, b, c et d le rang de (CCI Z) ?

Définition et propriétés d’un projecteur orthogonal.
Inégalité des accroissements finis pour une fonction réelle d’une variable réelle.

Rappeler la définition d’'un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien. Que peut-on dire de sa matrice dans
une base orthonormale ?

Définition de la limite d’une suite de nombres réels ?

Donner deux conditions suffisantes et non nécessaires de diagonalisabilité d'une matrice.
Définition de la convergence d’une série réelle.

Définition et propriétés d’une fonction convexe sur un intervalle de R.

Soit X1, ..., X, des variables indépendantes suivant la loi de Bernoulli %8 (p).

1 <&
Rappeler comment I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev permet de définir 2 partir de X,, = — E X; un intervalle
n
i=1
de confiance de p au niveau de confiance a (& €]0, 1[).

Soient (un) et (v,) deux suites de réels strictement positifs. Rappeler la signification de la relation v, = o(u,).
Continuité d’une fonction réelle d’une variable réelle.

Sous-espaces vectoriels supplémentaires.

Comparaison de séries 4 termes positifs.

Définition de la covariance et du coefhcient de corrélation linéaire px,y de deux variables aléatoires discrétes X et
Y, prenant chacune au moins deux valeurs avec une probabilité strictement positive.
Indiquer dans quels cas px,y vaut 1 ou —1.

Rappeler la définition de la continuité en un point d’une fonction de R” dans R (n > 2). Donner un exemple d’une
fonction non continue sur R?.

Caractériser les isomorphismes d’espaces vectoriels de dimensions finies.
Inégalité de Bienaymé-Tchebychev. Estimateur sans biais, convergent.

Rappeler la définition du rang d’une matrice.
Une matrice et sa transposée ont-elles nécessairement le méme rang ?
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60. Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’une suite réelle décroissante soit convergente.
61. Loi d’un couple de variables aléatoires. Lois marginales.
62. Définition et propriétés d’'une matrice inversible.

63. Rappeler la définition d’une série convergente. Montrer qu’une série a termes positifs est convergente si et seulement
si la suite de ses sommes partielles est majorée.
Cette équivalence demeure-t-elle valable pour les séries 4 termes réels de signe quelconque ?
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