
����� ������� ����������

������ ���������

���������� �� �� �
������ � � � ���

�������� �

���� n ∈ �∗� �� ������� ��� ����� �� n ������� ������������ ����� ����� ����������� ���� ����

k ∈ [[1;n]]� �� ���� Pk ����������� �� ������� ���� �� k���� ������ �� �� Fk ����������� �� ������� ����

�� k���� ������ ��� �� ���� X �� �������� ��������� ��� ����� �� ������ k �� ���� ������� ���� ��

�������� ���� �� ���� �� ���� �� ���� �� ���� ��� ����� ��� ������� k− 1 �� k� �� �������� ��� X �����

�� ������ 0 �� ���� ��������� ������ ��� ����� ����������� �� ���� Y �� �������� ��������� ��� �����

�� ������ k �� ���� ������� ���� �� �������� ���� �� ���� �� ���� �� ���� �� ���� ��� ����� ��� ������� k−1
�� k� �� �������� ��� Y ����� �� ������ 0 �� ���� ��������� ������ ��� ����� ����������� ����������

�� ��� �������� ��� �� �������� ��� ���������� �� X �� Y ���� �������� ������ ����� �������� ���

E(X) < E(Y )� �� ��� ������� ��� �� ����� ��������� �� �� �������� ������������ �� ��������� �� ����

�� �������� ���� ����� ��� �� ����� ��������� �� �� �������� ������������ �� ��������� ���

������ �� ����� �� X

�� ��� ���� X(Ω) �

�� � ����������

X(Ω) = {0} ∪ [[2;n]]�
�� �������� P (X = 2)�

�� �

P (X = 2) = P (P�F�)

= P (P�)P (F�) ��� ������������

=
1

2
× 1
2
�

����

P (X = 2) =
1

4
·

�� ���� k � 3�
�� ��������� ��� P (X = k |P�) = 1/2k−��
�� �

P (X = k |P�) = P (P� · · ·Pk−�Fk |P�)
= P (P� · · ·Pk−�Fk) ��� P� · · ·Pk−�Fk ⊥⊥ P�

= P (P�) · · ·P (Pk−�)P (Fk) ��� ������������

=
1

2
× · · · × 1

2� �� 	
k−� ����

�

����

P (X = k |P�) =
1

2k−�
·



�� ��������� ��������� �������� ���� � P (X = k |F�) = P (X = k − 1)�
�� ����������� �� ����������� F� ��� ������ �������� ��� �� ����������� ������� �� ��������

�� ��������� ��� ��� ����������� ������� ���� ���� ��� F� ����� �������� �� ���� ����������

��� �� ������� ������ ��� ��� ������ �� ���� ��� �� ����� �� ������� �������� �� ���� 2�

���� ��� ����������� ������� �� ����������� �� ����������� (X = k) ������� ��� F� �����

������� �������� ��� �������� ��������� � ������� �� ����������� ����� ����������������

�� ����������� (X = k − 1)� ����

P (X = k |F�) = P (X = k − 1)�

�� �� ������� ��� P (X = k) = 1/2k + P (X = k − 1)/2.
������� �� ������� ��� ������������ ������� � ������� �� ������� ������� ������������

(P�, F�)� �� �

P (X = k) = P (P�)P (X = k |P�) + P (F�)P (X = k |F�)

=
1

2
× 1

2k−�
+
1

2
× P (X = k − 1),

����

P (X = k) =
1

2k
+
1

2
P (X = k − 1)�

�� ���� ���� k ∈ [[2;n]]� �� ���� uk = 2
kP (X = k)� ��������� ��� �� ����� (uk)��k�n ���

������������ �� �� ������� �� ������ �� P (X = k) ���� ���� k ∈ [[2;n]]�
���� ���� k ∈ [[2;n]]� �� �

uk = 2
kP (X = k) = 2k

� 1
2k
+
1

2
P (X = k − 1)

�
= 1 + 2k−�P (X = k − 1) = 1 + uk−�,

���� (uk)��k�n ��� ������������� ��� ������ ���� ���� k ∈ [[2;n]]� �� �

uk = u� + k − 2 = 4
1

4
+ k − 2 = k − 1,

����

∀k ∈ [[2;n]] , P (X = k) =
k − 1
2k

·

�� �� ��������� ���� ���� ���� m � 2� �� �

m
k��(k − 1)/2k = 1− (m+ 1)/2m�

���� ���� m � 2� �� ���� �(m) :

m�

k��

k − 1
2k

= 1− m+ 1
2m

·

�������������� � ���� m = 2� �� �

��

k��

k − 1
2k

=
1

4
�� 1− 2 + 1

2�
=
1

4
���� �(2) ��� ������

�������� � ������ m � 2 ��� ��� �(m) ��� ����� �� ���������� �(m+ 1)� �� �

m���

k��

k − 1
2k

=

m�

k��

k − 1
2k

+
m

2m��

= 1− m+ 1
2m

+
m

2m��
��� ����

= 1− (m+ 1) + 1
2m��

�

���� �(m+ 1) ��� ������

���������� � ������� �� �������� �� ����������� �� �

∀m � 2,
m�

k��

k − 1
2k

= 1− m+ 1
2m

·



�� ���������� P (X = 0) �� �������� �� ������ ������� n ���� ���� +∞� ������������

�� �

P (X = 0) = 1−
n�

k��

P (X = k) = 1−
n�

k��

k − 1
2k

������� �� ��

����� ������� �� �� ���

P (X = 0) =
n+ 1

2n
·

��� ����������� ��������� ���� ������ ���

lim
n→�∞

P (X = 0) = 0�

�� ��� ������������ �� ������ ���

�� �� ����� �� ���� ����� ������ �� ���� �� ������ ��

��������� ������������������ �� �������� ����������� ���

�� �� ��������� ���� ���� ���� m � 2� �� �

m
k�� k(k − 1)/2k = 4− (m� + 3m+ 4)/2m�

���� ���� m � 2� �� ���� �(m) :

m�

k��

k(k − 1)
2k

= 4− m
� + 3m+ 4

2m
·

�������������� � ���� m = 2� �� �

��

k��

k(k − 1)
2k

=
1

2
�� 4− 2� + 3.2 + 4

2�
=
1

2
���� �(2)

��� ������

�������� � ������ m � 2 ��� ��� �(m) ��� ����� �� ���������� �(m+ 1)� �� �

m���

k��

k(k − 1)
2k

=

m�

k��

k(k − 1)
2k

+
(m+ 1)m

2m��

= 4− m
� + 3m+ 4

2m
+
(m+ 1)m

2m��
��� ����

= 4− m
� + 5m+ 8

2�

= 1− (m+ 1)
� + 3(m+ 1) + 4

2m��
�

���� �(m+ 1) ��� ������

���������� � ������� �� �������� �� ����������� �� �

∀m � 2,
m�

k��

k(k − 1)
2k

= 4− m
� + 3m+ 4

2m
·

�� �������� E(X) �� �������� �� ������ �� ����� �������� ������� n ���� ���� +∞�

�� �

E(X) =
�

k∈{�}∪����n��
kP (X = k) =

n�

k��

k(k − 1)
2k

������� �� ���

�� ��� ������ ������� �� �������� �� �� �������� �����������

E(X) = 4− n
� + 3n+ 4

2n
·

��� ����������� ��������� ���� ������ ����� ���

lim
n→�∞

E(X) = 4�



������ �� ����� �� Y

�� ��� ���� Y (Ω) �

�� � ������

Y (Ω) = {0} ∪ [[2;n]]�
�� �������� P (Y = 2) �� P (Y = 3)�

�� �

P (Y = 2) = P (P�P�) =
1

2
× 1
2
=
1

4

��

P (Y = 3) = P (F�P�P�) =
1

2
× 1
2
× 1
2
=
1

8
�

�� ���� �� ��� ���� ����� ������� �������������� ��� �������� ����

P (Y = 2) =
1

4
�� P (Y = 3) =

1

8
·

�� ���� k � 4�
�� � ������ ��� ������������ �������� ��������� ��� P (Y = k |P�) = P (Y = k |P�F�)/2 ��

�� ������� ��� P (Y = k |P�) = P (Y = k − 2)/2�
������� �� ������� ��� ������������ ������� ���������� � ������� �� ������� �������

������������ (P�, F�)� �� �

P (Y = k |P�) = P (P� |P�)P (Y = k |P�P�) + P (F� |P�)P (Y = k |P�F�).

��

⊲ P (P� |P�) = P (P�) =
1

2
��� ������������ �

⊲ P (Y = k |P�P�) = 0 ������� �� �������� �������� �� ��������� �� �� ���� ��� �����

������ �� k���� ������ ����� k � 4� ���� �� �������� ���� ����� ��� ����� ��������
��� ������� �� �������� ����� �

⊲ P (F� |P�) = P (F�) =
1

2
��� ������������ �

⊲ P (Y = k |P�F�) = P (Y = k − 2) ���� �� �� ���� ����� ���� �� �������� �� �� ���
�� ����������� �� P�F� ���������� ��� ������������ �� �� �������� �� ��������� �� �� ���

������ �� ���� ����� ������� �� ���� �� ������� �� ����������� �� �����������

(Y = k) ������� ��� P�F� ����� ������� �� �� �������� ��� �������� ��������� ��

����������� ����� ���������������� �� ����������� (Y = k − 2)�
����

P (Y = k |P�) =
1

2
× 0 + 1

2
P (Y = k − 2),

������������

P (Y = k |P�) =
1

2
P (Y = k − 2).

�� ��������� ��� P (Y = k) = P (Y = k − 1)/2 + P (Y = k − 2)/4�
������� �� ������� ��� ������������ ������� ���������� � ������� �� ������� �������

������������ (P�, F�)� �� �

P (Y = k) = P (P�)P (Y = k |P�) + P (F�)P (Y = k |F�).

�� P (Y = k |F�) = P (Y = k − 1) ��� �� ���� ������������ ���� �� �������� �� �� ���
����� �� ������ ������ �� �������� �� �� �������� ����������� �� �

P (Y = k) =
1

2
× 1
2
P (Y = k − 2) + 1

2
× P (Y = k − 1),

����

P (Y = k) =
1

2
P (Y = k − 1) + 1

4
P (Y = k − 2)�



�� ���������� P (Y = k) ���� ���� k ∈ [[2;n]]�
���� ���� k ∈ [[2;n]]� �� ���� vk = P (Y = k) �� ����� ���� ������� �� �������� �����������

�� ���

∀k ∈ [[2;n]] , vk =
1

2
vk−� +

1

4
vk−�.

���������� ��������������� �� ����� ���������� ������ ��� r�−r/2−1/4 = 0� �� ������������
���� ∆ = 1/4 + 1 = 5/4 ���� ��� ��������� �� ����� �������� ���� ��� ���� ������� �����

r� = (1 +
√
5)/4 �� r� = (1−

√
5)/4� ��� ������ �� ������ ���� ���������� A �� B ������ ���

∀k ∈ [[2;n]] , vk = A
�1 +

√
5

4

�k
+B

�1−
√
5

4

�k
·

����� v� = 1/4 �� v� = 1/8� �� ��� ������� �� ����� v� = 0 �� v� = 1 ����� ���������� ����

��� ��� �� ���� �� ����������� . . . �� ����





A + B = 1

1 +
√
5

4
A +

1−
√
5

4
B = 0

�� ��� �����

A =
5−

√
5

10
�� B =

5 +
√
5

10
·

�� ����������� �� �

∀k ∈ [[2;n]] , P (Y = k) =
5−

√
5

10

�1 +
√
5

4

�k
+
5 +

√
5

10

�1−
√
5

4

�k
·

�� �� ������� ���� ���� m ∈ [[2;n]]� �� �

m
k�� P (Y = k) = 1−P (Y = m−1)−3P (Y = m)�

���� ���� m ∈ [[2;n]]� �� ���� �(m) :

m�

k��

P (Y = k) = 1−P (Y =m− 1)− 3P (Y =m)�

�������������� � ���� m = 2� �� �

��

k��

P (Y = k) = P (Y = 2) =
1

4
�� 1−P (Y = 1)− 3P (Y = 2) = 1− 0− 31

4
=
1

4

���� �(2) ��� ������

�������� � ������ m ∈ [[2;n]] ��� ��� �(m) ��� ����� �� ���������� �(m+ 1)� �� �

m���

k��

P (Y = k) =

m�

k��

P (Y = k) + P (Y =m+ 1)

= 1− P (Y = m− 1)− 3P (Y = m) + P (Y =m+ 1) ��� ����

= 1−
�
4P (Y = m+ 1)− 2P (Y = m)

�

−3P (Y = m) + P (Y = m+ 1) ��� �� �� ��

= 1− P (Y = m)− 3P (Y =m+ 1),

���� �(m+ 1) ��� ������

���������� � ������� �� �������� �� ����������� �� �

∀m � 2,
m�

k��

P (Y = k) = 1− P (Y = m− 1)− 3P (Y =m)�



�� ���������� P (Y = 0) �� �������� �� ������ �� ����� �������� ������� n ���� ���� +∞�

�� �������� �� �� �������� ���������� ���� ��� ���

P (Y = 0) = 1−
n�

k��

P (Y = k) = P (Y = n− 1) + 3P (Y = n),

����� ������� �� �������� �� �� �������� �� �� �

P (Y = 0) =
5−

√
5

10

�1 +
√
5

4

�n−�
+
5 +

√
5

10

�1−
√
5

4

�n−�

+3
5−

√
5

10

�1 +
√
5

4

�n
+ 3

5 +
√
5

10

�1−
√
5

4

�n

������������

P (Y = 0) =
5 + 2

√
5

10

�1 +
√
5

4

�n−�
+
5− 2

√
5

10

�1−
√
5

4

�n−�
·

����� (1 +
√
5)/4 �� (1−

√
5)/4 ������������� � ]−1; 1[� �� �

lim
n→�∞

P (Y = 0) = 0�

�� ��� ������������ �� ������ ���

�� �� ����� �� ���� ����� ������ �� ���� �� ������ ��

��������� ������������������ �� �������� �� ��������� ���

�� �� ��������� ��� ���������� ��� m ���� ���� ���� m ∈ [[2;n]]� �� �

m�

k��

kP (Y = k) = 6− (m+ 5)P (Y = m− 1)− (3m+ 16)P (Y =m).

�� ���� �(m) :

m�

k��

kP (Y = k) = 6 − (m + 5)P (Y = m − 1) − (3m + 16)P (Y = m)

���� ���� m ∈ [[2;n]]�
�������������� � �� �

��

k��

kP (Y = k) = 2P (Y = 2) =
1

2
�� 6−7P (Y = 1)−22P (Y = 2) = 6−7×0−221

4
=
1

2

���� �(2) ��� ������

�������� � ������ m ∈ [[2;n]] ��� ��� �(m) ��� ����� �� ���������� �(m+ 1)� �� �

m���

k��

kP (Y = k) =

m�

k��

kP (Y = k) + (m+ 1)P (Y = m+ 1)

= 6− (m+ 5)P (Y =m− 1)− (3m+ 16)P (Y = m)
+(m+ 1)P (Y = m+ 1) ��� ����

= 6− (m+ 5)
�
4P (Y = m+ 1)− 2P (Y = m)

�

−(3m+ 16)P (Y = m) + (m+ 1)P (Y =m+ 1) ��� �� �� ��

= 6− (m+ 6)P (Y =m)− (3m+ 19)P (Y = m+ 1)
= 6−

�
(m+ 1) + 5

�
P (Y = m)−

�
3(m+ 1) + 16

�
P (Y =m+ 1),

���� �(m+ 1) ��� ������

���������� � ������� �� �������� �� ����������� �� �

∀m � 2,
m�

k��

kP (Y = k) = 6− (m+ 5)P (Y = m− 1)− (3m+ 16)P (Y =m)�



�� �������� E(Y ) �� �������� �� ������ �� ����� �������� ������� n ���� ���� +∞�

�� �

E(Y ) =
�

k∈{�}∪����n��
kP (Y = k)

=

n�

k��

kP (Y = k)

= 6− (n+ 5)P (Y = n− 1)− (3n+ 16)P (Y = n) ������� �� �� ��

= 6− (n+ 5)
�5−

√
5

10

�1 +
√
5

4

�n−�
+
5 +

√
5

10

�1−
√
5

4

�n−��

−(3n+ 16)
�5−

√
5

10

�1 +
√
5

4

�n
+
5 +

√
5

10

�1−
√
5

4

�n�
�

�� ��� ������

E(Y ) = 6− 5(n+ 5) + (2n+ 11)
√
5

10

�1 +
√
5

4

�n−�
− 5(n+ 5)− (2n+ 11)

√
5

10

�1−
√
5

4

�n−�
·

����� (1 +
√
5)/4 �� (1 −

√
5)/4 ������������� � ]−1; 1[� ��� ����������� ���������

���� ������ ���

lim
n→�∞

E(X) = 6�

������ �� �� ��� ��������������

�� ������� �� ������� ������� �� ������ ��� ������� ��� ������� ����� ����� ���������� �� ������

��� ��������� �� ��� ������� ����� ����� �� ��� �� �� ���� ���� �� ������� ��

�� �����

��� ������� ��

�������������

�� �����<��� ���� ��������� ���� ��������� ���

���

�� ��� ���� �� ������ ����� ���� �������� �

�� �������� ���

�� ������ ��������� ��� ������� �� X �� Y ����

�� ������� � �������� � �� �������� �����������

�� ��� ����������� ����� ���� ��� ��� ������� �� X �� Y ������� ��� ������� ������ �������

�������������� �� 4 �� 6 �

�� �������� ��������� ������������ ���

�� �������� �������� �� ����� ������ �� ���� �� ������ ���� ���� ��� �������

��� ���� ��������� ������������ ������� ��� ��������� ��������� ���� X �� Y

���� �� ������� �� ����� �� ������� �� ��� ���� ���������


