Au final ce ds (plutot facile) comportait
Exo A. Espaces vectoriels : questions faciles(1, 2a, 4, 5a, 5b, 6a, 6b), questions moyennes
(2b,3a,6¢,6d), questions difficiles (3b)

Exo B. Dénombrement : questions faciles(1, 3), questions moyennes (2, 4, 5), questions
difficiles (6)

Exo C. Probabilités : questions faciles(Al, A2a, A2b,A3, Bl, B2a), questions moyennes
(A2c), questions difficiles (B2b, B2c)

Exo D. Fonctions : questions faciles(1a,2b,2d,3d,3e,3f), questions moyennes (1b,2a,2¢,3a,3c),
questions difficiles (3b)
Les résultats étant donnés dans la plupart des questions (ce n’est pas toujours le
cas). C’est rassurant et cela permet d’admettre le resultat pour traiter simplement
les questions suivantes
L’exo de dénombrement est le plus court et simple (rentable) a rédiger, suivi de
I’exo sur les fonctions.
L’exo de proba est plus simple que ce qui tombe en moyenne dans le méme style.
Comme d’habitude, des points classiques du cours : sommes géométriques, sommes
(et produits) telescopiques, récurrences linéaires, systemes rodent dans le sujet...

Exo A. 1. e E c RNqui est un espace vectoriel de référence, par définition de E.
E # (). En effet, la suite nulle v = (0),,cy appartient a E car

8Unt3 — 12049 +6Up41 — 0, =8 %x0—-12X04+6x0—-0=0 (n € N)
e Soient (\,u) € R? et soit (u,v) € E2. Montrons que \u + puv € E.

— Comme v € E C RY, comme v € E C RN et comme RY est stable par
combinaisons linéaires, en tant qu’espace vectoriel, on a A\u 4+ pv € RY
— Pour n € N, nous remarquons que

8(AU + pv)n+3 — 12(Au + p0)nt2 + 6(Au + p)n 1 — (Au + o)y
= 8Aupy3 + 8uvpy3 — 12 \up40 — 1200542 + 6 up41 + 6pvp 11 — AUy — poy,
= ABupt+s — 12upt2 + 6upir1 — up) + 1(8vpt3 — 12049 + 6Up 11 — vy)

Comme u € F et v € F, nous remarquons alors que
8O0 3= 12N 26 (041 — (A1), = AX 04710 = 0

A fortiori, A\u 4+ pv € E
En conclusion, E forme un R sous-espace vectoriel de RY.

2. a. e (Comme la suite 7 appartient & RN et satisfait

82n+3 - 12Zn+2 + 6Zn—|—1 in
B M T
= )" (H-B+5-1)=(3)"01-3+3-1)=0,

nous remarquons que i€ E.
e Comme la suite j appartient a RN et satisfait



8jn+3 - 12jn—|—2 + 6jn+1 — Jn
= 8n+3) ()" 120 +2) (D) +6(n+1) (D" —n(3)"
(1)n 8(n+3) 12(n+2) 6(n+1) n)

- \2 S B M)

= (3)"(m+3-3n+2)+3(n+1)—n)=(3)"x0=0,

nous remarquons que j € F.
e Comme la suite k appartient & RY et satisfait

8kn+3 - 12kn+2 + 6kn+1 - kn
= 8(n+3)2 (5" —12n+ 22 (1) +6(n+ 12 (3" —n2 (1)"
- (l)n <8(n—|—3)2 . 12(n+2)? + 6(n+1
- 2 23 22

= (3)"((n+3)2=3(n+2)*+3
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(1—3+3—1)2+4n(6—12+6)+32—3x 2243

nous remarquons que keE.

b. Les vecteurs ;, fet k appartienent a E. Supposons qu’il existe des saclaires
x, y et z dans R tels que xi + yj'+ 2k = 6, ot 0 désigne le vecteur nul de
I’espace des suites, c¢’est a dire la suite constante nulle. Alors, en choisssant
les indices, n = 0, n=1 et n = 2, on obtient le systeme

0= zig+yjo+zko=2+yx0+2x0*==zx
0= zir+yp+zki=%+4x1+5x12=2+4+2

0= mig+yjotohky=24Yx242x22 =02 &
0=z
— O=y+=z2
0=2y+4z
O0==
= 0=y
0=z

A fortiori, z = y = z = 0.Et la famille (Z, j, E) est libre. En conclusion, c¢’est
une famille libre de vecteurs de E.

a. En remarquant que l'on somme les termes d’une suite arithmétique, nous
obtenons que

n—1
A A+ p(n—1) n—1
Snlz;)()\—l—uk):nx 5 =nX|A+u 5

D’autre part, nous déduisons de la relation wy = 2k+1uk+1 — 2k, que S,_1
est une somme telescopique de sorte que



n—1

Sn—l = Z(2k+1uk+1 — Qkuk)

Zi? n—1
= Z 2kt Ly — Z 2k, (séparation)
k=0 k=0
n n—1
= Z 2wy — Z 2k, (changement d’indice ¢ =k + 1)
=1 k=0
n—1 n—1
= Z 20y + 2"uy, — 20ug — Z 2k, (Chasles)
(=1 k=1
= 2"u, — ug

b. Nous déduisons des résultats de la question précédente que

-1
2”un—u0:n()\+,unT> (n>1)

En particulier, nous remarquons que
2_
2
:u02%+(A—%)2%+%g—n (n>1)
= uin + (A = §) jn + Gkn

Comme cette relation est également vérifiée pour n = 0, nous concluons que
. - M) N Y
U = ugt A== )j+Zk
or ( 2)7 7

Ainsi, 4 est est combinaison linéaire des suites i, 7 et k.

4. La famille B = (;, 7, E) est une famille libre de E d’apres 1.2b et génératrice de
E d’aprés 1.3b puisque toute suite @ de E est combinaison linéaire des suites ¢,
j et k. A fortiori, B est une base de E.

5. Pour k£ € N, nous remarquons que

Wyo — 2wyt +wy = 28Bug g — 2820y g 2 | 262y g — 2Ly | 2Ly g — 2Ry,

W42 Wk+1 Wk

= 28 | Bupy3 — 12449 + 6upy —ug | =0

Ocart € F

6. D’apres la question précédente, la suite w satisfait une récurrence linéaire homo-
gene d’ordre 2 d’équation caractéristique

2?2 —2r+1=0+= (v —1)? =0,
admettant la racine double 1. En particuier, 3!(\,x) € R? tel que

wy, = MF 4 pkl* =X+ puk (k> 0)



Exo B.

e [ C E qui est un espace vectoriel.
F # (). En effet, la suite nulle v = (0),,cn appartient & F' car

vp—2v1=0—-2x0=0
e Soient (A\,p) € R? et soit (u,v) € F2. Montrons que \u + pv € F.

— Comme v € F C E, comme v € F C E et comme FE est stable par
combinaisons linéaires, en tant qu’espace vectoriel, on a A\u + pv € F

— Nous remarquons que
(AuA4pv)o—2(AMutpv) 1 = Mug+uvg—2 ug —2pv1 = A ug—2uq )+p(vg—2v1)
Comme u € F et v € F, nous remarquons alors que
(A~ pv)g —2(Au+ pw); =Ax0+pux0=0

A fortiori, \u + pv € F

En conclusion, F' forme un R sous-espace vectoriel de F.
Nous avons déja montré au 2a que i € E et nous remarquons que

. . 1 1

20—211:2—0—22—120.
De sorte que ieF.
Comme u € F et comme F est un sous-espace vectoriel de E, nous avons
i € F. Or nous avons montré au 4 que la famille £ = (;, 7, IZ) forme une base
de E. Alors, il existe un unique triplet («,3,7) € R3 tel que @ = i+ B+ yl;.
Comme la famille € est génératrice, le triplet existe. Comme cetre famille est
libre, le triplet est unique
Comme u € F, nous remarquons alors que

: . : : 1
0 = up—2uy = aip+Bjo+vko—2(at1+Bj1+7vk1) = a—2 ( + @ + 72) . T

A fortiori, nous avons v = —f.

. Il résulte des calculs effectués dans la question précédente que

i =ai+ 0] +vk=ai+ 3] — Bk =ai+ B(j — IZ)

En partlcuher _une suite u quelconque de F' est combinaison linéaires des
suites ¢ € F' et j — k. Comme la suite j— k appartient a F' d’apres la relation
. . . : 0o 0 .1 12
(j—k‘)o—?(]—k?)l:jo—k0—2]1+2k1:————2—+2—:0
1 1 2 2
Nous remarquons que la famille F = (;J'— /Z) est une famille génératrice de
F, qui est également libre car Si z € R et y € R vérifient 27 + y(j— k) = 0=
zi+ yf— yk, alors nous remarquons que nous avons une combinaison linéaire
nulle de la famille libre (7, 7, k) (montré en 2b), de sorte que z =y = —y = 0.
En conclusion la famille F forme une base de F'.



1. Ily aautant de mots de passe que de 8-listes d’éléments de I’ensemble E constitué
des 26 minuscules, 10 chiffres et 6 signes de ponctuation. Il y en a

(26 + 10 + 6)8 = 428

2. Pour constituer un tel mot de passe, on commence par constituer une 5-liste avec
les minuscules (il y en a 265) que 'on complete avec une 3 liste sans répétition
des 10 chiffres (il y en a A?O). Au total, il y a 26° x A:I’O mots de passe.

3. L’ensemble de ces mots de passe est constitué de tous les mots de passe (42%),
privé des mots de passe ne comportant ni chiffre, ni signe de ponctuation (26%).
Au total, il y en a 428 — 268.

4. L’ensemble de ces mots de passe est cnstitué de tous les mots de passe (42%),
privé des mots de passe sans signe de ponctuation (il y en a (26 + 10)® = 36°) et
des mots de passe comportant exactement un signe de ponctuation (on choisit
le signe de ponctuation, sa position, et on complete les 7 cases qui restent avec
des minuscules ou des chiffres : il y en a (?) X (?) x 367). Au total, il y en a

428 — 368 — (?) G) 367

5. Pour constituer un mot de passe avec exactement trois chiffres et un signe de
ponctuation,

On choisit 3 positions pour les trois chiffres ((g) possibilités)

On choisit les chiffres pour ces trois positions (103 possibilités)

On choisit la position du signe de ponctuation ((?) possibilités)

On choisit le signe de ponctuation ((?) possibﬂités)

A

. On complete les quatre cases restantes avec des minuscules (264 possibilités)

Au total, il y en a
8 3 5 6 4
(3) x 107 x (1) X (1) x 26

6. Pour constituer un tel mot de passe, on choisit huit chiffres distincts ((180)), puis

on les dispose dans 'ordre croissant. Au total, il y en a (180) =40
spéciale dédicace : K., tu peux les écrire tous, si tu le souhaites, je valide

Exo C. A. 1. Comme les tirages de boules sont indépendants et comme les boules ont
les mémes probabilités d’étre tirées, on utilise la probabilité uniforme pour
calculer nos probabilités conditionnelles. En particulier, on a

PU1(R/€) %
PUz(Rk) % =1
Puy(Ry) =19

Il résulte alors de la formule des probabilités totales appliquée au systeme
complet d’événements (non négligeables) {U1,U2,Us} que

P(Ry) = P(U1) x Py,(Rg) + P(Uz) X Pu,(Rg) + P(Us) x Py, (Ry)

:l><2+1x1+%><0:&:

1 T
37573 15 15



2. a. D’apres l'indépendance des tirages des boules (une fois I'urne choisie),

2 n
PU1(R1 m"'mRrJ = PU1<R1) X oo X PUl(Rn) = <g>

b. De méme, on a

PUQ(Rl N---NR,) = PUQ(Rl) X o x Py, (Ry) =1"=1
Py,(RiN---NRy) =Py, (R1)x - xPy(R,) =0"=0

c. Lesrésultats précédents et la formule des probabilités totales appliquée au
systeme complet d’événements (non négligeables) {U1,Us,Us} induisent que

P(Rin---NR,) =PU)x Py (RiN---NRy,)+ P(Usz) X Py,(RiN---NRy)

—|—P(U3) X PUg(Rl N---N Rn)
1 2\n 1 1 1 /2\n
=3 x(§)"+3x1+3x0=5(3)"+

W=

3. D’apres les résultas des questions 2a et 2c¢, nous avons

Comme P(R; N R2) # P(R1)P(R2), les événements R et Ry ne sont pas
indépendants pour la probabilité P.

. 1. Soit k € [2,n]. Alors, il résulte du résultat de la question 2a et de la définition
ds probabilités conditionnelles que

P(RiN--NR,_1NRy) 3
P(RiN---NRg_1) %(

k1
_|_§
—1

PRm---mRk,l(Rk) = + 1 (g
3 5

2
5
2. a. Nous déduisons du résultat de la question Ala que

— 7 8
(A1) = P(Ry) (R1) 5= 15
b. Pour > 2, nous remarquons que Ay = R1N---NR;_1NR. En particulier,
nous déduisons de la formule des probabilités composées (vu qu’il n’y a
pas indépendance entre les R;) que

P(Ak) = P(Rl) X PRl(Rl N RQ) X -ee X Ple...an_2(Rk_1) X PRlﬂ...ﬂRk_l(Rk>

= % X < ?:_21 PRlﬂ---ﬁRgfl(R£)> X (1 - PRlﬁ---ﬁRk,1 (Rk))
; 1 (%)EH (%)kﬂ
= 1= < [I}=, m x [ 1— m (produits telescopiques)
_ 1y (6) = (3)n
P )+ (3)+n
k—



c. On remarque que A = Ur_, Ay, de sorte que I'on déduit de la formule des
sommes géométriques de raison différente de 1 que

P(A) =1-P(U;_ 1Ak) =1->7 1 P(Ag) (événements mutuellement incompatibles)
— k= 12 (E
2 n

OO o

2) (Somme géométrique de raison # 1)

Exo D. 1. a. Réaliser un tableau de variation de g aide beaucoup pour la suite
La fonction ¢ est dérivable sur R en tant que différence de fonctions déri-
vables. De plus, on a

gd(x)=e"—1 (x € R)

En particulier, il résulte de la croissance stricte de la fonction exponentielle
et de 'égalité eV =1 que

Jdx)>0<=2>0 ¢x)=0<2=0 ¢x)<0<=2<0

La fonction g est donc strictement décroissante sur | — oo, 0[ (sur | — oo, 0]
d’apres la propriété 10.76 du cours) et strictement croissante sur |0, +o0]
(idem sur [0, +o0]).

b. La fonction g est continue, strictement croissante sur [0, +oo[ donc est une
bijection ¢ de [0,4o0[ dans g([0,+oo[) = [1,+oo] (il résulte en effet du
théoreme de croissance comparée que xll}liloo g(x) = +oo. En particulier, il

existe une unique solution strictement positive /3, de I’équation g(z) = n
(car g(0) = 1 < n), il s’agit de 3, = G~ (n).

De méme, il existe une unique solution «,, stritement négative a 1’équation
g(x) = n (pour les mémes raisons, car Igmoog(x) = 400.

2. a. Pour n > 2, nous déduisons l'inégalité g(n) > 1 de la croissance de g sur
Iintervalle [0, +oo[ et de g(0) = e — 0 = 1. De plus, nous remarquons que

1

g(lnn) =e™" —In(n) =n —In(n) < n.

>0
b. Pour n > 2, nous remarquons que

g(In(2n)) = " _In(2n) = 2n—In(2)—In(n) = n+(n—In(n))—In(2) = n+g(In(n))—In(2).

Comme ¢(In(n)) > In(2) (car il est bien connu que 2 < e et donc que
In(2) < In(e) = 1), nous en déduisons que

g(In(2n)) =n+ g(In(2b)) —In(2) > n

J/

>0
c. Pour n > 2, nous avons ¢g(In(n)) < n = ¢(B,) < g(In(2n)), d’apres les
résultats précédents. La fonction g étant strictement croissante sur [0, +o0],
nous avons alors nécéssairement

In(n) < B, < In(2n) (n>2).



Comme £, > In(n) pour n > 2 et comme lim,_,4~ In(n) = +o0, il résulte
du théoréme d’encadrement (ou du principe des gendarmes, etc...) que

lim 3, = 400

n—-+o0o
En divisant par In(n) I'inégalité obtenue précédemment, il vient

_ In(n) Bn In(2n)
b= In(n) S In(n) S In(n) b+ In(n)

Comme les suites a gauche et a droite convergent vers 1, il résulte du principe
des gendarmes que

lim Fn

o
n——+00 ln(n)

Ce qui revient a dire que g, ~ In(n)

Comme e > 1, nous remarquons que
g(—1)=el4+1<2=yglmw) <e?+2=g(-2)

La fonction g étant strictement décroissante sur Uintervalle | — oo, 0], qui
contient —2, ag et —1, nous avons nécéssairement —2 < ag < —1.
Pour k € N, prouvons par récurrence la propriété P, : as < up < —1.

e Py est vraie d’apres 1'égalité ug = —1 et le résultat de la question 3a :
—2<ag < —1.

e Supposnons P, pour un entier n € N et montrons P, 1. Commencons
par remarquer que u,4+1 = e** —2 = g(uy) + uy — 2. Or, d’apres P, nous
avons ag < u, < —1 et il résulte de la décroissance de g sur | — oo, 0] que
2 = g(a2) < g(un) < g(—=1) =1+ e L. De sorte que

ap=2+ay—2< ups1 = gup) +up —2<1+e !t —1-2< -1

En particulier P,,+1 est vraie
En conclusion, la proposition P, est vraie pour n € N.
ARGH le sujet n’utilise pas une nouvelle lettre pour la nouvelle fonction g.
Pour éviter les confusions dans le corrigé, je vais poser

h(t)=e —2  (ag <t < —1)

Cette question sent a plein nez ['inégalité des acrroissements finis.
La fonction h est évidemment de classe C! sur le segment [az, —1] et on a

R'(t) = oS el < (e <t < —1)

ne 561'\'11'{1 pas
Il résulte alors de l'inégalité des accroissements finis appliquée entre x €
[ag, —1] et a2 que

0=0x(r—o09) <h(z)—ay <

1
—(x — ag) (g <z < —1)
e



Soit k € N. Pour le nombre réel x = uy, qui appartient a 'intervalle [ag, —1]
d’apres la question 3b, il résulte de I'égalité u,+1 = h(uy,) et de l'inégalité
établie au 3c que

Upr1 — o = h(ug) — ag < —(up — a9) (k e N)

D |~

Pour k € N, prouvons par récurrence la proposition Py, : 0 < ug — as < (%)k

e Ppestvraiecar 0 = -1 —(-1) <wug—ag=-1—-aw<1-(-2)=1
puisque —2 < ag < —1 et ug = —1.

e Supposons la proposition P pour un entier £ > 0 et montrons Py Nous
remarquons que

d’apres 3b d’apres 3d d’apres Py,
h < 2R T 1 (1\k
0< upp1 — a2 < up—m)= < 2(3)
1\k+1
< (2

Donc Py est vraie.
Il résulte de la question précédente et du principe des gendarmes que la suite
uy — ao converge vers 0. A fortiori, la suite u converge vers as.



