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DEVOIR MAISON 14

CORRECTION DU PROBLEME 1

e (4 est inclus, par définition, dans M, (R), qui est un R-espace vectoriel
de référence

e (4 contient la matrice nulle car A x 0 =0 =0 x A de sorte que Cyq # ()

e Soient (\,u) € R* et (M,N) € C%. Comme AM = MA et AN = NA,
il résulte de la distributivité du produit matriciel et de la loi du scalaire
mobile que

(AM + pN) x A = AMA + uNA = NAM + pAN = (AM + uN) x A

En particulier, AM + uN € C4. L’ensemble C4 est donc stable par com-
binaison linéaire.
En conclusion, C4 est un sous-espace vectoriel de M, (R).

Pour M € My,(R), et A € R, il résulte de l'associativité du produit, de

la loi du scalaire mobile et du fait que I, soit un élément neutrte pour la
multiplication, que

M x (M) =AM x I,) =AM = X\, x M) = (M) x M
En particulier M € C,,,, de sorte que
C)Jn = Mn(R) ()‘ S R)'

Soit A € M,(R). Si A € Vect(l,), il résulte des calculs effectués dans la
question précédente que dim(C4) = dim (M, (R)) = n? > 2.

Si A & Vect(1,), alors C4 est un sous-espace vectoriel de My, (R), contenant
les matrices I, (car Ax I, = A=1I, x A) et A (car Ax A =A% =Ax A).
Comme la famille {I,,,A} est libre (puisque A Vect(1)), C4 est de dimension
au moins 2 car il contient une famille libre de deux vecteurs.

Dans tous les cas, C4 est au moins de dimension 2.

Houla, c’est une question technique ca... qui exploite le fait que les bases
permettent de transformer (via isomorphisme) vecteurs en coordonnées, ap-

plications linéaires en matrices, etc... Soit ¢ :  L(R") —  M,(R) liso-

f = Mats(f)
morphisme (d’apres le cours) associant a un endomorphisme f de R", sa
matrice dans la base B. Alors, je prétends que ¢ transforme Cy en Cy4, c’est
a dire que ¥(Cy) = Cy, ce qui implique (les deux espaces étant isomorphes)
que

dim(Cf) = dim(Cy«)

En effet, comme A = Matp(f) = ¢¥(f), pour f € L(R™), nous remarquons
que



g€C; <= fog=gof<= Matg(foyg)=Mats(go f)
< Matp(f) x Matp(g) = Matg(g) x Matg(f)

< A x Matp(g) = Matg(g) x A
<= Matp(g) € Cx
> 1(g) €Ca

A fortiori, on a bien ¥(Cy) = 1(Ca).
du Scilab !

function [r]l=commutables(A,B)
r = A%B == BxA
endfunction

On peut utiliser la méthode MARRE mais on va faire ici plus court/élégant

via des équivalences
Pour M € M,,(R), nous remarquons que

MeCp = MxB=BxMe M(A-"207) = (4-

MA -2 — ap -5 s A= AM
< M e€Cy

En particulier, nous avons Cg = C4.

. Nous remarquon que

En particulier, pour r = bc + (d%a)Q et P = 22 — rly, nous avons

P(B)=B%?—-rl, =0
De sorte que P est un polynéome annulateur de B.

. Soient r € Ret N = <CCL 2) € M3 (R). alors, on a

a b 0 r 0
N ely = NM_MN<:>(C d)x(l ())_(1

— <b ar) _
d cr
b=rc
ar =rd
d=a
cr =

— b=rc
d=a

A fortiori, on a
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De sorte que Cps est de dimension 2 quel que soit r» € R

Question bizarrement posée. Il faut lire la question suivante pour voir ot ils
veulent en venir...

Supposons que les trois familles de deux vecteurs (e1,f(e1), (e2,f(e2)) et
(e1 + ea,f(e1 + e2)) soient liées. Comme eg, es et e; + ez sont des vecteurs
non nuls, il existe (a,b,c) € R3\ {(0,0,0)} tels que

fle1) = aey

f(e2) = bes = 0= f(er+ez)—f(e1)—f(e2) = (c—a)er+(c—b)ea = 0

fler +e2) = cle + e2)

Comme (eg,e9 est libre (puisque c¢’est une base), nous avons forcément ¢c—a =
0 = ¢ —b, de sorte que a = ¢ = b. Nous en déduisons alors que f(e1) = ae; =
ald(ey) et f(e2) = beg = aey = ald(ez). Comme les applications linéaires f
et ald coincident sur la base (ej,eq), elles sont égales, de sorte que

f =ald

Ceci contredit la définition de f, car la matrice canoniquement associée a f
est B=A— #IQ # als, en effet (A,l2) est libre

Il résulte du raisonnement par ’absurde mené a la question précédente qu’il
existe un vecteur v € R? tel que (v,f(v)) soit libre car les trois familles
(e1,f(e1), (e2,f(e2)) et (e1 + e2,f(e1 + e2)) ne peuvent pas étre toutes liées.
A fortiori, la famille libre = (v,f(v)) de deux vecteurs de R?, en constitue
une base.

Accrochez vous !

Comme X2 — 7 est un polynéme annulateur de B, c’est également un poly-
néme annulateur de f, de sorte que f? — rId = 0.

En particulier, f?(v) = rId(v) = rv. De sorte que

Mm@:(?S):M

Faisons la synthése des questions précédentes 1l résulte de la question 2a que
dim(C4) = dim(B). Or d’apres la question 1d, il vient dim(Cp) = dim(Cy). Or
dans la base , Mat(f) = M, de sorte que I'on peut montrer que dim(Cy) =
dim(Cyps) (un peu comme d la question 1d, sauf qu’au lieu d’utiliser la base
canonique, on wutilise la base ) Et enfin, il résulte de la question 2c¢ que
dim(Cps) = 2 de sorte que dim(Cy4) = 2. Comme (A,I3) est une famille libre
de Cy, c’en est une base. Une maniere bien torturée d’arrivr a ce résultat,
dans un cas relativement simple...la dimension 2

On remarque au brouillon que C; —Coy = 0 et que C7 — C3 = 0... Les vecteurs
(1,—1,0) et (1,0,—1) appartiennent au noyau de f car

1 1—-1+0 1 1+0-—-1
Ax | -1 ]=| -1+14+0 ] =0et AXx 0 = -14+0+11]=0
0 1—-1+0 -1 1+0-—-1



Comme A est clairement de rang 1, il résulte du theoreme du rang que
dim(ker f) = dim(R3) —rg(f) = 3 — 1 — 2 de sorte que

ker(f) = Vect ((1,-1,0), (1,0, —1))

Ensuite, I'image de f qui est de dimension 1, est Im(f) = Vect(f(1,0,0)) =
Vect ((1, —1,1)). le sujet demande l'image et le noyau de a, un léger abus, il
derait demander le noyau et l'image de ’endomorphisme f associé a A dans
la base canonique
1—-1+1 1—-1+1 1—-1+1
On remarque que A2 = [ =1 4+1—-1 —14+1—-1 —-141-1] =A.
1—-1+1 1—-1+1 1—1+1
A fortiori, A est la matrice d'un projecteur, donc f est un projecteur. L’en-
domorphisme f est donc une projection sur son image Im(f) déterminée
précédemment, parallélement a son noyau, déterminée précédemment égale-
ment.

P est inversible car c¢’est une matrice de M3(R) de rang 3. En effet

2 1 0 2 1 0 1 0 0
rg(P)=rwg| -1 -1 0 |=rg| -1 -1 0 |=rg|l-1 -1 0 |=3
1 0 -1 0 0 -1 0 0 -1

J'aurais mieuz fait d’inverser directement P, vu qu’on a aussi besoin de
linverse... En déduisons que la matrice P est inversible, d’inverse

1 1 1
Pl=Q=|-1 -2 -1],
1 1 0
du calcul
1 1 1 1 1 1 1-1+1 1-1 1-1
QxP=|-1 -2 —-1|x| -1 -1 0 =|-14+2-1 —-1+2 —-14+1]| =1s.
1 1 0 1 0 -1 1—-1 1—-1 1

J’ai fait la recherche de matrice inverse au brouillon bien sir, avec [’algo-
rithme standard

® est un automorphisme de M, (R) car ¢’est un endomorphisme de M,,(R)
o M, (R) est un R-espace vectoriel (au départ et a l'arrivée)

e Pour M € Mu(R), P x M x P! est définit et appartient & M, (R)
en tant que produit de matrices réelles carrées de taille n. De sorte que
®: M, (R) - My (R) est une application

e Soient (\,u) € R? et (M,N) € M, (R)?, il résulte de la distributivité et
de la loi du scalaire mobile que

O(AM + uN) = P(AM + uN)P~! = POAM)P~! + P(uN)P~!

= A\PMP~ '+ PNP~!
= \O(M) = +pud®(N)

De plus, le noyau de ® est réduit a la matrice nulle car (en multipliant par
P & droite et P~! & gauche)



M € ker(®) <= ®(M)=0+= PMP '=0+= PM =0xP=0<= M =P 'x0=0

A fortiori, ® est injective et méme (espace vectoriel de méme dimension finie
au départ et a l'arrivée) bijective C’est doncun automorphisme de M, (R).
Enfin, pour une matrice M de M, (R), nous remarquons que ®~1(M) =
P~'MP et aussi que (multiplication par P~! & gauche et par P a droite)

M €Cpap-1 <= M x PAP™' = PAP™' x M
— P 'M x PAP 1= AP 1 x M
«— P 'MxPA=AP 1 x M x P
«— P 'MPxA=Ax P l1MP
= O I M)x A=AxdYM)
— (M) ey
< M € ®(Cy)

A fortiori, nous obtenons que ®(C4) = Cpyp-1 = Cp(a

. Nous remarquons que

11 1 11 1 11 1
PAP™! =PAQ=|-1 -2 —-1]|x|-1 -1 —-1]x|[-1 —2 -1
1 1 0 1 1 1 1 1 0
1 1 1 1 1 1 1 00
= 00 0] x |-1 -2 -1 = 0 0 0 = D
0 0 0 1 1 0 0 0 0

Pour info, nous venons de diagonaliser la matrice A (algorithme ECS2), c’est
sensé simplifier le probleme car D est plus simple que A Etant donnée une

a b c
matrice M = | d e f |, nous avons
g g
a 0 0 a b c
MeCp < MD=DM<=|d 0 0|=(0 0 0
g 0 0 0 0 0
a 0 0
<~ M = 0 e f
0 g 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
DesortequeCp =Cpyp-1 =Vect | D, {0 1 0,10 0 1 ,(0 0O 0,0 0 O
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1
et que dim(C4) = dim(®(Cy))dim(Cp) = 5 Wahh, c’est bourrin quand
meme...
. Comme p est un projecteur de R", on sait que
R™ = kerp & Imp
Comme p est de rang p, la dimension de son image est p. Soit eq,..., ¢,
une base de son image et epi1,...,e, une base de son noyau (qui est de

dimension n — p, d’apres l'identité ci-dessus). Alors, d’apres la propriété de



concaténation des bases, B = (eq,...,e,) est une base de R" et comme les
vecteurs de I'image de p sont invariants par p alors que les vecteurs du noyau
de p sont transformés en 0, on a

1 0 v cer i 0
0
SR : I, 0
Matg(p) = . ‘ ‘ | = (6 O) = J,
: . 0 E
(T

La matrice ci dessus contenant r 1 sur la diagonale principale

f appartient a C, si et seulement si f commute avec p. Procédons avec la
méthode MARRE par double implication. Supposons que p commute avec f.
Alors, pour z € ker(p), on a

p(f(x)) =po f(z) = fop(z) = f(p(x)) = f(0) =0

De sorte que p(z) € ker(p). Le noyau de p est donc stable par f. Par ailleurs,
si y € Im(p), alors il existe z € R™ tel que y = p(x) et alors

) = f(p(x)) = foplz)=po f(z) =p(f(z)) € Im(p)

De sorte que I'image de p est également stable par f.

Réciproquement, supposons que le noyau et 'image de p soit stable par f.
Soit x € R™. Comme R"™ = kerp @ Imp, il existe un vecteur y € Im(p) (et
donc y = p(y)) et un vecteur z € ker(p) (et donc p(z) = 0) tels que x = y+ 2.
A fortiori, commeles vecteurs de 'image de p sont invariants par p, il vient

fop(x) = f(p) = flply+2) = f(py)+p(2)=f(y+0)
= f(y) :p(f(y))+0=p(f(y))+p(i(f_)/)

N——
€lm(p) €ker(p)

=p(fly+2)) =p(f(x))
=po f(x)

En particulier, les applications f o p et p o f coincident sur R”, donc elles
sont égales. De sorte que po f = fop, c’est a dire qu’elles commutent. Quch,
dur...

La matrice de f € C, dans la base de la question a doit avoir la forme

0 Np—r
trice carrée quelconque de taille n — r, Car le noyau et I'images de p doivent
étre stables par f, M, est la matrice de la restriction de f a Im(p) et Nyp—p
est la matrice de la restriction de f d ker(p)

<MT 0 ), avec M, matrice carrée quelconque de taille r et N,_, ma-

En particulier, comme C, est I’ensemble des applications f dont la matrice
(dans la base de a) vérifie les contraintes énoncées dans la question précé-
dentes, on a



dim(C,) = 1 + (n — r)?
5. M est la matrice d'un projecteur p de rang r = rg(M). A fortiori, on a
dim(Cpr) = dim(Cp) =% + (n — r)? = rg(M)* + (n — rg(M))2

Correction du Probléeme 2

: T . sinn
0. Comme lim Arctan(n) = +—, comme lim = 0 et comme
n——400 2 n—oo mn
1 1
nsin—~nx —=1-—=1,
n n

il vient

T
: _ 2
ol My, = (1 3)

1. Soit n € N. Slors, nous déduisons du changement d’indice i/ =i — r et de la
r-périodicité de la suite x que

n+r 1 1 n+r—1
D I o
1=n
1 n+r—1
SIS z)
Z 7‘
1
S PO o
/=0
1
-1 zw—zwz) —o
i'=0
1 n+r—1
En particulier, nous obtenons que y = — Z x; pour n € N.
ro“
1=n
2. Pour n > 1, nous remarquons que
1 n+r—1
Wn4r = (n+r)yn+r - (n—l—r)y: (n—l_r)n_{_r Z Ti— (n—i—r)y
n+r—1 =0
= Z zi—(n+r)y
z 0
n+r—1
- sz > wi—(n+ny
=n
n+r—1
= nyn + Z x;i—(n+r)
=
ry

= NYn —NY = Wn

En particulier, la suite (wy,),>1 est r-périodique.



3. Une suite r-périodique (zy,)n>0 est bornée car
2| < M = max {|zo|, -, |zr—1|} (k>=0)

En effet, pour £ € N, il résulte de la division euclidienne de k par r qu’il
existe deux entiers ¢ > 0 et s € [0,r — 1] tel que k = gr + s et alors, on a

|z | = ‘xqvﬂrs, = |ws| < M

4. Comme la suite w est r-périodique, elle est bornée, de sorte qu’il existe un
nombre réel M vérifiant |w,| < M pour n > 1. Alors, nous obtenons que

el M

n n

Wn,
|yn_y = ‘_

M
Comme lim — =0, il résulte de la propriété des gendarmes que
n—+oo n

lim (y, —y) =0

n—-+oo
et donc que lim y, =y.
n—-+oo
. 1. Nous remarquons que
B A4+ L(I—A) =L(+64) =213 *
{B—%C:A(:} B—%G:A@ 7 7 \3 4
2 -2

B+C=1 %C:]Q—A C:§(12—A)2§ 3 3\ _1 —4
7 T\-1/2 1% 7 3

2. De simples calculs matriciels donnent
21 28 3 4
2 _ _ _
B = 2(21 28) N (3 4) = B
—28 4 —4
2 _ 1 1 _
e 33 D)4 3)

=

g (12-12 12412
B = 2(12—12 “12412) 0
12-12 1616
— 1 =
¢B = 72(—9+9 —12+12> 0

En particulier, B et C' sont des matrices de projecteurs qui commutent.

3. Pour n > 1, il résulte alors du binéme de Newton (B et C' commutent) que

L \" &~ (n 1 \"*

A" = (B -—- — — Bk
(2=5) =2 () ()
() ()
> ——C) Bk

) P k 6
C

S () e

k‘:
1
= B" + (——C +

)



En particulier, nous obtenons que A™ = B + (—%)n C € Vect(B,C)

4. Tl résulte du calcul précédent que lim,_, 1 A" = B. Par ailleurs, nous dé-
duisons de la formule des sommes géométriques que

:%nzlAk <12+Z<B+ —% ' ))

:%<12+(n—1)3+<2( é )
1 —5—(=5)"
=—|L+r-1)B+ H—lo
6

En particulier, nous obtenons que lim P,(A) =B

n—-+o0o
. 1. Nous remarquons que
0O 0 1 1 -3 3
M?2=[1 -3 3 et M3=13 -8 6
3 -8 6 6 —15 10
Alors, nous remarquons que
1-1 —3+3 3—3
M3—3M?+3M—I3=| 3-3 —8+9-1 6—9+3 =0

6-9+3 —-154+24—-9 10-18+9—-1

de sorte que le polynéme unitaire P = X3 —3X2 +3X — 1 est un polynéme
annulateur de M.

2. Procédons a la division euclidienne (théorique) de X™ par P. Alors, il existe
deux polynémes @) € R[X] et P € Ry[X]| uniques tels que X" = PQ+ R. On
veut surtout le reste de la division en fait...

Comme P = X3 —3X2+3X — 1 = (X —1)3, en substituant 1 & X puis en
dérivant et en substituant 1 a X, puis en dérivant 2 fois et en substituant 1
a X dans

=PQ+R=(X—-13Q+a+bX +cX?,

il vient
atbte=1 ¢ = 2l
b+2c=n = b=n—nn—1)=n(2—-n)
2c=mn(n—1) azl—b—c:l—n(n2_1) n(2—n) = n—3n+2

En notant R = a + bX + ¢X? et en substituant M a X il vient
Xn = P(M)Q(M) + R(M) =0+ alz + bM + cM?
— B 42— )M 4+ 22 (nx)

3. La suite (Pn(]W))?p1 n’est pas convergente. Prouvons le par l'absurde en
essayant d’éviter de souffrir. En effet, si elle était convergente alors



L

(I3 — M) x Py(M) = Z Mk = — M™)

le serait aussi et en particulier, la suite %M " serait convergente, ce qui n’est
clairement pas le cas, vu ’expression trouvée a la question précédente.

Wow, des permutations maintenant et le symbole de Kronecker...qui n’est pas
expliqué, c’est mal...

5= 1 sii=y

Y10 sii# g

Autrement dit, la matrice Ay a un 1 par ligne. Sur la ligne i, le 1 est situé
sur la colonne de méme rang que (i), l'image par i de la permutation

Notons A, = (a”)1<z<n, A = (b”)1<z<n et A;A; = (clj)1<,<n. Soit i €
<j<n <j<n

1<j<n

[1,n] et j € [1,n]. D apres le cours, on a

n

Cij = Z ai,kbk,j Z 62 o 5k 7(5
k=1 v
—05117'é ()ouk% ()et—lslnon
= 0i,0(o-1() 00 1(0) () = Oo1(1).7(5) = O0(r(j)

(Ia seule valeur de k pouvant donner autre chose que 0 est k = o~1(i) et on
a également 0~ 1(i) = 7(j) <= i = o(7(j)) ). En particulier, on obtient que
la matrice A, A, a les mémes coefficients que la matrice A,or, de sorte que

A A = AsoT

Pour info, les MP* font ce genre de question relativement souvent et ils en
ont plusieurs comme cela a tous leurs ds... La, il valait mieux I’admettre peut
étre

On a Arg = I, (les 1 sont tous sur la diagonale principale) et comme
AsAs-1 = Ayop—1 = Arq = I, nous remarquons que la matrice A, est
inversible, d’inverse A_-1.

II'y a p! permutations de [1,p] et il y a donc autant de matrices de permuta-
tion

Comme il n’y a qu'un nombre fini de matrice de permutations et comme les
matrices (Ay)" = Asn sont toutes des matrices de permutation pour n > 1,
il y en a au moins eux qui sont égales. autrement dit, il existe deux entiers
distincts p et ¢ tels que (Aq)P = (Ay)?. Wow, on fait ce genre de raisonnement
quand on fait de la théorie des groupes... ¢a a l'air fun fun la prépa ECS a st
louss...

Comme (Ay)P = (Ays)? et comme ces matrice sont inversibles, on remarque
que

(Ao)? (Ag)) ™ = I = (Ag)P(Ag) ™1 = (Ag)P7

En particulier, il existe un entier r = p—q # 0 tel que (A,)" = I, en prenant
pour p le plus grand des deuz entiers et pour q le plus petit des entiers, on
obtient également que r = q —p > 0 de sorte que r > 1

La suite (Ays)™ est r-périodique car



(AU)nJrT = (Ax)"(As)" = (Ag)"] —1 = (As)" (n=>1)

8. Bon, la je crois que 'auteur souhaite nous voir faire un raisonnement avec
les matrices identique a celui utilisé pour obtenir le lemme au 1 (que l'on a
jamais utilisé). Si on fait le paralléle, la suite (As)™ est r-périodique et donc
P,(Ay) est sensé converger d’aprés le lemme vers y = %22;5(/10)"’, ete...
bref, passons a l’exercice

Correction de l'exercice
Préparons nous a un festival de méthode MARRE
A. Soit k € N.

e Montrons que Nj, C Nj;1. Soit x € Ni = ker(f¥). Alors f*(z) = 0 de sorte
que f*(z) = f(fF(x)) = f(0) = 0 et par conséquent z € ker(f!) =
Ni11. CQFD

e Montrons que I C Ij. Soit y € I 1 = Im(f¥*1). Alors il existe 2 € R”
tel que y = f**1(2) et alors, on remarque que y = f¥(f(z)) € Im(f*) = I,.
CQFD

B. Supposons qu’il n’existe pas d’entiers p < n tel que N, = Ny 1. Alors la suite
croissante de noyau Ny C Ny C N3 C --- C N, C Nyp41 est strictement crois-
sante (aucun noyau n’est égale au suivant), de sorte qu’en pmrenant leur dimen-
sion, on obtient que

dim(Nl) < dim(NQ) < dim(N3) < -0 < dim(NnH)

Mais alors, on obtient une suite strictement croissante de n + 1 entiers de [0,n].
De sorte que dim(Np) = 0, d’out f est injective et donc bijective mais dans ce cas
tous les noyaux Ny valent {0} et on a notre contradiction... CQFD, il existe au
moins un entier p < n tel que N, = Npy1. Il y a une idée importante da retenir ici
. quand une application f a un noyau de dimension non nulle, les noyaux itérés
de f ont une dimension qui augmente strictement puis qui devient constante

C. I,41 = I, d’apres a) Et il résulte du théoreme du rang que
dim(/41) = dim(R") — dim(Np4+1) = dim(R") — dim(N,) = dim(Z,)

Comme les noyaux ont méme dimension finie et 1'un est inclus dans 'autre, on
a Ip-i—l = ]p-
D. Pour k € N, prouvons par récurrence la proposition Py : Ny = Np.

e Les propositions Py et P; sont vraies d’apres le résultat de la question b

e Supposons la proposition P pour un entier k£ > 0.
Rappelons que Nj, C Npj 41 (suite croissante de noyaux) et montrons main-
tenant que Npypi1 C Np.
Soit x € Npigy1 = ker(fPH*H1) alors, on a 0 = fPHFL(z) = fPHE(f(2)). A
fortiori, f(z) € ker(fP™*) = N,yx = N, = ker(f?) de sorte que

0=f(f(x)) = fr(x).

En particulier z € ker(fP™1) = N1 = N,. CQFD
En conclusion, Njyr11 C Np et Ny = Npypqq de sorte que la proposition
Pr.+1 est vraie

En conclusion, la proposition Py, est vraie pour k € N.



E. On remarque que N, NI, = {0}. En effet, si y € N, N I, alors fP(y) = 0 et il
existe un z € R" tel que y = fP(z) mais alors 0 = fP(y) = fP(fP(x)) = f?P(x) et
donc x € Ny, = N, de sorte que y = fP(x) = 0. . En particulier, nous obtenons
que I, ® Np. Par ailleurs, il résulte du théoreme du rang appliqué a la fonction
f? que dim(R") = dimker(f?) + dim(Im(f?) = dim N, +dim I, = dim(N, & I,).
Comme I, ® N, C R", il vient

R" = I, ® N,

magnifique...



