ECS3 2013-2014 Corrigé résumé du devoir sur table n° 3

1.

! Exercice 1 — Partie |
a) Pour tout x € R¥, ¥ = 1 donc f est dérivable sur ]—co,0[ et sur |0, +oo[ comme quotient de fonctions dérivables dont le

. . , . , e¥—1—-xe* (1-x)e*—1
dénominateur ne s’annule pas sur ces deux intervalles. De plus, pour x # 0, f'(x) = = .

=17 T ey
X
-1
b) Sur R, f est continue car dérivable. Par ailleurs, en 0, sachant que lin}) ¢ =1 on constate que f(x) = YX T 1=
X— X et —1 x—
f(0) de sorte que f est également continue en ce point.
2.a) u est dérivable sur Ret: VYx € R, u’(x) = —xe".
X —00 0 +00
Donc u’(x) est du signe de —x et les variations de u’(x) + 0 -
u sont données par le tableau ci-contre " u(0)=0
/ \>
b) Pour x#0,0ona f’(x) = % de sorte que f’(x) est du signe de u(x), a savoir strictement négatif au vu du tableau
ev —
ci-dessus.
c)
° — . 1 X _ — . . . N
En —co : xl_l)r_nooe 1 = -1 donc par quotient de limites f(x) = p o 0 oo
,X —> +00. f/(x) — _
e¥—1 x—-o0 | oo
* En+oo: f(x)= \\ T donc par croissances comparées et produits f T 1
e¥1—e™
des limites f(x) = 0x1=0. N 0
X—>+00
d) O tate que 1) = ! 1. Calculons la différence f(x) - (—x) = f(x) + X pv= X Aussi sait
n constate que —— = —> —1. Calculons la différence f(x)—(—x) = f(x)+x = —— + x = ——. Aussi sait-on
d X e* —1 x—>-oco et =1 et -1

1.

2.

3.

4.

par croissances comparées que xe* —> 0 donc, par quotient des limites, f(x)—x — 0.
X——00 X——00
Par conséquent la droite d’équation y = —x est asymptote a la courbe représentative de f en —co.

e) En plus de la courbe, est attendu le tracé : de 'asymptote en —oo, de 'asymptote horizontale y = 0 en +oo (ou du moins pour
cette derniére un tracé clair de la courbe qui traduit le fait que lim f(x)=0).
X—+00

Partie ll

Pour x#0,0na f(x) =x <

X '
- 1:x(=>ex—1=1 — =2 & x=In2.

Par ailleurs f(0) = 0 de sorte que T’équation f(x) = x admet sur R une unique solution, & =1n?2.

a) Pour x € R,, posons g(x) = e?* —2xe* — 1. On sait que g(0) = 0 donc il suffit de prouver que g est croissante pour prouver
qu’elle est positive sur R,.
Aussi la fonction g est dérivable sur IR, et on a, pour x € R,, g’(x) = 2¢?¥ — 2¢¥ — 2xe* = 2¢¥(e¥ — 1 — x) de sorte que g’(x)
est du signe de e* -1 —x.
Notant h(x) cette derniére quantité, la fonction h ainsi définie est dérivable sur R, et, pour x € R, on a h’(x) =e*—1 > 0.
Par conséquent h est croissante sur IR, de sorte que pour tout x >0, i(x) > h(0) = 0.
Ainsi g’ est positive sur R, et g est croissante ce qui, comme annoncé plus haut, achéve donc la preuve.

b) Le résultat s’obtient par un simple calcul.

c) Le 2b) de la partie I donne f’(x) < 0 sur R donc en particulier sur |0, +oo].
En outre la question précédente assure que, lorsque x > 0, f’(x) + x est du signe de ¢*>* — 2xe* — 1, quantité positive
d’aprés 2a) ce qui prouve que f'(x) > —3.
d) Par définition de (u,),en et de @ on a, pour tout n € N, u,,,1 —a = f(u,)—f(a). Appliquons I'inégalité des accroissements
finis pour estimer cette différence :
* Pour tout x € R}, on sait d’aprés la question précédente que [f'(x)| = —f'(x) < 3.
* Le réel @ =1In2 est bien dans R,. Aussi, pour tout n € IN*, u, = f(u,_1) >0 car f > 0 sur R et on a également
Uug = 1le IR:_
L'inégalité des accroissements finis assure ainsi, pour tout n € IN, que |u,,; —a| =|f(u,) —a| < %|un —al.

Une récurrence immédiate assure : Vn € IN, |u, —a| < 21—n 1 -al

Reste ensuite a prouver que |1 —a|=1—a cest a dire que 1 —a > 0, ce qui est bien le cas puisque @ =In2 < 1.

Comme (%I <1, %(1 —a) — 0donc, comme 0 < |u, —a| < 2Ln(l —a), on en déduit par encadrement que |u, —a|] — 0:
n—-+oco n—-+oo

la suite (u,),en converge vers a.

. u=1;

n=0;
alpha=log(2);
while (abs(u-alpha)>=1E-9)
u=u/(exp(u)-1);
n=n+1;
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end
disp(n,"Le premier entier tel que u_n < 10~(-9) est :")

Exercice 2 — 1. Pour tout x e R}, on a f(x) = x* = exp(xInx). La fonction f est donc dérivable (et par conséquent continue)

2.

sur R} comme composée de fonction dérivables.

On sait par croissances comparées que xInx — 0 de sorte que par composition et continuité de l’exponentielle
x—0%

f(x) = e¥Inx = e =1 = f(0). Donc f est continue en 0.
X—

— (0 xlnx_l xlnx_l xlnx_l u_1q
Aussi, pour x € ]0,1], f9-£(0) = ¢ = lnxe—. Or on sait que lim ¢ = lim ¢ =1 dong, par
x-0 X xlnx x—0+ xlnx u—0 U
f(x)-f(0)

produit des limites en 0, —> —co. La fonction f n’est donc pas dérivable en 0 (tangente verticale).

x-0 x—0

Pour tout x € R%, f’(x) = (Inx + 1)e¥¥ = (Inx + 1)x* donc f’(x) est du signede Inx+1:
f(x)>0 & Inx>-1 & x>e¢ =1L x |0 i +00
En outre, par composition lim f(x) = +co. Enfin f(e~!) = (¢ 1) =" = x| - o +
X—+00
1

_1 1 +00

ez
X
Le tableau de variation figure ci-contre. fx) T o-1/e —
. g est continue sur I = [%,+oo[ et strictement croissante car g’(%) =0 puis ¢’(x) = f’(x) > 0 pour tout x > %

Ainsi, par le théoréme de la bijection g(I) = [g(1), lirln g(x)[ =[e7¢, +oo] et g réalise une bijection de I sur J = g(I).
X—>+00

. On sait que pour tout x € ], x = go g~ (x) = g(¢ 1 (x)) = f(g~1(x)) = (¢~ (x))¢ ¥). L'application ¢ = g~! convient donc.

1
. Pour x €], on a ¢(x)?™) = x donc ¢(x)In(¢p(x)) = Inx et ainsi ar In(p(x)) (@(x) = 0 car @ est a valeurs dans [%,+oo[).

@(x)
Par ailleurs, ¢ étant croissante, on a [e™/¢, +oo[ = @(I) = [p(e™/9), lim (¢(x))[ et donc +eo = lim (¢(x)).
X—+00 X—+0o0
. X P(x)
Par suite o0 In(gp(x)) T oo et donc nx o V"
. Vu que g est dérivable sur I, pour tout point v = g(x) € ], on sait d’apres le cours que ¢ = g~! est dérivable en v si et

seulement g’(x) # 0. Or pour tout x €, ona g’(x) =0 & f’(x)=0 < x = 1. Par conséquent g’ est dérivable en tout
point y € ] tel que v = g(%) =¢71/¢ de sorte que K = Je™/¢, +oo.
Par ailleurs la formule de dérivation des fonctions réciproques donne, pour tout y € K :

o'W =g ") = ! = ! = ! et, comme noté précédemment, In(¢p(x)) = Inx
g I (1+1In(p(x)(x)?™  (L+In(p(x)x ' el
. L’équation de 7, s’écrit v = @(n) + ¢’(n)(x — n) donc u, est donné par 0 = p(n) + ¢’(n)(u, —n) dou u, =n- Z,((Z)).
. , . by s L B up 1 () -
utilisant 'expression de 7. pour ¢’(n), il vient u, : n—ne(n)—nlnn et nn - inn + I +1 v 1 (en utilisant 6.).

1 g ¢*\(0 0 0y (0 % ¢
Exercice3 —1.a) PD=|-2 p-gq 2pg|l0 1 o|=|0 5% 2pg
1 —-p p*Jlo 0 1) lo -5 p?
i-q @I Papg? o A gq+p)
b) MP=|p-1+q pq+5t-pq pa®+pg+ap®|=|p+q-1 51 palg+1+p)|.
prp ER-pr plgep] 0 EE pg+p)

2.

Tenant compte de ce que p+¢g =1, on constate que l’'on a bien MP = PD.

a) A l'étape 0, deux pilules bleues sont sur la table donc Ay est certain et By et Cy sont impossibles :ag =1, by = ¢g = 0.
Par ailleurs, vu I’étape 0, I’événement A; est en fait « poser une pilule bleue sur la table », donc a; =g.
De méme I'événement By revient a poser une pilule rouge sur la table, sa probabilité vaut b; = p.
Enfin C; est impossible car, de I’étape 0 a I'étape 1, on ne remplace qu'une des deux pilules bleues donc, a I'étape 1, il
en reste au moins une sur la table : ¢; = 0.

b) Supposons étre a I'étape k (k € IN*) et considérons les événements E :« Retirer une pilule rouge de la table » et F : « Poser
une pilule rouge sur la table ». Notons d’emblée que E et F sont indépendants et que, indépendamment des pilules sur
la table Py, (F) = P, (F) = Pc, (F) = P(F) = p.
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c)

d)

e)

* Py, (Ags1) @ Sachant A, I'événement Ay, est réalisé si et seulement si 'on repose une pilule bleue sur la table
Py, (Agp1) =Pa (F)=1-p=q.

* Pp, (Ags1) : Sachant By, I'événement Ay, est r_éalisé si et seulement si l'on retire la pilule rouge puis repose une
pilule bleue sur la table P (Ax.;) = Pg (E N F). Par indépendance de E et F et donc de E et F on a P, (A1) =
PBk(E)PBk( ) qPBk( )

. . - .. . 1
Enfin, sachant By, puisque la pilule retirée est choisie au hasard : Py, (E) = 5.
Par conséquent Pg (Agi1) = %

* Pc,(Ags1) : Sachant Cy, I'événement Ay, est impossible (car seule une des deux pilules rouges est remplacée) donc
Pe, (A1) =0.

A ce stade, il peut étre judicieux de constater que les probabilités obtenues correspondent aux coefficients de la premiere ligne de M. Cela peut
aider a deviner les valeurs d obtenir pour les six autres probabilités ; ce que confirme le résultat que I'on demande de montrer d la question
suivante !

* Py, (Bgs1) : Sachant Ay, I'événement By, est réalisé si et seulement si on repose une pilule rouge sur la table

Py, (Bis1) = Pa, (F) = p.
* Pp (Bis1) : Sachant By, I'événement By, est réalisé si et seulement si la pilule reposée sur la table est de méme
couleur que la pilule que l'on retire ; autrement dit P, (Byy1) = P, (ENF)U(ENF).
L'union impliquée étant disjointe, on est en droit d’écrire PBk(Bk+1) P, (ENF)+Pg (ENF),
par indépendance on a donc Pg, (By,1) = P, (E)Pp, (F) + PBk(E)PBk( ) =pPg (E)+qPg, (E)
Enfin, sachant By, puisque la pilule retirée est choisie au hasard : Py, (E) = Pp, (E) = %
Par suite Pg, (Bis1) = p+q = 2
+ Py (Bioy) : De méme que pour Py, (Byu1), on a Be, (Bya) = P(F) = .
* Py, (Ciy1) = 0 car sachant Ay, 'une des deux pilules bleues sera encore sur la table a 'étape k + 1.
* P, (Crs1) = Py, (ENF) = 5 (méme raisonnement que pour Py, (Agy1))

* Pc,(Cis1) = P(F) = p (méme raisonnement que pour Py, (A1)
Notons pour conclure que toutes ses probabilités conditionnelles n‘ont de sens que lorsque les événements condition-

nants sont de probabilités non nulles.
Soit k € IN*. On considére le s.c.e. (Ag, Bx, Cyx) de probabilités non nulles '. La formule des probabilité totale donne
alors, en utilisant les valeurs trouvées a la question précédente :

g1 = P(Agy1) = Pay (Aky1)P(Ag) + P (Agi1)P(Bi) + Pe (Ag1)P(Cy) =

De méme by, = pay + %bk +qcpetcry =0+ %bk + pck.

Ay qak+%bk+0 aj
bee1 | =
Ck+1

qay + %bk +0.

Matriciellement on a bien pag + %bk +qck | =M]| by |

0+%bk + pCk Ck

Y =

On procede par récurrence sur k € IN*.
Py (O 9\ (a) (p+aa) (9) (=
Pourk=1,PD|(2p|=Plpl=plp—9q|+|2pq|=|plp+9) |=|p|=|b1|=U;.
1 1 -p p? 0 0) \q
p? p? p? p?
Supposant Uy = PD*|2p | on a alors Uy, = MUy = MPD*|2p |= PDD*|2p | = PD**!| 2p|.
1 1 1 1
4 =pg(5) 4
0 0 0 o p? 0 2
D étant diagonale, on a D¥ = |0 % 0|. Ainsi | by | = PD¥|2p|=P 2,{';_1 et donc < by = p(p —q)(%)k—1 +2pq-
0 0 1 Ck 1 1 -
Ck = —Pz(z “p
Vu que | | <1, %) P 0 et on obtient lim aj = ¢2, hm by = 2pg et hm )\ Ck =p>.
—+00 k—+oo
1 1 1 Exercice 4 — Partie |
1. OnaB=1-A=|- 3 —1].On applique la méthode du systéme linéaire : considérant un second membre quelconque
3 -3 1
a ¥ -x+y+z=a
b]. Le systeme BX = Y d’inconnue X = |y |s’écrit BX =Y &= {—x+3p—-z=0.
¢ z 3x-3p+z=c

1. En tout rigueur, cela n’est vrai que pour k > 2 car, pour k =1,0on a P(Cy) =

(A1,By).

0. Dans ce cas, le raisonnement s’adapte aisément en considérant le s.c.e
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- — 1 1
X = 717 + 7C
Tous calculs faits on obtient BX =Y < {v=1a+3b+ fc. Le systéme BX = Y étant de Cramer sans condition sur Y,
_3 1
z=734a + 3¢

0 2 2
on en déduit que B est inversible. De plus, la solution obtenue permet de déduire que B~ = %[1 2 1].
3 01

.a) On obtient LM = ML =0, L? =3L et M? = 3M.
b) Les relations : Vn € N*, L" = 3""!'L et : Vn € IN*, M" = 3""! M s’obtient sans peine par récurrence en utilisant pour
’hérédité le fait que L? = 3L et M? = 3M.
€) Deux méthodes sont possibles : utiliser la formule du bindme ou raisonner par récurrence. Je ne détaille que la premiere.
Commencons par constater que l'ona A =L - M. Vu que L et M commutent, on en droit d’appliquer la formule du
binéme qui donne A" = (L - M)" = i (1LK(=1)mk Mk,
k=

Aussi a-t-on, pour k>l et n—k > 1i.e pour | <k <n-1:LFM"* = (35 11)(3" k=1 M) = 372 M = 0, si bien que les
termes correspondants dans la somme précédente sont nuls.
Il reste donc A” = ({)L% x (=1)"M" + (") L"(=1)°M° = (=1)" x 3" I M + 3" 'L = —(=3)"" I M + 3"~ L.

d) On utilise la relation précédente pour k > 1 :

Sp=I+ T (31 L= (=3 IM) = I+(T 3 ) x L= (T (=3)1)x M.
k=1

- k=1 k=1
Reste a calculer (dans R!) la valeur des deux sommes géométriques :
n—1 ) 1-— 37[—1 3?1—1 -1 n—1 n-2 . 1— (_3)}1—1 1— (_3)}1—1
ona Yy 31 = Z 3/ = = etdeméme Y (-3)F1 = Y (=3)/ = =
k=1 j=k=1 1-3 2 k=1 j=k-1 20 1-(=3) 4
31 1 (=3)"!
On obtient ainsi: S, =1+ 5 L- (4 ) M.
. Soit n € IN*. Vu que B est inversible il s’agit de prouver que BS, (I A"™). Or, vu les expressions de Betde S,
n— n .
BS,=(I-A)S,=S,- z Ak—A Z Ak = Z Ak — z AR+l = z AK— Y Al =1— A" (par téléscopage pour la derniére).
k=0 k=0 k=0 j=1
Partie Il

.a) Par récurrence sur n € N*. Pour n=1,0ona Al X0+51U AXy+1U = AXo+ U = X; (par définition de Xj).
Ensuite, si X, = A"Xq+S,U, alorsona X,,,; = AX,+U = A(A"Xy+S,U)+U = A" X +AS,U+U = A”+1X0+(ASH+I)U

n-1 n—1 n . n .
Or[+AS,=1+AY Ak=14+ Y Ak+l = I+) Al=) Al =S, cequiacheve la preuve d’hérédité et la preuve par

k=0 k=0 jEk+l =1 j=0
récurrence.
] . i 37771 -1 1 _( 3)1771 , .
b) On sait que A" = 3" L—(-3)""'Metque S, =1+ 7 L- M de sorte que l'on a, pour tout n € IN*,
; O 4 311—1 -1 1= (_3)”71
Xp=A"Xo+S,U=3""LXy—(-3)"""MXg+U+ 7 LU - 7 MU.
14x3"-18
Calculant les produits LXy, M X, LU et MU et sommant les matrices colonnes on obtient X, i -5x%x(=3)"-29
—14x3"+11x(=3)"+5
1 1 1
.a) La méthode du systéme linéaire donne P! =|2 -1 -1]|.
1 -2 1

b) Pour tout ne€ N*,ona Z, =P 'Y, =P ' (AY,_ +V,) =P 'AY,_; + P 'V,.
Or on sait que Y, = PZ,, donc Z, = P"'APZ,_, + P~'V,. Posant D = P"'AP et W, = P~'V,,, on obtient par un calcul

0 0 O -7n
explicite calcul (possible car P~! est connue): D=[{0 3 0 ] et W,=| 0 ]
0 0 -3 8n
Uy 0 -7n -7n
¢)Onal|v,|=Z2,=DZ,_1+W,=D| 3v, ]+ 0 ] = [ 3v,1 }, d’ou le résultat.
Wy -3w,_1 8n -3w,_; +8n

d) Pour n € N, on constate sans peine que p,, = —3p,,_; + 8n.
Par conséquent, pour tout n € N, q,, = w, —p,, = (=3w,,_1 + 8n) = (-3p,_1 + 8n) = =3(w,_1 — pp_1) = —39,_1. La suite
(gn)nen est donc géométrique de raison (—3).

e) On sait que u, =7n pour tout n € ]N Par ailleurs, (v,),enN est géométrique de raison 3 et donc v, = 3"vg =3"x6 =
Enfin, w, = p, +q, ou p, = 2n+ 2 et ol (g,)neN est géométrique de raison trois et de premier terme gy = wy —% =

3n+2

71’1 3n+2_7n
+2 n+
-3 —% = —% de sorte que w, =2n+ % -t % donc Z, = 3“? . etY,=PZ,=| -3n- %
2714-%_T %_3n+1(1+(—é) )
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