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Exo II.

1 ECS Devoir n
o
5 Lundi 8 décembre 2014

Exercice 1 :

On pose A =





0 2 0
0 2 0
−3 3 2



 , P =





2 1 0
0 1 0
3 0 1



 et Q =





1 −1 0
0 2 0
−3 3 2





1) Calculer P ×Q . En déduire que P est inversible et donner P−1

2) a) Calculer A2 ( on exprimera A2 à l’aide de A )

b) En déduire, à l’aide d’une démonstration par l’absurde, que A n’est pas inversible.

c) Montrer, par récurrence, que ∀ k ∈ N
∗ , Ak = 2k−1.A

3) Pour tout réel α ∈ R
∗, on pose Bα = A+ α.I3

a) Sans poser de produit matriciel, montrer que :
(Bα)

2 = x2.A+ y2.I3 avec x2 et y2 réels à préciser en fonction de α

b) Préciser la valeur des réels x0 , y0 et x1 , y1 vérifiant : (Bα)
0 = x0.A+y0.I3 et (Bα)

1 = x1.A+y1.I3

c) Montrer que, pour tout n ∈ N, il existe deux réels xn et yn tels que (Bα)
n = xn.A+ yn.I3

4) a) Déterminer, pour tout n ∈ N une expression de yn en fonction de n uniquement.

b) Montrer que ∀n ∈ N , xn+2 − 2 (α+ 1)xn+1 + α(α + 2)xn = 0
En déduire l’expression de xn en fonction de n uniquement

c) A l’aide de ce qui précède déterminer, pour tout entier k ∈ N, les coefficients de (Bα)
k .

5) Pour tout réel α ∈ R
∗ avec α 6= −2, on pose Cα =

(

(α+ 2)−1 − α−1

2

)

.A+ α−1.I3

Montrer que, si α ∈ R
∗ avec α 6= −2, la matrice Bα est inversible avec (Bα)

−1 = Cα .

6) On pose M = P ×A×Q et pour t ∈ R fixé, Mt = M + t.I3

a) Sans calculer les coefficients de M ni ceux de M2, montrer que M2 = 4.M
On admet qu’on montrerait alors par récurrence que ∀ k ∈ N

∗ , Mk = 4k−1.M

b) A l’aide de la formule du binôme dont on justifiera l’emploi, montrer que :

∀n ≥ 2 , (Mt )
n = tn.I + wn.Mt avec wn réel à exprimer en fonction de n et t

( Donner l’expression la plus simple de wn, avec seulement n , t et des constantes... mais pas de
∑

! )

Exercice 2 :

On considère la suite (Pn)n de polynômes définie par :

P0(X) = 2 , P1(X) = X et ∀n ≥ 2 , Pn(X) = X Pn−1(X) − Pn−2(X)

1) a) Calculer P2(X) et P3(X)

b) Soit z ∈ C
∗ . Calculer

(

z +
1

z

)3

. En déduire que P3

(

z +
1

z

)

= z3 +
1

z3

2) Montrer que ∀n ∈ N
∗ , Pn est un polynôme unitaire de degré n.

3) On pose ∀n ∈ N , an = P2n(0) . Déterminer, pour tout n ∈ N, l’expression de an en fonction de n

4) a) Montrer par récurrence que, pour z ∈ C
∗ fixé, on a : ∀n ∈ N

∗ , Pn

(

z +
1

z

)

= zn +
1

zn
.

Justifier que cette relation reste vraie pour n = 0. Elle est alors valable pour tout n ∈ N
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b) A l’aide de 4.a), montrer que ∀ θ ∈ R , ∀n ∈ N , Pn(2 cos θ) = 2 cos(nθ)

5) a) On pose ∀ k ∈ [[0, n − 1]] , xk = 2 cos

(

(2k + 1)π

2n

)

Montrer que ∀ k ∈ [[0, n− 1]] , xk est une racine de Pn.
On admet pour la suite que ces racines sont deux à deux distinctes.

b) En déduire que Pn (X) =

n−1
∏

k=0

[

X − 2 cos

(

(2k + 1)π

2n

)]

6) On admet que P5(X) = X5 − 5X3 + 5X.

a) Résoudre l’équation z2 − 5z + 5 = 0 . En déduire les solutions de l’équation z4 − 5 z2 + 5 = 0

b) A l’aide de 6.a), déterminer la factorisation de P5 dans R[X]

c) En comparant cette factorisation à celle obtenue en 5.b) determiner les valeurs de cos(
π

10
) .

Exercice 3 :

Soit (bn)n la suite de nombres réels définie par : b0 = 1 et ∀ n ∈ N
∗ , bn = (−1)n+1

n+1

n−1
∑

k=0

(−1)k
(

n+ 1

k

)

bk

On considère aussi la suite de polynômes
(

Bn(X)
)

n
définie par :

B0(X) = 1 et ∀ n ∈ N , Bn(X) =

n
∑

k=0

(−1)k
(

n

k

)

bk X
n−k

1) a) Calculer b1 et montrer que b2 =
1
6

b) Calculer B1(X) et montrer que B2(X) = X2 −X + c avec c réel à préciser.

2) a) A l’aide de la définition de Bn(X), préciser, pour n ∈ N fixé, le degré de Bn et montrer que :
∀ n ∈ N , Bn(0) = (−1)n bn

b) A l’aide de la définition de bn−1, prouver que, pour n ≥ 2 fixé,
n−1
∑

k=0

(−1)k
(

n

k

)

bk = 0

En déduire que ∀ n ≥ 2 , Bn(1) = Bn(0)

3) Soit n ∈ N
∗ fixé. On admet que : Bn(X + 1) =

n
∑

k=0

(

n

k

)

Bn−k(1) X
k

Montrer que Bn(X + 1)−Bn(X) = nXn−1

4) Soit p ∈ N et r ∈ N . On pose Sp,r =

p
∑

k=0

kr

En utilisant 3) avec un ”n” bien choisi, exprimer Sp,r en fonction de p , de r et de valeurs prise par le
polynôme Br+1(X)

Exercice 4 :

Dans cet exerice, pour L =
(

ℓ1 ℓ2 · · · ℓn
)

∈ M1,n(R) et C =











c1
c2
...
cn











∈ Mn,1(R) , on pose

A = C × L et s = L× C

1) a) Calculer les coefficients de la matrice A de Mn(R)

On admet pour la suite que s est un nombre avec s =

n
∑

k=1

ck lk
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b) A l’aide des propriétés du produit matriciel, montrer, sans passer par le calcul de ses coefficients, que :
A2 = s.A

2) On pose B = In +A

a) Exprimer B2 à l’aide de B , In et de s

b) On suppose dans cette question que s 6= −1 .
Montrer que B est inversible et donner B−1 à l’aide de B et de In

c) On suppose dans cette question que s = −1 .
En raisonnant par l’absurde, montrer que B n’est pas inversible.

3) On considère désormais une matrice inversible M ∈ GLn(R) et on pose N = A+M

a) Calculer M × (In +M−1 ×A) . En déduire l’équivalence :

In +M−1 ×A inversible ⇔ N inversible

( On pourra d’abord prouver ”⇒” puis montrer ”⇐” )

b) En remarquant que M−1 × C = K ∈ Mn,1(R) , et en appliquant ce qui précède, montrer que :

N est inversible ⇔ L×M−1 × C 6= −1

c) On suppose que N est inversible, donner une expression de N−1 à l’aide de M−1 , L et de C

1 ECS Lycée Montaigne Bordeaux 2014-2015



Exo III.

1 ECS Devoir no 6 Lundi 12 janvier 2015

Exercice 1 :

Pour tout entier n ∈ N avec n ≥ 3, on pose ∀x > 0 , fn(x) = x− n ln(x).
Dans tout ce qui suit, n est un entier fixé quelconque avec n ≥ 3. On pourra utiliser le fait que 2 < e < 3

1) a) Déterminer lim
x→0+

fn(x) et prouver que lim
x→+∞

fn(x) = +∞

b) Prouver que fn(n) < 0

c) Dresser le tableau de variations de fn

2) a) Justifier que l’équation fn(x) = 0 admet une unique solution dans ]0, n[. On note un cette solution.

b) Calculer fn(1) et fn(e). En déduire que 1 < un < e

c) Montrer que fn(un+1) = ln(un+1) . A l’aide de 2b), prouver que la suite (un)n monotone.

d) Montrer que la suite (un)n converge.
On note L = lim

n→+∞

un . Prouver que ln(L) ≥ 0

e) En raisonnant par l’absurde et en utilisant le fait que fn(un) = 0 , montrer que L = 1

3) a) Montrer que
ln(un)

un − 1
=

un
n (un − 1)

.

b) On admet que lim
x→1

lnx

x− 1
= 1 . Déterminer lim

n→+∞

n (un − 1)

4) a) Justifier que l’équation fn(x) = 0 admet une unique solution dans ]n,+∞[ . On note vn cette solution.

b) Déterminer lim
n→+∞

vn

c) Prouver que fn(n lnn) = −n ln(lnn) . En déduire que n ln(n) ≤ vn

d) Déterminer la signe de fn(2n lnn) ( On admet que ∀ k ∈ N
∗ , k > 2 ln(k))

En déduire que n ln(n) ≤ vn ≤ 2n ln(n)

e) A l’aide de fn(vn) = 0 et de 4.d), prouver que lim
n→+∞

vn
n ln(n)

= 1.

Problème :

Lorsque f est une fonction continue sur le segment [−1, 1] , on définit les réels :

I(f) =

∫ 1

−1
f(t) dt et S(f) =

f(−1) + 4 f(0) + f(1)

3

L’objectif de ce problème est de montrer que S(f) est une valeur approchée de l’intégrale I(f) à ε près
c’est à dire d’établir une inégalité du type : |I(f)− S(f)| ≤ ε.
Cette méthode de calcul approché d’intégrale s’appelle méthode de Simpson.

Partie A :

1) On pose ∀x ∈ [−1, 1] ϕ(x) = cos
(π x

2

)
.

Calculer S(ϕ) et montrer que I(ϕ) =
k

π
avec k entier à préciser.

On admet qu’on a : |I(f)− S(f)| ≤
4

9
. Ainsi, S(ϕ) est une valeur approchée de I(ϕ) à

4

9
près.
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Exo IV.

Lycée Dupuy de Lôme – 2016/2017 ECS 1

MATHÉMATIQUES – DEVOIR SURVEILLÉ NO 1
9 septembre 2016 – Durée : 3 heures – Calculatrices interdites

La présentation, la lisibilité, l’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante de l’appréciation des copies. Tout résultat ou

conclusion doit être mis en avant (encadrez, soulignez).
L’usage de documents, d’une calculatrice ou de tout matériel électronique est interdit.

Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa
copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à

prendre.

EXERCICE 1 – COURS, INÉQUATIONS

Les questions de cet exercice sont toutes indépendantes. On précisera bien les propriétés
des fonctions usuelles utilisées.

1. Rappeler la définition de la fonction valeur absolue.

2. Pour A une partie de R, donner la définition de « La partie A est majorée par le réel M ».

3. Pour A une partie de R et m ∈R, donner la définition de « m est le minimum de A ».

4. Soit f : R → R une fonction dérivable et a ∈ R. Donner l’équation de la tangente à la
courbe de f au point d’abscisse a.

5. Soit f : I →R une fonction. Donner la définition de « f est décroissante sur l’intervalle I ».

6. Résoudre l’inéquation x3 −1> 0, d’inconnue réelle x.

7. Résoudre l’inéquation |2x +1|6 |x −1|, d’inconnue réelle x.

8. Résoudre l’inéquation
p

x +2 < x, d’inconnue réelle x.

EXERCICE 2 – PARTIE ENTIÈRE

On considère la fonction f : x 7→p
x −bxc où bxc désigne la partie entière du réel x.

1. Soit x ∈R. Rappeler l’encadrement de x à l’aide de sa partie entière bxc.

2. Déterminer l’ensemble de définition de f .

3. Montrer que f est périodique de période 1.

4. Déterminer une expression simplifiée de f (x) pour x ∈ [0,1[.

5. Dans un repère orthonormé, tracer la courbe de f sur [−2;2[.

EXERCICE 3 – ÉTUDE D’UNE FONCTION

On considère la fonction h : x 7−→ 1

2
ln

(
1+x

1−x

)
.

1. Déterminer le domaine de définition Dh de h.

2. Étudier la parité de h.

3. Dresser le tableau de variation complet de h sur Dh .

4. On considère la fonction g : x 7−→ ex −e−x

ex +e−x , définie sur R.

(a) Montrer que, pour tout x ∈R, g (x) ∈]−1,1[.

(b) Déterminer la fonction composée g ◦h.

(c) Justifier que la composée h ◦ g est définie sur R puis déterminer une expression
simple de celle-ci.
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EXERCICE 3 – ÉTUDE D’UNE FONCTION

On considère la fonction h : x 7−→ 1

2
ln

(
1+x

1−x

)
.

1. Déterminer le domaine de définition Dh de h. La fonction x 7→ 1+x

1−x
est une fonction rationnelle

donc définie sur {x ∈R | 1−x 6= 0} =R\ {1}.
La fonction ln est définie sur R∗+, donc par composée,

Dh =
{

x ∈R\ {1}
∣∣∣ 1+x

1−x
> 0

}
On a :

x

1+ x

1− x

1+x

1−x

−∞ −1 1 +∞
− 0 + +
+ + 0 −

− 0 + −

Donc
Dh =]−1,1[

2. Soit x ∈]−1,1[. Alors −x appartient à ]−1,1[ et

h(−x) = 1

2
ln

(
1−x

1+x

)
= 1

2
ln

(
1

1+x
1−x

)
=−1

2
ln

(
1+x

1−x

)
=−h(x)

Par conséquent, la fonction h est impaire.

3. h est dérivable sur Dh et, notant u(x) = 1+x

1−x
, on a : u′(x) = (1−x)+ (1+x)

(1−x)2 = 2

(1−x)2 et

h′(x) = 1

2

u′(x)

u(x)
= 1

2

2

(1−x)2

1−x

1+x
= 1

(1−x)(1+x)
> 0

car sur ]−1,1[, (1−x)(1+x) > 0. La fonction h est donc strictement croissante sur Dh .
Calculons les limites aux bornes de Dh .

D’après le tableau de signe ci-dessus, lim
x→(−1)+

1+x

1−x
= 0+.

Or lim
X→0+

ln(X ) = −∞, donc lim
x→(−1)+

h(x) =−∞ . Puisque h est impaire, on en déduit immédiate-

ment que lim
x→1−

h(x) =+∞ . Le tableau de variation de h est

x

h

−1 1

−∞

+∞
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4. On considère la fonction g : x 7−→ ex −e−x

ex +e−x , définie sur R.

(a) Soit x ∈R. Alors,
— puisque e−x > 0, on a −e−x < e−x . De plus ex +e−x > 0, donc

g (x) = ex −e−x

ex +e−x < ex +e−x

ex +e−x = 1

— de même, ex >−ex et on obtient,

g (x) = ex −e−x

ex +e−x > −ex −e−x

ex +e−x =−1

En résumé, on a : −1 < g (x) < 1, c’est-à-dire g (x) ∈]−1,1[.
On aurait aussi pu étudier la fonction g .

(b) La fonction g ◦h est définie sur {x ∈Dh | h(x) ∈Dg } =]−1,1[ car Dg =R.
Soit alors x ∈]−1,1[.

(g ◦h)(x) = g (h(x)) = e

1

2
ln

(
1+x

1−x

)
−e

−
1

2
ln

(
1+x

1−x

)

e

1

2
ln

(
1+x

1−x

)
+e

−
1

2
ln

(
1+x

1−x

)

Or,

e

1

2
ln

(
1+x

1−x

)
= e

ln

√
1+x

1−x


=

√
1+x

1−x
et e

−
1

2
ln

(
1+x

1−x

)
= e

ln

√
1−x

1+x


=

√
1−x

1+x

Ainsi,

(g ◦h)(x) =

√
1+x

1−x
−

√
1−x

1+x√
1+x

1−x
+

√
1−x

1+x

=

√
1+x

1−x
−

√
1−x

1+x√
1+x

1−x
+

√
1−x

1+x

×
p

(1+x)(1−x)p
(1+x)(1−x)

= (1+x)− (1−x)

(1+x)+ (1−x)
= 2x

2
= x

∀x ∈]−1,1[, (g ◦h)(x) = x

(c) La fonction h ◦ g est définie sur {x ∈Dg | g (x) ∈ ]−1,1[} =R d’après la question 4a.
Soit x ∈R,

(h ◦ g )(x) = 1

2
ln

(
1+ ex −e−x

ex +e−x

1− ex −e−x

ex +e−x

)
= 1

2
ln

(
(ex +e−x )+ (ex −e−x )

(ex +e−x )− (ex −e−x )

)
= 1

2
ln

(
ex

e−x

)
= 1

2
ln

(
e2x)= x

∀x ∈R, (h ◦ g )(x) = x

EXERCICE 4 1. (a) Soient deux réels a et b strictement positifs.

a

b
+ b

a
> 2 ⇐⇒ a2 +b2

ab
> 2

⇐⇒ a2 +b2 > 2ab car ab > 0

⇐⇒ a2 −2ab +b2 > 0

(b) Soient deux réels a et b strictement positifs. Alors a2 − 2ab + b2 = (a − b)2. Ainsi, dans les
équivalences précédentes, la dernière inégalité est vraie car le carré d’un nombre réel est
toujours positif. On en déduit la première inégalité est également vraie.

∀a > 0,∀b > 0,
a

b
+ b

a
> 2
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