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Exo 1

Recommandations

Rédigez vos réponses dans un francais correct. Terminez chaque résolution d’ezercice par une
conclusion ou soulignée. Laissez une marge au correcteur.

Les exercices sont indépendants et peuvent étre traités dans n’importe quel ordre. Dans un
ezercice avec plusieurs questions, on pourra, si besoin est, admettre le résultat d’une question pour
répondre auzr suivantes.

La calculatrice est autorisée.

EXERCICE |

(Paradoxe de Walter Penney)

Soit n € N*. On effectue une suite de n lancers indépendants d’une piéce équilibrée.

Pour tout k € [1;n], on note P, I’événement « obtenir pile au k-éme lancer » et Fj, ’événement
« obtenir face au k-éme lancer ». Pour alléger, on pourra écrire Py F» a la place de P; N Fs.

On note X la variable aléatoire qui prend la valeur & si ’on obtient pour la premiére fois « pile »
puis «face» dans cet ordre aux lancers k — 1 et k. On convient que X prend la valeur 0 si 'on
n’obtient jamais une telle succession.

On note Y la variable aléatoire qui prend la valeur k si 'on obtient pour la premiére fois « pile »
puis «pile» dans cet ordre aux lancers k — 1 et k. On convient que Y prend la valeur 0 si I'on
n’obtient jamais une telle succession.

L’objectif de cet exercice est de calculer les espérances de X et Y pour vérifier, contre toute at-
tente, que E(X) et E(Y) ne sont pas égales!! Plus précisément, nous allons voir que E(X) < E(Y),
ce qui signifie que le temps d’attente de la premiére configuration « pile-face » est, en moyenne, plus
court que le temps d’attente de la premiére configuration « pile-pile ».

Partie A. Etude de X

1. Que vaut X(Q)?
2. Calculer P(X =2).
3. Soit k > 3.

a) Démontrer que
P(X = k| P) =
b) Expliquer sobrement pourquoi l'on a
PX=k|F))=PX=Fk-1).
c) En déduire que

11
P(X=k) =g +5P(X =k-1).

4. Pour tout k € [2;n], on pose up = 2°P(X = k). Démontrer que la suite (u)a<r<n €st
arithmétique et en déduire la valeur de P(X = k) pour tout k € [2;n].
5. a) Démontrer que, pour tout m > 2, on a

k-1 L _mtl
k=2
b) Déterminer P(X = 0) et préciser la limite de cette quantité lorsque n tend vers +oo.

Interpréter.
6. a) Démontrer que, pour tout m > 2, on a

ik(k—l) _4 m?+3m+4
2k N 2m

k=2

b) Calculer E(X) et préciser la limite de cette quantité lorsque n tend vers +oo.



Partie B. Etude de Y.

1. Que vaut Y(Q)?
2. Calculer P(Y =2) et P(Y =3).
3. Soit k > 4.

a) A Paide de la formule des probabilités totales, démontrer que
1
PY=k|P)= §P(Y =k|PFy)

et en déduire que
P(Y = k| P) = %P(Y:k—?).
b) Démontrer que
P(Y = k) =%P(Y=kfl)+%P(Y=k—2).
4. Déterminer P(Y = k) pour tout k € [2;n].
5. a) Démontrer par récurrence sur m que, pour tout m € [2;n], on a

Y P(Y=k)=1-PY =m—1)=3P(Y =m).
k=2
b) Déterminer P(Y = 0) et préciser la limite de cette quantité lorsque n tend vers +oo.

6. a) Démontrer par récurrence sur m que, pour tout m € [2;n], on a

ikP(Y =k)=6—(m+5)PY =m—1)— (3m+ 16)P(Y =m).
k=2

b) Démontrer que

E(Y) =6—

5(n+5)+ 2n +11)v/5 /1 ++/5\n=1 5(n+5) — (2n+ 11)v/5 /1 —/5\n-1
10 ( 4 > - 10 ( 4 )

et préciser la limite de cette quantité lorsque n tend vers +oco.

Partie C. Un peu d’informatique

1. Ecrire, en langage SCILAB, un script qui réalise 100 lancers d’une piéce équilibrée et stocke
les résultats de ces lancers (sous forme de "P" et de "F") dans un vecteur u.

2. Que fait le script suivant :

X=0; Y=0;
for i=2:100 do
if u(i-1)=="P" & u(i)=="F" & X==0 do
X=i;
end
if u(i-1)=="P" & u(i)=="P" & Y==0 do
Y=1i;
end
end
X, Y,

3. Que faudrait-il faire pour que les valeurs de X et Y données par SCILAB, soient proches
respectivement de 4 et 6 7
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Rédigez vos réponses dans un frangais correct. Terminez chaque résolution d’exercice par une
conclusion encadrée ou soulignée. Laissez une marge au correcteur.

Les exercices sont indépendants et peuvent étre traités dans n’importe quel ordre. Dans un
exercice, on pourra, si besoin est, admettre le résultat d’une question pour répondre aux suivantes.

La calculatrice est autorisée.

Exercice 1

Soit f la fonction définie par

1
f(z) = Va? — 1 — arcsin —-
x

1. Déterminer ’ensemble de définition & de f. La fonction est-elle continue sur 2 7

2. a) Sur quel ensemble &/ les théorémes généraux vous permettent-ils de dériver f 7 Calculer
flsur &7,
b) Etudier le sens de variation de f.
3. a) Etudier la limite de f en —co et en +oo.

b) «] Déterminer le développement limité a I'ordre 2 de f(z)/x en —oco. En déduire que la
courbe représentative 7y de f admet une asymptote en —oo et préciser la position
de la courbe par rapport a son asymptote.

[] Déterminer le développement limité a Pordre 2 de f(z)/x en +00. En déduire que la
courbe représentative 7 ¢ de f admet une asymptote en +oo et préciser la position
de la courbe par rapport a son asymptote.

4. Etudier la dérivabilité de f en —1 et en 1. Interpréter graphiquement les résultats obtenus.

5. Représenter graphiquement ¢ ¢. Unité graphique: 2 cm

Exercice 2

Custer a conduit son armée a
Ientrée d’un canyon. Un doute lui
vient & l'esprit. Il estime qu’il a 40 %
de chances pour que Sitting Bull lui
tende une embuscade dans ce défilé.
Il consulte alors indépendamment ses
deux éclaireurs. Le premier, un visa-
ge pale qui se trompe une fois sur
deux, lui déclare qu’il n’y a pas de
danger. Le deuxiéme, un indien qui
communique une information fausse
une fois sur trois, lui annonce un
guet-apens.

Calculer, avec les ¢éléments dont dispose Custer, la probabilité pour qu’il y ait une embuscade.

i

&y

On donnera le résultat sous forme d’une fraction irréductible.

Exo 2
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Suites d’intégrales On veut étudier la suite définie par : Vn € N I, = /4 tan” (z)dx.
0

1. Montrer que la suite (I,) est décroissante. En déduire qu’elle est convergente.

2. Vérifier que Vn € N, I, 10 + I, = %—»—1

3. En déduire la limite de la suite (I,,).

=] [z] ]
ot

Commentaire : exercice assez simple d’étude de suites d’intégrales. Correction :

1. Ona:
Vn € NVt € [O, %} , tan(x) € [0,1]

et donc :Vn € N,Vt € [07 %} , 0 < tan"(z) < tan"(z)

on integreVn € N,0 < /4 tan" ! (2)de < /4 tan" (z)dz
0 0

ieVn € N,0 < Ip,41 < I,,.

La suite (I,,) est donc décroissante et est minoré par 0. On en déduit qu’elle converge.

2. On a calcule pour n € N :

Inio +1 :/4 tan""2(z)dx + /4 tan" (z)dx
0 Jo

= /0% tan™(z)(tan?(z) + 1)dx
1

tan"+1 (m)] on reconnait u'u"

SR SE

-
1 1
:ﬁ<1 +170>:n+1

REM : on peut aussi faire une IPP en dérivant tan™(z) et en prenant la primitive de (tan?(x) + 1).
1 point dans ce cas, car la forme u'u™ est claire.

3. On note [ la limite de I,,, on peut alors passer a la limite dans la relation : Vn € N, I),40 4+ I, =
ce qui donne : [ +1 =0, i.e. | =0. Ainsi, lim,s I,, = 0.

Chaine de Markov (G2E) Une puce effectue des sauts aléatoires sur les trois sommets du
triangle ABC. A chaque saut, elle peut soit sauter sur place, soit sauter vers un des deux autres sommets.
Les probabilités pour que chaque saut de départ s’effectue en A, B ou C sont respectivement ag, by et cg.
On note A, (respectivement B, et C),) les événements « Aprés le n-iéme saut, la puce est au point A »
(respectivement B, C), et ay, by, ¢, leur probabilités respectives.

Enfin, pour tout point M et N appartenant & {A, B,C}, on note Py la probabilité que le saut

s’effectue de M vers N.

1
n+1?

1. Soit n € N. Montrer que ay+1 = pPAAGy +PBAbL +DoACH. Exprimer de méme b, et ¢,41 en fonction
de ay, b, et c,.

2. Soita € ]0, % [ Dans cette question, pour tous points M et N appartenant a {A, B,C'} avec M # N,
on pose pyyy = a et pyryr =1 — 2a.
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(a) Montrer la relation ap4+1 = (1 — 3a)a, + a.
(b
(c

(d) En déduire la limite de chacune des suites (an)nen, (bn)nen €t (¢n)nen. Comment peut-on

)
) En déduire expression de a,, en fonction de n.
) Déterminer de méme une expression de b, en fonction de n.
)
interpréter ce résultat.
3. Dans cette question, on suppose paa =1, ppa = ppB = % et pca = pcB = Pcc = %
(a) Comment interpréter la condition pgq =17
b) Déterminer les valeurs pj;ny manquantes.
p q

(¢) Montrer que (¢,)nen est une suite géométrique et en déduire une expression de ¢, en fonction
de n, de ¢ et de by.

(d) Montrer la relation : b9 = %bn+1 - %bn, pour tout n € N. En déduire I’expression de b,, en
fonction de n et de c¢p.

(e) Déterminer les limites des suites (b, )nen €t (¢n)nen. En déduire la limite de la suite (ay,). Com-
ment interpréter ce résultat 7

Correction :

1. Les événements (A, B,,C,) forment un systéme complet d’événements. Ainsi en utilisant les proba-
bilités totales :

p(Ant1) = p(Ant1 N An) + p(Ant1 N By) 4+ p(An1 N Cy)
= Ppa, (ATH—I)p(An) + DB, (An+1)p(Bn) +pc, (An-‘rl)p(cn)

Or pa,, (Ant1) est la probabilité que la puce reste en A sachant qu’elle est en A au temps n, c’est donc

paa. De méme, pp, (Ant+1) = pBa et pc, (Ant1) = pca . D’autre part, p(4,) = a, et p(By) = ay, ,
p(Cy) = ¢, par définition. Ainsi, on obtient :

(%) (41 = PAAGH + PBAbL + Do ACH.

o
o

=1 [g] =
(5]

o
B

=3

B °
o o

—
o

H

Il est implicite que les probabilités de saut au temps n ne dépendent que de la position de la puce.
On attends les mots Formule des probabilités totales, systémes complets d’événements, et
la relation pa, (An+1) = paa- Pas de points si le raisonnement est mal rédigé.

De méme on obtient :
(#%)  bny1 = pPABGn +DPBBbUn +PpcBCn €t Cat1 = PACCn + PBCDL + PoCCh-
2. (a) En remplacant dans la relation (*), on a :

an + aby, + ac,

an+1 = )

1 —2a)an + a(b, + cy)
)
)

an +a(l — ap) car Gp +by,+cp,=1

anp +a

La relation a,+b,+c, = 1 provient du fait que (4,, By, Cy) est un systéme complet d’événement.

Si vous ne voyez pas cette relation, utilisez la réponse pour vous guider.




Exo 4

EXERCICE 4

EDHEC 2000, option économique

On lance n fois, de fagon indépendante, une piéce donnant pile avec une probabilité p €]0,1[
et face avec une probabilité ¢ = 1 — p. Pour tout entier naturel k supérieur ou égal & 2, on dit que
le k-éme lancer est un changement s’il ameéne un résultat différent de celui du (k — 1)-éme lancer.
Pour tout entier naturel n > 2, on note X,, la variable aléatoire égale au nombre de changements
survenus durant les n premiers lancers.

On note Py I’événement « on obtient pile au k-éme lancer » et Fj, I’événement « on obtient face
au k-éme lancer ». Pour ne pas surcharger ’écriture, on écrira, par exemple, P} F5 a la place de
PN F;.

1. a) Donner la loi de X5.

b) Donner la loi de X3 et calculer son espérance et sa variance.

2. Dans cette partie, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.
a) a] Que vaut X, (Q)?
A] Exprimer P(X,, =0) en fonction de p, ¢ et n.
~] En décomposant I'événement (X,, = 1) en une réunion d’événements incompatibles,
montrer que

2pq n—1 n—1
P(X, =1) q_p(q P
0] En distinguant les cas n pair et n impair, exprimer P(X,, = n — 1) en fonction de
petq.
e] Gréace aux questions précédentes, démontrer que

P(X,=1)=P(X4=2) = 2pq(1 — pq)

et préciser la loi de Xy. Calculer E(Xy).

b) Pour k € [2;n], on note Z; la variable aléatoire qui vaut 1 si le k-éme lancer est un
changement et 0 sinon, de sorte que Zj, est une variable de Bernoulli. Ecrire X, a I’aide
des variables Zj, et en déduire E(X,,).

3. Dans cette question, on suppose que p =¢q = 1/2.

a) Vérifier, en utilisant les résultats des questions précédentes, que X3 et X4 suivent cha-
cune une loi binomiale.

b) Soit n > 2.
a] Soit k € [1;n]. Justifier que

P((Xo = k)N Py 1 Paya) = %p((x,,, — KNP,

et

P((Xa=K) N Fu0 o) = 5 P((X0 = K) 11 Fy)

et en déduire que
P((X,,L =k)N(Xpy1 =k)) = %P(Xn =k).
On admettra que 'on démontrerait de méme que
P((X,,L =k—-1)N X411 = k)) = %P(Xn =k-1).

(] Démontrer par récurrence que la variable X, suit la loi Z(n —1;1/2).
¢) En utilisant 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, justifier que
1

PB<Xo<5) > 5
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EXERCICE |

Soit n € N*. On effectue une suite de n lancers indépendants d’une piéce équilibrée. Pour tout
k € [1;n], on note Py I’événement « obtenir pile au k-éme lancer» et Fy, I’événement « obtenir face
au k-éme lancer». On note X la variable aléatoire qui prend la valeur k si ’'on obtient pour la
premiére fois « pile» puis « face» dans cet ordre aux lancers k —1 et k. On convient que X prend
la valeur 0 si l'on n’obtient jamais une telle succession. On note Y la variable aléatoire qui prend
la valeur k si l’on obtient pour la premiére fois « pile» puis « pile» dans cet ordre auz lancers k—1
et k. On convient que Y prend la valeur 0 si ’on n’obtient jamais une telle succession. L’objectif
de cet exercice est de calculer les espérances de X et Y pour vérifier, contre toute attente, que
E(X) < E(Y), ce qui signifie que le temps d’attente de la premiére configuration « pile-face» est,
en moyenne, plus court que le temps d’attente de la premiére configuration « pile-pile».
Partie A. Etude de X

1. Que vaut X(Q) ?
On a clairement

| X(Q) = {0}U[2n].|

2. Caleuler P(X =2).

On a
P(X =2) = P(PF)
= P(P)P(F) par indépendance
1 1
B RP)
donc
P(X =2) = L.
4
3. Soit k > 3.
a) Démontrer que P(X = k| Py) = 1/2F 1.
On a
P(X=k|P,) = P(P-- P F|P)
= P(PQPklek) car PQ"'Pklek AL P1
P(Py)--+ P(Py—1)P(Fg) par indépendance
1 1
3 XXy
k—1 fois
donc
PX=k|P)= 2k171




b) Eapliquer sobrement pourquoi l'on a P(X = k|F1)=P(X =k —1).
La réalisation de I’événement F n’a aucune influence sur la possibilité d’avoir la séquence
«pile-face ». Par conséquent, lorsque 'on sait que Fj s’est réalisé, on peut considérer
que le premier tirage n’a pas existé et donc que la suite de tirages commence au rang 2.
Dans ces conditions, mesurer la probabilité de '’événement (X = k) sachant que F; s’est
réalisé revient, par décalage d’indice, & mesurer la probabilité (sans conditionnement)
de l’événement (X =k — 1). Donc

|P(X =k|F)=P(X =k—1).]

c) En déduire que P(X =k) =1/2" + P(X =k —1)/2.
D’apres la formule des probabilités totales a travers le systéme complet d’événements
(Pr, Fy), on a

P(X=k) = PP)P(X=Fk|P)+PF)PX=Fk|F)
1 1 1
= §><2k71+§><P(X:k71),

donc

1 1
P(X=k)= g +5P(X =k—1).

d) Pour tout k € [2;n], on pose uy = 2¥P(X = k). Démontrer que la suite (ur)a<k<n est
arithmétique et en déduire la valeur de P(X = k) pour tout k € [2;n].

Pour tout k € [2;n], on a

11 -
Uk=2kP(X=k)=2k(ﬁ+§P(X=k71)> =1+2"'P(X =k —1)=1+u_,

donc (ug)e<k<n est arithmétique. Par suite, pour tout &k € [2;n], on a
1
uk:uQ+k—2:4Z+k—2:k—1,

d’ou

k-1

4. a) Démontrer que, pour tout m > 2, on a 3 pe,(k—1)/2F =1 — (m+1)/2™.

k-1 1
Pour tout m > 2, on pose (m) : T 1- m2_I
k=2
2
k-1 1 2+1 1
Initialisation : Pour m = 2, on a kz_z ST et 1 — ; =1 donc Z(2) est vraie.

Hérédité : Fixons m > 2 tel que Z(m) est vraie et démontrons #(m + 1). On a

Wr-1  &Ek-1 m
ok - 9ok + om-+1
k=2 k=2
1
= 1- m2: 2::_1 par H.R.
B (m+1)+1
- 2m+1 ’

donc Z(m + 1) est vraie.
Conclusion : D’apres le principe de récurrence, on a

m

k—1 m+1

Ym > 2, Z o =1- g
k=2




b) Déterminer P(X = 0) et préciser sa limite lorsque n tend vers +oo. Interpréter.
On a

n

P(X:O):l—ZP(X:k):l—zn:k;kl
k=2

k=2

d’apres A. 4.

donc, d’apres A. 5. a),

n+1
P(X =0)=——
Les croissances comparées nous disent que
lim P(X =0) =0,
n—-+00

ce qui s’interpréte en disant que

si on lance un trés grand nombre de fois la piéce, on

obtiendra quasi-certainement la séquence « pile-face ».

a) Démontrer que, pour tout m > 2, on a 3 j, k(k —1)/2% =4 — (m? + 3m +4)/2™.

m
k(k—1) m?+3m + 4
P > 2, S : =4 - .
our tout m > 2, on pose 2(m) ,;:2 % m
2
N k(k—1) 1 2243244 1
Initialisation : Pour m = 2, on a kg_g o =3 et 4 — — % =3 donc 2(2)

est vraie.
Heérédité : Fixons m > 2 tel que 2(m) est vraie et démontrons 2(m + 1). On a

k-1 " k(k—1)  (m+Dm
Z( ) Z( ) | (m+1)

2k 2k 2m+l

k=2 k=2
m2+3m+4  (m+1)m
= 4- om om+1 par H.R.
_ m2+5m+8
= B —
_ (m+1)2+3(m+1)+4
- - 2m+1 ’

donc 2(m + 1) est vraie.
Conclusion : D’aprés le principe de récurrence, on a

"ok(k—1 2 4
vYm > 2, Z ( ) 4_m +3m + .

2k 2m

k=2

b) Calculer E(X) et préciser la limite de cette quantité lorsque n tend vers +oo.

On a
EX)= Y kPX=k=) w dapres A. 4.,
ke{0}uU[2;n] k=2

ce qui donne, d’aprés le résultat de la question précédente,

_ n?+3n+4

E(X)=4 o

Les croissances comparées nous disent alors que

lim E(X) = 4.

n——+0o00




Partie B. Etude de Y.

1. Que vaut Y (Q) ?

On a encore

[Y(Q) = {0} U[2;n].]

2. Calculer P(Y =2) et P(Y =3).
On a

et

P(Y =2) = P(P,P;) = % x

1 1 1 1
P(Y=3):P(F1P2P3)=§X§><§=§7

ou l'on a, par deux fois, utilisé 'indépendance des tirages. Donc

P(Y=2)=~ e PY=3=

3. Soit k > 4.
a) A Uaide des probabilités totales, démontrer que P(Y = k|P,)) = P(Y = k| PLFy)/2 et

en déduire que P(Y = k|P))=P(Y =k —2)/2.
D’aprés la formule des probabilités totales appliquées a travers le systéme complet
d’événements (P, F3), on a

P(Y = k| P\) = P(Py| P\)P(Y = k| P,P,) + P(Fy| P\)P(Y = k| P,Fy).

1
> P(Py|P) =P(PR) = 5 par indépendance ;

> P(Y = k| P1P:) = 0 puisque la premiére séquence « pile-pile» ne peut pas appa-
raitre au k-eéme tirage (avec k > 4) pour la premiere fois alors que cette séquence
est apparue au deuxiéme essai ;

> P(Fy| P) = P(F,) = % par indépendance;
> P(Y = k|P1Fy) = P(Y = k —2) car, de la méme fagon qu’a la question A.3.D),
la réalisation de P; F5 n’influence pas l'apparition de la séquence « pile-pile » ce qui
permet de dire qu’il revient au méme de mesurer la probabilité de I’événement
(Y = k) sachant que P;F, s’est réalisé ou de mesurer, par décalage d’indice, la
probabilité (sans conditionnement) de I'événement (Y = k — 2).
donc

1 1

c’est-a-dire

P(Y:k|P1):%P(Y:k—2).

Démontrer que P(Y =k)=PY =k—-1)/2+ P(Y =k —2)/4.
D’aprés la formule des probabilités totales appliquées & travers le systéme complet
d’événements (Py, Fy), on a

P(Y =k)=P(P)PY =k|P)+ P(F1)P(Y = k| F).
Or P(Y = k| Fi) = P(Y = k — 1) par le méme raisonnement qu’a la question A.3.b),

donc, en tenant compte du résultat de la question précédente, on a

HY:M:%X%HY:k—m+%XHY:k—M

donc

P(Y:k):éP(Y=k71)+Z—11P(Y=k—2)A




4.

5.

Déterminer P(Y = k) pour tout k € [2;n].
Pour tout k € [2;n], on pose vy = P(Y = k) de sorte que, d’aprés la question précédente,
on ait
1 1

Vk € [[2;%]], Vg = §Uk_1 + Z’Uk_g.
L’équation caractéristique de cette récurrence double est 72 —r/2 —1/4 = 0. Le discriminant
vaut A = 1/4+ 1 = 5/4 donc les solutions de cette équation sont les deux nombres réels
r1 = (1++/5)/4 et 1o = (1 —+/5)/4. Par suite, il existe deux constantes A et B telles que

1+\/5>k‘+B<1—«/5)k.

Vk € [2;n], vk:A( 1 1

Comme vy = 1/4 et v3 = 1/8, il est logique de poser v1 = 0 et vy = 1 (mais attention, cela
n’a pas de sens en probabilité. .. ), donc

A+ B =1
R el
4 4
ce qui donne
=E_ . /E 4
A=2 V5 et B=O+\/g
10 10

En conclusion, on a

Vk € [2;n], PY=k) =

5—%5(1+\/5>k+5+\/§(1—ﬁ)k.

10 4 10 4

a) Montrer que, pour m € [2;n], ona Y 4, P(Y =k) =1-P(Y =m—1)—-3P(Y =m).
m

Pour tout m € [2;n], on pose Z(m) : ZP(Y =k)=1-PY =m—-1)-3P(Y =m).
k=2

Initialisation : Pour m = 2, on a

SN PY=k)=PY =2 =2 e 1—P(Y:1)—3P(Y:2):1—0—3%:
k=2

donc Z(2) est vraie.
Hérédité : Fixons m € [2;n] tel que Z(m) est vraie et démontrons Z(m + 1). On a

m+1 m
> P(Y =k) Y P(Y =k)+PY =m+1)
k=2 k=2
= 1-P¥=m—-1)-3PY =m)+PY =m+1) par H.R.
= 1-(4P(Y =m+1)—2P(Y =m))
—3PY =m)+PY =m+1) par B.3.b)
= 1-PY =m)—-3PY =m+1),

donc Z(m + 1) est vraie.
Conclusion : D’apres le principe de récurrence, on a

vm>=2, Y P(Y=k=1-PY =m—1)-3PY =m).
k=2




b) Déterminer P(Y = 0) et préciser la limite de cette quantité lorsque n tend vers +o0.
Le résultat de la question précédente nous dit que

P(Y:O):1—iP(Y:k):P(Y:n—1)+3P(Y:n),
k=2

donc, d’apres le résultat de la question 4, on a

P -0y = BBy Ry

105—\/5 1+\/5)"+35+\/5<1—\/3>"

- (
+ 10 4 10 4

c’est-a-dire

5+2\/5(1+_\/5>n71+ 5—2\/5<1—\/5>"*1.

PY =0)=— 4 10 4

Comme (14 +/5)/4 et (1 — \/5)/4 appartiennent & ]—1; 1], on a

lim P(Y =0) =0,

n—-+00

ce qui s’interpréte en disant que

si on lance un trés grand nombre de fois la piéce, on

obtiendra quasi-certainement la séquence « pile-pile ».

a) Démontrer par récurrence sur m que, pour tout m € [2;n], on a
S EP(Y =k) =6~ (m+5P(Y =m—1) = (3m+ 16)P(Y =m).
k=2
m
On pose #(m) : Y kP(Y = k) =6 — (m+5)P(Y =m—1) = (3m+ 16)P(Y = m)
k=2
pour tout m € [2;n].
Initialisation: On a
2 1 1
> EP(Y =k)=2P(Y =2) = 5 et 6=TP(Y =1)=22P(Y =2) = 6-Tx0-22 =
k=2
donc .7(2) est vraie.
Hérédité : Fixons m € [2;n] tel que #(m) est vraie et démontrons .#(m +1). On a

m—+1

> kP(Y =k)
k=2

zm:kP(Y =k)+ (m+1)PY =m+1)
k=2

= 6—(m+5PY =m-—1)— (3m+16)P(Y =m)

+(m+1)PY =m+1)  par HR.
= 6—(m+5)(4PY =m+1) —2P(Y =m))

~(B3m+16)P(Y =m)+ (m+1)P(Y =m+1)  par B.3.b)
= 6—(m+6)PY =m)—(3m+19)P(Y =m+1)
=6—((m+1)+5)PY =m)— (3(m+1)+16)P(Y =m+1),

donc #(m + 1) est vraie.
Conclusion : D’aprés le principe de récurrence, on a

Vim > 2, ikP(Y:k) =6 (m+5P(Y =m—1)— (3m+16)P(Y = m).
k=2




b) Calculer E(Y) et préciser la limite de cette quantité lorsque n tend vers +oo.
On a

E(Y) kP(Y = k)

ke{0}u[2;n]
= > kP(Y =k)
k=2

= 6-(n+5PY =n—-1)—Bn+16)P(Y =n) d’apreés B.6.a)
() )
: _10\/5(1 +4\/5>n * 5+10ﬁ(1 _4\/5”’

= 6—(n+5)[

—(3n+ 16) [

ce qui donne,

B(Y)=6—

5(n+5)+2n+11)vV5 /1 +/B\n=1  5(n+5) — (2n+11)v5 /1 —/5\n-1
10 ( 4 ) B 10 ( 4 ) '

Comme (1 +v/5)/4 et (1 —/5)/4 appartiennent & ]—1;1[, les croissances comparées
nous disent que

lim E(X)=6.

n—+oo

Partie C. Un peu d’informatique

1. Ecrire, en langage SCILAB, un script qui réalise 100 lancers d’une piéce équilibrée et stocke
les résultats de ces lancers (sous forme de "P" et de "F") dans un vecteur u.

On écrit

for i=1:100 do

piece=rand();

if piece<0.5 then u(i)="P"; else u(i)="F"; end
end

2. Que fait le script donné dans l’énoncé ¢

On constate que

ce script détermine les valeurs de X et Y pour

le tableau u fabriqué a la question précédente.

3. Que faudrait-il faire pour que les valeurs de X et Y données par SCILAB, soient proches
respectivement de 4 et 6 ¢

Il faudrait moyenner, c’est-a-dire qu’

il faudrait effectuer un grand nombre de fois (& 'aide d’un for) les scripts
des deux questions précédentes, stocker les différents résultats pour X et Y

dans un tableau et faire la moyenne de ces deux tableaux.




Exercice 2

Custer a conduit son armée a l'entrée d’un canyon. Un doute lui vient a l'esprit. 1l estime qu’il
a 40% de chances pour que Sitting Bull lui tende une embuscade dans ce défilé. Il consulte alors
indépendamment ses deux éclaireurs. Le premier, un visage pédle qui se trompe une fois sur deuz,
lui déclare qu’il n’y a pas de danger. Le deuziéme, un indien qui communique une information
fausse une fois sur trois, lui annonce un guet-apens.

Calculer, avec les éléments dont dispose Custer, la probabilité pour qu’il y ait une embuscade.
On donnera le résultat sous forme d’une fraction irréductible.

Considérons les événements : 0.5 B

e B: «le blanc annonce une embuscade » Q

e [: «lindien annonce une embuscade »

E
0,4
e [: «il y a une embuscade »
o
E

% 1\

Alors
_ 1
P(E|BNI) = w par définition
P(BNI)

B P(ENBNI) en filtrant a travers le systéme

P(BNINE)+PBNINE) complet d’événements (E, E)
P(BNI|E)P(E) .

= — — — en conditionnant
P(BNI|E)P(E)+ P(BNI|E)P(E)

_ P(B|E)P(I| E)P(E) car B et I sont ind.
P(B|E)P(I|E)P(E)+ P(B|E)P(I|E)P(E) sachant F et F

2
- 0,5 x 3 x0,4 4
- 05><2><04+05><1><06__7
) 3 b ) 3 )
donc

. » . 4
la probabilité qu’il y ait une embuscade est égale a 7

Exo 2



Exo 3

TABLE DES MATIERES 131

(a) Montrer la relation an+1 = (1 — 3a)a, + a.
(b
(c

(d) En déduire la limite de chacune des suites (an)nen, (bn)nen €t (¢n)nen. Comment peut-on

)
) En déduire expression de a,, en fonction de n.
) Déterminer de méme une expression de b, en fonction de n.
)
interpréter ce résultat.
3. Dans cette question, on suppose paa =1, ppa = ppB = % et pca = poB = Pcc = %
(a) Comment interpréter la condition paq =17
b) Déterminer les valeurs pjsny manquantes.
p q

(¢) Montrer que (¢,)nen est une suite géométrique et en déduire une expression de ¢, en fonction
de n, de ¢ et de bg.

(d) Montrer la relation : b, = %bn+1 - %bn, pour tout n € N. En déduire I’expression de b,, en
fonction de n et de c¢y.

(e) Déterminer les limites des suites (b, )nen €t (¢n)nen. En déduire la limite de la suite (ay,). Com-
ment interpréter ce résultat 7

Correction :

1. Les événements (A, B,,C,) forment un systéme complet d’événements. Ainsi en utilisant les proba-
bilités totales :

p(Ant1) = p(Ant1 N Ap) + p(Ant1 N By) 4+ p(An1 N Cy)
= Ppa, (ATH—I)p(An) + DB, (An+1)p(Bn) +pc, (An-‘rl)p(cn)

Or p4,, (Ant1) est la probabilité que la puce reste en A sachant qu’elle est en A au temps n, c’est donc

paa. De méme, pp, (Ant+1) = pBa et pc, (Ant1) = pca . D’autre part, p(4,) = a, et p(By) = a, ,
p(Cy) = ¢, par définition. Ainsi, on obtient :

(%) (41 = PAAGH + PBAbL + Do ACH.

o
o

=] [g] =
(5]

e
B

=3

B °
o =

—
=

H

Il est implicite que les probabilités de saut au temps n ne dépendent que de la position de la puce.
On attends les mots Formule des probabilités totales, systémes complets d’événements, et
la relation pa, (An+1) = paa- Pas de points si le raisonnement est mal rédigé.

De méme on obtient :
(#%)  bny1 =DPABAn +DPBBbUn +PpcBCn €t Catl = PACCn + PBCDL + PoCCh-
2. (a) En remplacant dans la relation (*), on a :

an + aby, + ac,

an+1 = )

1 —2a)an + a(b, + cy)
)
)

an + a(l — ay) car G +by,+cp,=1

anp +a

La relation ay,+b,+c, = 1 provient du fait que (4,, By, Cy) est un systéme complet d’événement.

Si vous ne voyez pas cette relation, utilisez la réponse pour vous guider.
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3.

(b)

(a)
(b)

La suite (ay,) est arithmético-géométrique. On cherche [ tel que a,, — [ est géométrique :
ant1—1 = (1-3a)ap+a—1
= (1-3a)(an—1)+a—3al.

1l faut donc a — 3al = 0 soit I = %, puisque a # 0. Ainsi : (an - %) est géométrique, de premier

terme (ag — %) et de raison (1 — 3a). On conclut :

an = é +(1 73a)"<a07 %)

On a : by+1 = papan + peBby + Pope, donc en remplagant : b,+1 = (1 — 2a)b, + ala, + b,) =

(1 —3a)b, + a. On a donc la méme expression et de méme : b, = 3 +(1- 3a)”<b0 - 5)

Ona0<a< %, donc —3 <1-3a <1, en particulier |1 —3a| < 1, et donc : (1—3a)" —— 0.
n—-+oo

‘ 11 fut montrer que |1 — 3a| < 1! |

1
g.
Quelque soit la probabilités (ag, by, co) de départ, les trois positions sont équiprobables si on

On en déduit limy,s ap = % et limy,so by = % Comme a,, + b, +c¢, = 1, on a aussi lim, ¢, =

laisse la puce faire suffisaient de saut. Cela provient de la symétrie : on peut échanger les roles
des points {A, B,C}.

| On attends ’équiprobabilité.

paa = 1 signifie que si la puce est en A elle y reste indéfiniment.
On a:
pap=0  pac=0  ppc=0
En effet, si la puce est en A alors elle a trois possibilités : rester en A, aller en B, aller en C, et

donc : paa + pap +pac = 1. Comme pap et pac sont positifs, on obtient les deux premieres
relations. La troisiéme provient de ppa + pp + pc = 1.

Note : la rédaction précise de la démonstration de la formule paa + pap + pac = 1 est :
(A1, By, Ch) est un systeme complet d’événements donc :

p(Ao) =p(A1 N Ag) + p(B1 N Ag) +p(C1 N Ag)

(

p(Ao)pay (A1) + p(Ao)pa,(Bi) + p(Ao)pa, (C1)
(
(

p(Ao)pa, (A1) + p(Ao)pa, (B1) + p(Ao)pa,(Cr)
p(Ao)(paa +paB +pac).

En divisant par p(Ap), on obtient la relation.

On écrit les relations (x) et (sx) :
1 1
Qn+1 = Gp + §b7L + 3Cn
1 1
b1 = §bn + 3¢n
1
Cn+l = 3Cn-

11 est alors clair que (¢,,) est géométrique de raison % et donc : ¢, = ¢ (%)
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(d) Ona:byq; = %bn + %cn, donc : ¢, = 3bpt1 — %bn

b2 = %anrl + %CnJrl
= %bn.i,_l + %cn
= Db+ %(%nﬂ - %b)
= gbn+1 - %bn-

Il faut savoir faire ces petits calculs : on veut simplement éliminer ¢, avec les relations de la
questions précédentes pour se ramener & une suite récurrente linéaire d’ordre 2.

La suite (b,) est donc récurrente linéaire d’ordre 2. I.’équation caractéristique est : 72— %r—i—% =0,
qui admet comme solution % et % On sait alors que pour tout n € N, b, s’écrit sous la forme :
b, = a%n + 5% Avec les relations

—aurang 0: by = a+ [,

—aurang 1: b = %oa + %B, mais on sait aussi : by = %bo + %co.

On obtient donc le systéme :

a+p =bo . 3
1 1 1 1 soit
3@+ 38 =3+ 3¢

Au final :
1 200
bn = (bo + 2CO>2—n - ?

Nl—= ol
iSY)
I

= —2¢ =l —2ly B =20,
1 1 ! soit
= §b0+§CO 2 « :b0+200-

Q
+
W=
=
|

(e) Comme ‘%’ < 1l,ona:lim, e ¢, = 0, puis comme 2% — 0, et %% — 0, on a aussi limy,— 400 by, =

De la relation Vn € N, a,, + b, + ¢, = 1, on déduit lim, o0 a, = 1.

Ce résultat s’interprete car la puce finit toujours par passer en A et donc par y rester.

La bibliothéque

On considere une bibliotheque de n livres, initialement rangés dans l'ordre alphabétique. On les permute

au hasard.

Pour k € [0,n], on note E} événement « exactement k livres sur les n n’ont pas changé de place ».

1.
2.

Question de cours Enoncer la formule du Crible ou la formule de Poincaré.

Déterminer p(EY), p(El_,) et p(El_,).

n—1
Pour tout ¢ € [1,n], on note A; Pévénement « le livre i est resté d sa place ».

. Exprimer E¥ en fonction des événements (AL> ol En déduire p(E{) sous forme d’une somme (on
i€[l,n

pourra utiliser la formule du Crible).
1

. Etablir que, pour tout k € [1,n — 2] : p(E}) = Ep(Eg_k). En déduire p(E}) pour tout k € [0, n].

. Justifier : Zp(E,?) =1.

k=0

. En déduire la valeur de :

] [z
=

[«]

2

HH



EXERCICE 4

On lance n fois, de fagon indépendante, une piéce donnant pile avec une probabilité p €]0,1[.
On dit qu’un lancer est un changement s’il ameéne un résultat différent de celui du précédent lancer.
On note X,, le nombre de changements durant les n premiers lancers. On note Py ['événement
« on obtient pile au k-éme lancer» et Fy l'événement « on obtient face au k-éme lancer».

1. a) Donner la loi de Xs.
Lorsqu’on effectue seulement deux tirages, on ne peut avoir au plus qu’un seul change-
ment, donc X5 () = {0;1}. La variable X, suit donc une loi de Bernoulli avec
P(X=1) = PP FRUFRP)
= P(PF)+ P(F1P») par incompatibilité
= P(P\)P(F,)+ P(F1)P(P,) par indépendance
= pq+qp.

b) Donner la loi de X5 et calculer son espérance et sa variance.

Donc

Cette fois, lorsqu’on effectue trois tirages, on obtient au plus deux changements, donc
X3(9) ={0;1;2}. En utilisant 'incompatibilité et I'indépendance, on obtient

P(X;=0) = P(F\FF;)+ P(PLPP;)
= P(I")P(Fy)P(Fs) + P(P1)P(Py)P(Ps)
= ¢ +7°
P(X3=1) = P(F\PyPs)+ P(P\PyF3) + P(P,F>F3) + P(F1F>P3)

= P(F1)P(P2)P(Ps) + P(P)P(P)P(Fs)
+P(Py)P(Fy)P(F3) + P(F1)P(F;)P(Ps)

= 2pg® +2p°q

= 2pq carp+q=1,

et
P(X3=2) = P(F\PyFs)+ P(PFyPs)
= P(I)P(P)P(Fs) + P(P1)P(Fy)P(Ps)
= pi*+p°q
= g carp+q=1,
donc

1 0 1 2

P(Xs=1) || ¢+ | 2pq | pq

Par suite, on a
E(X3) =0x (¢° +p°) +1 x 2pg + 2 x pg = 4pq

et
E(X35%) = 0% x (¢° +p*) + 1% x 2pq + 2* x pg = 6pq
donc
V(X3) = E(X3%) — E(X3)? = 6pg — 16p°q” = 2pq(3 — 8pq).
Ainsi,

[B(Xs)=dps et V(X3) = 2pa(3 - 8pq). |

Exo 4



2. Dans cette partie, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.
a) o] Quevaut X, () ?

Lorsqu’on effectue n tirages, on obtient entre 0 et n — 1 changements donc

| X (Q) = [0;n - 1].|

B8] Exprimer P(X,, =0) en fonction de p, q et n.

v

J

On a
P(X,=0) = P(P,Py-- Py UF\Fy-- F,)
= P(PP,---P,)+ P(F\F,---F,) par incompatibilité
= P(P)P(PR)---P(P,)+ P(F,)P(F,)--- P(F,) par indépendance
= p"+4q",

donc

|P(Xn:0):p"+q”.|

En décomposant I'événement (X,, = 1) en une réunion d’événements incompatibles,
montrer que P(Xy =1) = 2pq(¢"~" = p"~)/(q - p)-

On a
n—1 n—1
Xn=1)= @ PFer-Fo) U |JFr FiPrga-- Po)
k=1 k=1

n—1 n—1
P(Xn = 1) = P(P Py Flp E ) + ZP(F Fi Py P, )
k=1 k=1
n—1
= P(Py) - P(Py)P(Fysr) - P(Fy)
k=1
n—1
+>  P(Fy)---P(F)P(Py1)--- P(P,)  par indépendance
k=1
_ Zpknk_,’_zqknk
_ .n (P/Q) *p/q o (¢/p)" —p/a sommes de suites
-1 p/qg—1 P q/p—1 géométriques
_ P q—prq +pq —Pq
pP—q q—p
donc
n—1 _ ,n—1
P(X, = 1) = 2pgZ L
q—p

Exprimer P(X,, =n — 1) en fonction de p et q selon la parité de n.
Si n est pair, on a
(X'n =n—- 1) - P1F2P3F4 c F7L72P7L71F71, U F1P2F3P4 e P7L72F71,71PTL7
donc, par incompatibilité,
P(Xn - 1) = P(P1F2P3F4 e F7L72P7L71Fn) + P(F1P2F3P4 o PanFn,fan)
= P(P))P(Fy)P(P3)P(Fy)--- P(F,_2)P(P,—1)P(F,)
+P(F1)P(P) P(F3)P(Py) - - P(Po2) P(F, 1) P(Py)

_ 2])”/2(]”/2.



Si n est impair, on a
(Xn :n_l) =P Pl Py oF, 1P, U F1P2F3P4"'Fn—2pn—an7

donc, par incompatibilité,

P(X,=1) = P(F\PyF3P;--- P, _2F, 1P,) + P(F\PyF3Py---F,_ 2P, 1F,)
= P(P)P(F2)P(P3)P(Fy) - P(Py2) P(F, 1) P(P,)
+P(F1)P(P2)P(F3)P(Py) -+ P(F—2) P(Poo1) P(Fy)
Z /212 | (i D)/2 (0412
P /2gn=1)/2 carp+q=1.
Donc

Zp"/zq"/2 si m est pair,

P(X,=n—-1)=
( ) { p<"*1>/2q("*1)/2 si n est impair.

Grace aux questions précédentes, montrer que P(Xy = 1) = P(Xy = 2) = pq(1—pq)
et préciser la loi de X4. Calculer E(Xy).

Pour n = 4, les questions précédentes nous disent que
P(Xy=0)=p*+q",

3

=2pq(¢* + qp + p°) = 2pq” + 2p°¢* + 2p°q

et
P(Xy =3) = 2p"?¢"? = 2p°¢",

Par suite, on a
P(Xy=2) = 1-P(X4=0)—P(Xy=1)—P(X4=3)
= 1- "+ ¢" +2p¢° + 49°¢° + 2p%q)
= 1—((p+9*—20°¢— 20" — 2pg*))
= 2pq3 + 2;)2q2 + 2p3q.

pa° + ¢ + p°q = pa(¢* + pg + p°) = pa((p + 9)* — pg) = pa(1 — pq),

donc
P(Xy=1)=P(Xy =2) =2pq(1 — pq).

En définitive,

i 0 1 2 3

P(Xy=1) || p*+q* | 2pq(1 —pq) | 2pq(1 —pq) | 2p*¢*

Par suite, on a

E(X4) =0x (p" +¢") + 1 x 2pq(1 — pg) + 2 x 2pq(1 — pq) + 3 x 2p°q* = 6pq,

E(X4) = 6pg.

donc



b) Pour k € [2;n], on note Zy la variable aléatoire qui vaut 1 si le k-éme lancer est un
changement et 0 sinon, de sorte que Zj, est une variable de Bernoulli. Fcrire X, a
Uaide des variables Zy, et en déduire E(X,,).

On a clairement
X'n:Z2+Z3+"‘+Zn'

Or, pour tout k > 2, Zj, est une variable de Bernoulli avec
P(Zk = 1) = P(Pk_le U Fk—lpk) = P(Pk_l)P(Fk) + P(Fk_l)P(Pk) = 2pq,

ou l'on a successivement utilisé 'incompatibilité et 'indépendance. Ainsi, le paramétre
de la loi de Bernoulli vaut 2pq, ce qui nous dit que

Vk € [2;n], E(Zy) = 2pq.

Par suite, on a

E(X,) = E(Zy+Zs+---+2,)
= E(Xo)+-+E(X) par linéarité de F
(TL - 1) X 2]7(],

donc

| E(X.) = 2(n— 1pg |

3. Dans cette question, on suppose que p=q = 1/2.
a) Vérifier que X5 et Xy suivent chacune une loi binomiale.
Dans le cas ou p = ¢ = 1/2, les résultats des questions précédentes nous disent que

7 0 1 2 A 0 1 2 3

] et 11331

PG=0l7]5 |1 PR=013515]5]5

donc
1 1
b) Soit n > 2.

o] Soit k € [1;n]. Justifier que P( n=Fk)N P,L n Pn+1) = P(( n=FkKnN P,L)/Q
et P(( =kNFN Fn+l) = ( )N F, )/2 et en déduire que l'on a

P((X, =k)N(Xpp1 =Fk)) = P(X, )/2 On admettra que l'on démontrerait de
méme que P((Xp =k —1)N(Xpp1 =k)) = P(X, =k —1)/2.

L’événement (X,, = k) N P, ne concerne que les n premiers tirages. Il est donc
indépendant de P, 1. Par suite, on a

P((X, = k) N Py 0 Poyy) = P((Xo = k) N P,) P(Pas),

ce qui donne

P((X, = k)N Py Pay) = %p((xn —B)NP,).

De méme, I'événement (X,, = k) N F), est indépendant de F),;1, donc
P(Xpn=k)NFy,NFyp1) = P((Xn =k) N F,) P(Fos1),

ce qui donne

P((Xy = k)N Fo 1 o) = %P((Xn —BNE).




B

Or (X, =k)N(Xpp1=k) = (Xn=k)NPyNPoi1) U (X =k)NF, N Foy1)
et les événements de cette réunion sont incompatibles, donc
P((Xn =k)N(Xpt1 = k))
= P((Xn = k)manPn+1) +P((Xn :k)anmFWH»l)

- %p((xn KNP + %p((xn — k)N F,)
= %P[((Xn =k)N Pn) u ((Xn =k)N Fn)] par incompatibilité

_ %P((Xn = k)N (P, UF)).

Comme P, U F,, =, on en conclut que

P((Xn=k) N (Xnp1 = k) = %P((Xn = k).

Démontrer par récurrence que la variable X, suit la loi B(n —1;1/2).
Pour tout n > 2, considérons la propriété 7, : X, — B(n — 1;1/2).
Initialisation : Nous savons que Xy < Z(1/2) donc % est vraie.

Héredité : Fixons n > 2 tel que 97, est vraie et démontrons .7,+1. On sait que
Xn41(22) = [0;n]. Pour k = 0, on sait que

1 n+1 1 n+1 1
PE=0=(3) +(3) =5

Pour k € [1;n], la formule de filtration nous dit que
D’apreés la question précédente, on sait que
1
P(Xps1=k)N (X, =k)) = §P(Xn =k)

et
P((Xnﬂ =kN(X,=k— 1)) = %P(Xn,l =k)

Par ailleurs, I'hypothése de récurrence implique que

P(X, = k) = (n—1> 1

g )t O P(Xn:k_l):<"—1> 1

k—1/2n=T

En combinant ces résultats, on obtient

1/n—1 1 1/n—1 1
P(Xpor = k) = _( L )
(Xng1 =) 7\ & )2"*1+2<k—1 g1

()G Dh

1
= (Z) on par la formule de Pascal.

Pour résumer, on a donc

Vk € [0;n], P(X"H:k):(Z)zin:(Z)Qian—l,k’

ce qui prouve que X, 11 < H(n;1/2) et donc que 41 est vraie.
Conclusion : Le principe de récurrence nous dit alors que

1
Vn > 2, X, ;n@(n—l;E)




¢) En utilisant Uinégalité de Bienaymé—Tchebychev, justifier que P(3 < Xg < 5) > 1/2.
On sait que Xy suit la loi %B(8;1/2) donc E(Xg) = 4 et V(Xg9) = 2. L’inégalité de
Bienaymé-Tchebychev implique alors que pour tout € > 0, on a

2

PXo 429 < 2

En prenant ¢ = 2 et en remarquant que (| X9 —4| > 2) = (X9 < 2 ou X9 > 6), on
obtient donc que

P(X9S20uX926)<

c’est-a-dire
1—P(3< X9 <5)

IN
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ou encore




